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Préface

Pour Paccessibilité du savoir. J’ai enseigné des cours de calcul différentiel et intégral a
plusieurs reprises, surtout a 1’Université de Sherbrooke (& compter de 2010), mais aussi & 1’'Uni-
versité San Francisco de Quito, en Equateur (2005-2009). Le contenu de ces cours est tres
commun : intégrales curvilignes, intégrales multiples, intégrales de surface ; changements de va-
riables, jacobien ; divergence et rotationnel, théoremes de Gauss et de Stokes, champ conservatif,
différentiation en chaine, laplacien ; multiplicateurs de Lagrange ; série de Taylor a plusieurs va-
riables, extremums, cols'. Plusieurs livres bien adaptés & ce contenu existent : je me suis servi
régulierement de plusieurs d’entre eux. Bien qu’ils conviennent, je trouve qu’ils sont de plus en
plus chers.

Par ailleurs, il est vrai que plusieurs types de ressources additionnelles aux textes eux-mémes
ont vu le jour : par exemple, des sites Web qui accompagnent les livres, avec des activités ou des
documents pour les enseignant(e)s ou des plateformes pour la correction automatique d’exercices.
La encore, le prix est relativement élevé.

Il va de soi que plusieurs collegues ont tenu un bon nombre de conversations a ce sujet;
certain(e)s ont méme entrepris de faire leurs propres notes de cours, par exemple.

Ces deux problemes, liés a ’accessibilité des ressources éducatives, sont a l'origine de ce pro-
jet. Plusieurs initiatives similaires ont vu le jour, surtout dans le monde anglophone. On trouve
plusieurs textes de source libre, produits par des enseignant(e)s de différentes universités au
Canada et aux Etats-Unis. Parmi eux, on compte le projet Active Calculus (Grand Valley State
University, https ://activecalculus.org) ou encore la suite CLP Calculus Textbooks (University of
British Columbia, https ://personal.math.ubc.ca/~CLP /about/). Ils ont été écrits en PreTeXt,
ce qui permet notamment d’obtenir, au-dela du PDF, des versions HTML avec du matériel inter-
actif (exercices auto-corrigés WeBWorK, applets de visualisation/expérimentation), et surtout
bien adaptées & la panoplie d’appareils mobiles que les étudiant(e)s utilisent de nos jours.

Le projet RELCALC vise donc la production de Ressources Educatives Libres pour le
CALCHul différentiel et intégral au niveau fin de cégep/début de I'université, pour les programmes
dits « scientifiques ».

Le projet original, en 2021 - 2022 avait pour but de produire trois manuels : un pour le calcul
différentiel, un autre pour le calcul intégral et un autre pour le calcul multivariable/vectoriel.
Au-dela de g¢a, il était prévu d’avoir une bonne sélection d’exercices WeBWorK, pas seulement
imbriqués dans le texte, et de produire du matériel pour des « laboratoires » d’apprentissage.

Ce volume, la portion de calcul multivariable et vectoriel, est la premiére portion (chrono-
logiquement) de ce projet qui évolue encore. Il est trés largement inspiré des volumes CLP-3
Multivariable Calculus Textbook, [3] et CLP-4 Vector Calculus Textbook, [4], par J. Feldman, A.
Rechnitzer et E. Yeager.

La tres grande partie du matériel provient de ces sources, bien que plusieurs passages ont
été éerits & nouveau. Egalement, plusieurs exercices viennent de sources complémentaires. Pour
la plupart il s’agit d’exercices tres « communs » ou « classiques » qui peuvent étre trouvés a
différents endroits. Les principales sources pour ceci ont été [10], [11], [8], [9], [6].

Dans les faits, parmi les trois manuels originalement planifiés, seul celui-ci aura vu le jour.
Par contre, une ressource additionnelle s’est greffée au projet. Il s’agit d’une version francisée
de Notes on Diffy QS : Differential Equations for Engineers par J. Lebl. Plus précisément, Pre.
Virginie Charette du Département de mathématiques de I’Université de Sherbrooke a entrepris
une adaptation et la francisation de ce volume.

Apres trois ans de développement et utilisation, le moment est venu pour rendre les sources
et tout ce travail publique. A Dinstar de Active Calculus, j’espére qu'une communauté de déve-
loppement et d’utilisation se formera autour de ce projet.

ITiré de la description officielle du cours MAT298 - Calcul vectoriel de I’Université de Sherbrooke

Vil


https://activecalculus.org
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viii

Deuxiéme édition. Le texte a connu plusieurs modifications depuis sa premiere version.
Elles ont été incorporées graduellement dans la version .html, et dans des versions .pdf « extra-
officielles ». Le moment est venu de produire une nouvelle version .pdf. Ceci coincide notamment
avec un changement dans le nom du site de publication.

Cette deuxieme édition apporte plusieurs améliorations par rapport a la version initiale :

* L’inclusion d’exercices WeBWorK auto-corrigés, directement dans le texte des sections.
Dans la version .pdf, ces exercices ne peuvent pas étre corrigés automatiquement ; ils sont
plutot identifiés par l'icone correspondant & WeBWorK.

* Quelques corrections d’ordre mathématique. Il est possible que certaines erreurs subsistent,
et je vous invite & m’en faire part. J’ai également inclus quelques démonstrations de théo-
remes qui n’étaient pas présentes dans la premiere version.

¢ Une révision importante des figures. Leur mise en page a été revue, et les figures tridi-
mensionnelles, auparavant produites avec SageMath, ont été refaites avec Asymptote. Les
annotations sont plus soignées dans les deux versions ; dans la version .html, on peut tou-
jours faire pivoter les figures, et le rendu est nettement meilleur dans la version .pdf. Le
code SageMath d’origine est conservé sous forme de notebooks Jupyter dans le dépot des
sources.

¢ Une version .pdf améliorée, grace a un theme visuel plus élaboré.
¢ Une correction linguistique du texte, uniformisation des références internes.

¢ L’ajout d’une nouvelle annexe sur les cylindres et les surfaces quadriques. Dans le méme
esprit, ce qui avant était la premiere section du manuel est devenu une annexe.

* Les réponses et solutions des exercices sont désormais exclues de la version .pdf; elles
demeurent toujours disponibles dans la version .html.

Pour la préparation de cette deuxieme édition j’ai travaillé avec ’aide d’outils d’intelligence
artificielle générative (Claude, Anthropic, en différentes versions). Le traitement technique de
plusieurs aspects (code pour exercices WeBWorK, code des figures en Asymptote), ou encore
uniformisation de certains aspects typographiques ou conventions de mise en page, ou références
internes sont des tdches dans lesquelles ces outils présentent un énorme gain d’efficacité. Au-
dela de ¢a, la correction linguistique et quelques corrections mathématiques (parfois des simples
fautes de frappe) ont aussi bénéficié de 'utilisation de ces outils. Toutes les modifications ont
été examinées et validées par I'auteur, qui demeure seul responsable du contenu.

Préface a la version .pdf. Depuis ses débuts le format privilégié pour ce manuel est le .html.
Il comporte & mon avis plusieurs avantages : facilité de naviguer dans le document, éléments
interactifs, accessibilité... Cependant, une version .pdf peut aussi avoir ses avantages, qu’elle
soit faite pour impression, ou pour lecture / annotation avec un ordinateur ou une tablette.
Certains étudiants ont demandé une telle version. Par ailleurs, afin de faire un dépot dans la
plateforme web Savoirs UdS, la version .pdf est aussi nécessaire. Elle est offerte en deux formats
de papier : le format lettre, usuel en Amérique du Nord, et le format A4, en usage dans le reste
de la francophonie.

Ceci dit, les utilisateurs et utilisatrices de la version .pdf sont invités et invitées a consulter la
version web de ce manuel. Elle sera mise a jour plus fréquemment. Il faut aussi noter qu’a la page
web du projet RELCALC on pourra trouver des versions .pdf mises a jour plus fréquemment que
la version déposée dans Savoirs UdS. De plus, la taille des figures et certains aspects visuels ont
été optimisés pour la version .html. En ce sens la version .pdf sera certainement moins peaufinée.
Finalement, dans la version en ligne on trouvera que plusieurs exercices comportent des pistes
de solution.


https://savoirs.usherbrooke.ca/
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/
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Ce qu’il reste a faire (mise & jour octobre 2026). Les sources originales (empruntées
en bonne partie & CLP) contiennent encore, pour plusieurs problémes, des indications ou des
solutions qui n’ont pas été traduites de 'anglais. Il serait envisageable de s’attaquer a cette
traduction lors d’une prochaine itération.

Par ailleurs, dans d’autres cas, les solutions, réponses ou indications ne sont tout simplement
pas encore la. Du c6té des mathématiques, il faudrait compléter ce texte avec des preuves de
certains théoremes importants : Stokes, la divergence, les fonctions implicites...
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Chapitre 1

Vecteurs et géométrie dans 1’espace

Pour se repérer dans le plan, deux nombres suffisent ; dans 1’espace, il en faut trois. Mais
bien souvent, les quantités qui nous intéressent ne sont pas des points dans ’espace, mais plutot
des déplacements ou des forces — ce qui mene au concept de vecteur. C’est cet outil vectoriel,
essentiel pour la suite, que nous introduisons dans ce chapitre. (Un rappel sur les coordonnées
dans le plan et dans l'espace se trouve & l'annexe A.l.) Outre les techniques et les notions
élémentaires d’algebre linéaire, nous nous intéressons aux fonctions vectorielles (courbes) ainsi
qu’a certaines de leurs propriétés : longueur d’arc, courbure.

1.1 Vecteurs

Dans plusieurs applications, on s’occupe de quantités qui ne sont pas des nombres, mais
qui ont une direction et une grandeur. Ces quantités sont appelées des vecteurs. Il est habituel
de représenter un vecteur par une fleche. Si 'on se déplace, la grandeur du déplacement sera
la distance, la direction étant évidente. De la méme facon, la vitesse sera caractérisée par la
rapidité et par la direction du déplacement.

Quelques exemples

Il est naturel de dessiner le vecteur vitesse Yy
d’une particule en mouvement avec sa source v
a la position de la particule (qui peut chan- /
ger). Le diagramme ci-contre montre la posi-
tion d’une particule et son vecteur vitesse a

, deux moments différents. / v

Figure 1.1.1 Une parti-
cule en mouvement et son
vecteur vitesse

On suppose qu'un point se déplace le long s
d’une droite en partant d’un point P pour v
terminer au point (. Le vecteur déplace-

. Q
ment correspondant, v dessiné dans la figure
ci-apres, a sa source en P et son but en Q. R M
v

X

On écrit alors v = ]@ On remarque qu’il est
parfaitement possible d’avoir une autre paire
de points, R et S, tels que le déplacement

P
nécessaire pour aller de R & S soit le méme,
c’est-a-dire v = PQ = ﬁ, sans que le seg- Figure 1.1.2 Plusieurs fleches
ment RS soit le méme que le segment PQ). représentent le méme vecteur

Le vecteur nul, 0, est le déplacement trivial, il n’a pas de sens, et toute fleche le représentant
a une longueur nulle.
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Supposons que nous considérions le mouve-
ment d’un pendule, c¢’est-a-dire un mobile attaché
a une corde. Il y a trois forces qui s’appliquent t
sur le pendule : la gravité g, dirigée vers le bas, r
la tension t de la corde, qui ramene le pendule
dans la direction de la corde, et la résistance de
lair, qui repousse le pendule dans la direction op- g
posée a celle de son mouvement. Les trois forces
s’appliquent sur le pendule. Il est alors naturel de
dessiner les fleches représentant chacune des trois
forces avec leur source située au mobile.

Figure 1.1.3
Un pendule sou-
mis a plusieurs
forces

Opérations avec vecteurs

Reprenons notre exemple et supposons qu’un mo-
bile se déplace de P vers Q. Par la suite, le déplace- R
ment continue et va de @ vers R (voir la figure 1.1.4).
L’effet combiné de ces déplacements est que notre mo- NN QR
bile est allé de P a R. Le déplacement résultant est PQ+QR=PR
donc PR, et I'on convient qu’il s’agit de la somme 0
de 1@ et de Cﬁ, ce qu’on écrit naturellement

PG+ QR = PR. g
Figure 1.1.4 La relation de
Cette relation est appelée la relation de Chasles, Chasles : 1@ + Qﬁ% _ ﬁ
ou encore la loi du triangle.

Il est aussi possible de multiplier un vecteur par
un scalaire s. Par souci de cohérence, on voudrait que
2v = v 4+ v, qui a la méme direction, le méme sens
et une longueur double & celle de v. Par ailleurs, on
voudrait que —1v additionné & v donne 0 comme ré-
sultat, donc que son sens soit 'opposé de celui de v. -2y
En général, on définit la multiplication d’un vec-
teur v par un scalaire s comme suit :

Figure 1.1.5 La multiplica-
tion d’un vecteur par un sca-
laire

* On change la longueur de v d’un facteur |s|, et
* si s < 0, on renverse 'orientation,

Afin de soustraire b de a graphiquement, on peut
additionner —b (qui est obtenu de b en renversant son
orientation) & a. Une autre possibilité est de dessiner
a et b avec leur source a un méme point, alors a — b
est le vecteur reliant le but de b au but de a, c’est-a-
dire que a — b est le vecteur qu’il faut ajouter a b de
sorte a obtenir a.

Figure 1.1.6 Soustraction
de vecteurs
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L’ensemble des vecteurs R"

Bien que 'approche du paragraphe précédent soit tres utile en soi, notamment pour faire de
la géométrie, il est tres utile d’introduire un systeme de coordonnées afin d’utiliser la puissance
de l’algeébre linéaire. On choisit donc un espace a deux ou trois dimensions dans lequel un point
est choisi et désigné comme l'origine O, et un systéme de coordonnées rectangulaires associé.
Chaque point A de notre espace aura alors ses coordonnées, (aj,as) ou (a1, as,as) selon que
notre espace a deux ou trois dimensions. On écrira alors A(aq,as) ou A(ay, az,as), confondant
un point avec ses coordonnées, ou encore A(xa,ya) ou A(za,ya,z4).

A chaque point A, on associe son vecteur position, OA, et I'on fera la convention d’écriture
suivante : on désignera par une lettre minuscule en caractere gras le vecteur position correspon-
dant au point dont le nom est la méme lettre majuscule en caractére normal :

a=0A.

Réciproquement, si un vecteur a est dessiné avec sa source avec l'origine, alors son but se trouve
au point A(ay,as) ou A(aq,az,as). On dira alors que les coordonnées de A sont les composantes
de a, et ’on écrira ces composantes comme un vecteur colonne :

a1
ay
a=[o] ou a= .
az
as
Il est souvent pratique, afin d’alléger I’écriture, d’écrire les vecteurs en rangées, en utilisant la
notation suivante :

ai
a= [“1} = (a1, a9) ou a= [‘12} = (a1, a2, a3).
as

Certains textes écriraient aussi a = (aj,as) ou a = (ay,as,as). Il faut bien comprendre qu’il
s’agit simplement d’une convention d’écriture ; nos vecteurs seront toujours des vecteurs colonnes,
ceci sera important lorsque les matrices entreront en jeu.

Définition 1.1.7 L’espace R™.

Pour n > 1 un entier, R™ désigne I’ensemble des vecteurs colonnes a n composantes réelles :

T
n . .
R™ = : P x1,..., 0 €ER
Ty
En particulier, R? et R? sont les ensembles des vecteurs colonnes & deux et trois composantes,
respectivement : c’est donc, & nouveau, le méme ensemble que celui des points du plan et

de 'espace introduit plus haut, vu maintenant comme ensemble de vecteurs plutét que de
points — une distinction qui, comme on vient de le voir, n’en est pas vraiment une.

Prenons maintenant le vecteur v = P(é, dessiné avec sa source au point P(p1,p2,p3) et avec
son but & Q(q1, 2, g3). Comme v est précisément le déplacement nécessaire pour aller de P & Q,
on doit avoir p; + v; = ¢; pour i € {1,2, 3}1. Ainsi, écrit avec ces composantes, nous avons :

U1 q1—Pp1
vV = v2 = q2—p2 .
U3 g3—p3

* On suppose que l'on fait un premier pas, se déplacant de a; unités parallelement a ’axe
des abscisses et de as unités parallelement a ’axe des ordonnées. Dans ce cas, on dira

1

que a = [ 22 } est le vecteur de déplacement pour ce premier pas. Supposons maintenant

I expression « i € {1,2,3} » doit se lire comme « i dans I’ensemble formé des éléments 1,2,3 ».
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as + by A

1. VECTEURS ET GEOMETRIE DANS L'ESPACE

que lors d’'un deuxieme pas, on bouge de b; unités dans la direction des abscisses et de b
unités dans la direction des ordonnées, comme cela est indiqué dans la figure de gauche

ci-bas. Ainsi, le vecteur de déplacement pour le deuxiéme pas est b = [ Z; ] Globalement,

on s’est déplacé de a; + by unités parallelement a ’axe des abscisses et de as + by unités
parallélement a I'axe des ordonnées. Le vecteur de déplacement pour les deux pas combinés

est donc [ Z;ig; ] Nous allons définir 'addition a + b par [ Z;IZ; ]

On suppose maintenant que ’on décide de se déplacer dans la méme direction que, lors du
premier pas, mais d'un pas deux fois plus long, comme cela est indiqué dans la figure de
droite ci-bas. Ce pas sera alors de 2a; unités dans la direction des abscisses et de 2as unités

dans la direction des ordonnées, et le vecteur de déplacement résultant sera [ ;Z; } On

définit alors le produit du nombre réel 2 et du vecteur a, qu’on dénote 2a, par 2a = { ;Z; ] .

((11 + b17 as + bg)

b2 (2@1, 2(12)

(b1, ba)

a9 -

(a1, az)

En somme, I'addition des vecteurs se fait de composante a composante, et la multiplication

d’un vecteur par un scalaire se fait en multipliant chacune des composantes du vecteur par le
scalaire en question. Les définitions données pour les vecteurs de R? se généralisent de facon

évidente & R? et & R™ (1.1.7) en général. Nous formulons les définitions dans le cas général.

Définition 1.1.8 Addition de vecteurs et multiplication par un scalaire.

ai by

: ],b= :
o a1+ 1b say

'a—i—b—[ : 'L|, 'sa—[ ]
An+bn SGn

Soit a = € R"™ et s € R. On définit alors

Les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire qui viennent d’étre définies

sont naturelles, elles héritent des propriétés usuelles des nombres réels.

[ Théoréme 1.1.9 Propriétés des opérations. ]

Soit a,b,c € R™ et s,t € R. Alors,

(1) (2) a+(b+c)=(a+b)+c
3) a+0=a, (4) a+(—a) =0,

(5) s(a+b)=sa+ sb, (6) (s—+t)a=sa+ta,

(7) (st)a= s(ta), (8) la=a.

Les « vecteurs de la base canonique » jouent un réle crucial.
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Définition 1.1.10
Les vecteurs de la base canonique sont®

. . . 1 . 0
. endeuxdlmensmnszlz[o} et.]:{l};
0
1
0

1 0
'entroisdimensions:i:{O}Mj:[ }etk:{o]
1

Gréace aux propriétés des vecteurs, on peut notamment écrire :

ay
ay . . . .
[ :|:a11+a2.]7 as | =aritazj+azk
a9 a
3

Une expression qui est une somme de multiples de vecteurs, comme a1i + asj, est appelée une
combinaison linéaire de ces vecteurs. Ainsi, tout vecteur peut étre exprimé comme une combi-
naison linéaire des vecteurs de la base canonique. Ceci rend ces vecteurs de base tres utiles.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Soita= [(2)] et b= “] Evaluer et esquisser a+ b, a+ 2b et 2a — b.

Pour mieux comprendre.

2. Déterminer si oui ou non les points donnés sont colinéaires (c¢’est-a-dire s’ils appar-
tiennent & une droite commune)

(a) (1,2,3), (0,3,7), (3,5,11). (b) (0,3,-5), (1,2,-2), (3,0,4).

3. Trouvez I'équation d’une sphere si I'un de ses diametres a pour extrémités les points
(2,1,4) et (4,3,10).

4. Montrez que I'ensemble de tous les points P qui sont deux fois plus éloignés de (3, —2, 3)
que de (3/2,1,0) est une spheére. Trouvez son centre et son rayon.

5.  Utilisez les vecteurs pour prouver que la ligne joignant les points médians de deux c6tés
d’un triangle est parallele au troisieme coté et de longueur égale a la moitié de celle-ci.

6. Montrez que les diagonales d’un parallélogramme se coupent en deux.

Pour aller plus loin.

7. Considérez un cube tel que chaque c6té a une longueur de s. Nommer, dans 'ordre, les
quatre sommets au bas du cube A, B, C, D et les quatre sommets correspondant sur le

2Certain(e)s auteur(e)s écrivent e1, ez et es a la place de i, j et k, respectivement.
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dessus du cube A’, B’,C’, D'.
(a) Montrer que toutes les arétes du tétraedre A’C'BD ont la méme longueur.

(b) Soit E le centre du cube. Trouvez I'angle entre EA et EC.

1.2 Produit scalaire : angles et distances

Dans cette section et celle qui suit, nous allons étudier deux produits avec les vecteurs. Le
premier est le produit scalaire, qui a comme résultat un nombre ', le second est le produit
vectoriel, défini pour les vecteurs dans R3, dont le résultat est un autre vecteur. Tous les deux
nous seront extrémement utiles par la suite.

Produit scalaire

Le produit scalaire est défini pour des vecteurs avec un nombre arbitraire de composantes.
Cependant, dans le cadre de ce texte, nous utiliserons souvent les vecteurs a deux ou trois
composantes. Afin d’alléger 1’écriture 2, nous exposons la théorie pour les vecteurs dans R”,
nous laissons au lectorat le soin de faire les spécialisations aux cas n = 2 ou n = 3.

Définition 1.2.1

ai by
Soita:[ : 1,b:l:
a-n b.n

€ R™. Leur produit scalaire est le nombre

a~b:Zaibi:a1b1+---+anbn.
i=1

Exemple 1.2.2

3 1
(a) Soit a = { 1} et b= [1].Calculera~b.

-2 1

(b) Calculer (i+ 2j) - (—2i+j).

(a) Nous avons :

(b) Nous avons cette fois :

(i+2) (=2i+j) =1x (=2) +2 x (~1) = —4.

ID’ow le nom : le résultat est un scalaire.
2Et surtout puisque nous présumons que le lecteur ou la lectrice générique de ce texte a suivi un cours d’algébre
linéaire.
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y

Proposition 1.2.3 ]

Soit a,b,c € R"™ et s,t € R, alors :
(a) a-a >0, et I"égalité a lieu si et seulement si a =0 (positivité) ;
(b) a-b=b-a (commutativité) ;
(c) (sa)-b=s(a-b)=a-(sb);

(d) a-(b+c) =a-b+a-c (distributivité du produit scalaire sur l'addition).

Remarque 1.2.4

Si le point P a pour coordonnées (x,y, z), alors le vecteur p = (x,y, 2) est tel que p-p =
22 + 42 + 22. Ceci revient, en vertu du théoréme de Pythagore, & dire que la distance de P
a lorigine est donnée par /p - p. Ceci nous mene a la définition de la norme d’un vecteur.

Définition 1.2.5

ay
Soit a = [ :

An

€ R™. Sa norme est la quantité

la]l = vVa-a=

n

E 2
a;.

i=1

On dit d’un vecteur a qu'il est unitaire si ||a|| = 1.

Exemple 1.2.6

Calculer la norme de a = (1, —1,1).
Solution. On calcule d’abord a-a =12 + (—1)? + 12 = 3, de sorte que |ja]| = v/3.

On utilisera pour la norme la notation & double barre, ||al|, plutdt que la simple barre |a]
employée par certain(e)s auteur(e)s. Ceci permet d’éviter toute ambiguité avec la valeur absolue
d’un scalaire, qui utilise le méme symbole & une seule barre : si on rencontre malgré tout cette
notation a une seule barre ailleurs, le contexte permettra de dissiper le doute, la norme d’un
vecteur et la valeur absolue d’un scalaire étant deux notions bien différentes malgré ce partage
de notation.

[ Proposition 1.2.7 ]

Soit a € R" et k € R, alors
([kall = [k] ||| .

Il est souvent utile de se donner un vecteur unitaire dans une direction donnée. Pour ce faire,
si a # 0 est donné, on considere
a = 2
[[al

En effet, en vertu de la proposition 1.2.7, le vecteur a’ est unitaire et il pointe dans la méme
direction que a, puisqu’il s’agit d’'un multiple scalaire de celui-ci. On dit alors que a a été
normalisé.
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A vous de jouer 1.2.8

Soitu=—41+ 33 —4k,v=4i+ 45 —k et w=435 — 3k.
Calculer les valeurs suivantes (dans cette question la norme d’un u vecteur est notée

jul) :

ul + v
|—6u| + 3|v|
[Bu—2v+w| =
a1
[wl
1
‘lwl

W =

W ‘

Une des principales utilités du produit scalaire est son lien avec les angles, traduite dans le
résultat suivant.

r

Théoréeme 1.2.9 ]

a
Soit a,b € R™ et 0 € [0,7] langle formé par ces
vecteurs (voir la figure ci-aprés). Alors,
a-b = [lall 1] coso. 0

Démonstration. Afin d’établir ce résultat, on calcule [a — b||* de deux fagons différentes.
La premidre consiste a calculer |la — b||> au moyen du produit scalaire, ¢’est-a-dire

la—b|* = (a—b)-(a—b)
= a-a—a-b—b-a+b-b

lall* + |[b]* — 2a- b.

Par ailleurs, la seconde fagon de calculer [Ja — bl|® fait appel & interprétation d’une norme
comme distance et découle de la loi des cosinus pour les triangles.

b

Si 'on applique la loi des cosinus a un triangle dont un sommet est a l’origine et que deux
cotés adjacents sont déterminés par les vecteurs a et b (voir la figure ci-haut), le troisiéme
coté est donné par a — b, d’ou

2 2 2
lla=b|" = lla]|” + [[b]” — 2 a]| [|b]| cos .
En combinant ces deux résultats, on obtient
2 2 2 2
[all” + [Ib]” — 2a - b = [a]|” + [[b[|” — 2{[a]| [|b]| cos#,

et le résultat suit aprés simplifications. [ ]
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A vous de jouer 1.2.10

Déterminer a - b sachant que |[al| = 3, ||b]| = 5, et que l'angle entre a et b est égal a §
radians.
a-b=
Projections

Le résultat du théoreme 1.2.9 permet d’utiliser le produit scalaire pour déterminer si deux
vecteurs sont orthogonaux ou pas, c’est-a-dire si 'angle qu’ils forment est 5 3. De la méme facon,
on peut utiliser le produit scalaire pour calculer ’angle formé par deux vecteurs (le cosinus de cet
angle en réalité). Notamment, si le produit scalaire est positif, il en va de méme pour le cosinus,
de sorte que l'angle est un angle aigu. Naturellement, un produit scalaire négatif signifie que
I’angle est obtus.

Exemple 1.2.11

Considérer les vecteurs suivants :

<[] ][

Alors, les produits scalaires sont :

[

r1] J1

a-b=|1 0} =1x14+1x04+0x1 =1;
Lo] |1
r1] -1

a-c= |1 1}:1x(—1)+1><1—|—0><120;
Lo] [ 1
r1] 7 -1

b-c=|o0 1}:1><(—1)+0><1+1><1:0.
L1] [ 1

Ceci nous permet de conclure que ¢ est orthogonal & la fois & a et & b. Etant donné que
la]| = ||b]| = V12 + 12 4 02 = /2, le premier produit scalaire nous dit aussi que 'angle 6
formé par a et b vérifie

a-b 1 0
cos = ——— = — de sorte que 6 = —.
l[all [b]l 2 3
7 (_17171)
(1707 1)
Yy
T (17170)

3La notion d’orthogonalité a été généralisée aux ensembles de fonctions, par exemple. Ceci joue un role tres
important dans les mathématiques appliquées plus avancées. La généralisation du produit scalaire est celle d’un
« produit intérieur ».
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A vous de jouer 1.2.12

Déterminer si les vecteurs ci-dessous sont colinéaires, orthogonaux, ou ni I’'un ni I'autre.
Les vecteurs a = (—3,—1,3) et b = (6,—12,2) sont (O orthogonaux O colinéaires
O ni 'un ni Pautre)
Les vecteurs a = (—3,—1,3) et ¢ = (15,5, —14) sont
(O orthogonaux [ colinéaires [ ni 'un ni lautre)
Les vecteurs a = (—3,—1,3) et d = (-9, —3,9) sont
(O orthogonaux [J colinéaires [ ni 'un ni l'autre)

Notons que si a = (a1, a2, a3) est donné, alors

a-i=aq, a-j=ao, a-k=uas,

de sorte que le produit scalaire peut servir a isoler les composantes d’un vecteur donné dans la
direction des vecteurs de la base canonique.
Le méme probléme peut se poser pour d’autres directions. Voyons comment le traiter.
Etant donné deux vecteurs a, b, on veut décomposer a comme la somme d’un vecteur paralléle
a b, qu’on appellera la projection de a sur b, et d’un autre vecteur orthogonal a b.

a a

«"b
projp, a ..~ Projpa

Figure 1.2.13 Faire une projection revient & faire une décomposition.
Les figures illustrent la projection d’un vecteur a sur un vecteur b.

Autrement dit, on veut trouver un scalaire A et un vecteur w orthogonal & b, tels que
a=\b+w.
Afin d’isoler la valeur de A, prenons le produit scalaire de a avec b :
a-b=(b+w)-b=XAb-a+w-b=2Xb-b,

ou la derniere égalité suit de ce que w doit étre orthogonal a b, de sorte que A = %. Ceci étant,

il suffit de poser w = a — Ab. En effet, ce vecteur est orthogonal a b, puisque

a-b a-b

Définition 1.2.14

Etant donné deux vecteurs a et b, la projection de a sur b est le vecteur

b
projpa = (Zb) b.

Le scalaire % est la composante de a dans la direction de b.

On remarquera que la norme de la projection est

a-b a-b |a- b
| = i 1ol = S =l [ costl

[projp all =
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Par ailleurs, si b est un vecteur unitaire, la composante de a dans la direction de b est simplement
a-b.

Exemple 1.2.15

Trouver la projection de (0,3) sur (1,1), Y
telle qu'indiquée dans la figure. a=(0,3)8

projpa
b =(1,1)

X

Figure 1.2.16 Projection
de (0,3) sur (1,1).

En vertu de la définition 1.2.14 avec a = (0,3) et b = (1, 1), la projection est

1,1)
7 (1,
(L, Dl
_O><1+3><1

3 3
—12+12(171>—<272)-

Exercices

projpa =

Pour se pratiquer.

1. Déterminer si oui ou non les paires de vecteurs sont orthogonaux.
(a) (1v332)7 (27_232) (b) (_371a7)a (27_171)' (C) (271a1)a (_174a2)'
2. Soit a = (a1, az). Calculer la projection de a sur i et j.

3. Est-ce que le triangle avec sommets (1,2,3), (4,0,5) et (3,6,4) a un angle droit ?

4. Calculez le produit scalaire des vecteurs a et b. Trouvez I'angle entre eux.

(a) a=(1,2), b= (-2,3). d) a=(1,2,1), b=(-1,1,1).
(b) a=(-1,1), b= (1,1).
(¢) a=(1,1), b=(2,2). (e) a=(~1,2,3), b=(3,0,1).

5. Déterminez l'angle entre les vecteurs a et b si

(a) a= (172)7 b= (3’4) (C) a= (17*231), b= (3a]~a0)
(b) a=(2,1,4), b= (4,-2,1).

6. Déterminer toutes les valeurs de y pour lesquelles les vecteurs donnés sont orthogonaux.

(a) (2,4), (2,9). (b) (4,-1), (y,9?). (¢) (3,1,1), (2,5y,47).

Pour mieux comprendre.
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7. Considérons I’énoncé suivant : « Sia# 0et sia-b =a-c, alors b = c. » Si Paffirmation
est vraie, prouvez-la. Si l'affirmation est fausse, donnez un contre-exemple.

8. Une bille est posée sur le plan ax + by + cz = d. Le systeme de coordonnées a été
choisi de sorte que l’axe positif z pointe vers le haut. Le coefficient ¢ est non nul et
les coefficients a et b sont non tous nuls. Dans quel sens roule la bille ? Pourquoi les
conditions « ¢ # 0 » et « a,b » n’ont-elles pas toutes deux été imposées a zéro?

9. Trouvez I'angle entre la diagonale d’un cube et la diagonale d’une de ses faces.
10. Considérons les trois points O(0,0), A(a,0) et B(b, c).
(a) Esquisser, en une seule figure,

* le triangle formé des sommets O, A et B, et

* le cercle circonscrit pour le triangle (c’est-a-dire le cercle passant par les trois
sommets), et

* les vecteurs
o OA, de O a 4,
o OB, de O & B,
° O?, de O a C, ou C est le centre du cercle circonscrit.

Ensuite, ajouter ’esquisse et evaluer, a partir de I’esquisse,

—
* la projection du vecteur O? sur le vecteur OA, et
¢ la projection du vecteur O? sur le vecteur @ .

(b) Déterminer C.
(¢) Evaluer, en utilisant la formule Définition 1.2.14,

—
* la projection du vecteur O? sur le vecteur OA, et

* la projection du vecteur O? sur le vecteur O? .

11. Soit u= —2i+ 5j et v = ai — 2j. Trouver « tel que
(a) u et v soient orthogonaux,
(b) u et v soient colinéaires,

(c) L’angle entre u et v est de 60°.

12. Définissez a = (1,2,3) et b = (4, 10, 6).
(a) Trouvez la composante de b dans la direction de a.
(b) Trouver la projection de b sur a.

(¢) Trouvez la projection de b perpendiculaire & a.
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1.3 Produit vectoriel

Dans cette section, nous étudierons une seconde « multiplication », définie pour des vecteurs
dans R? (contrairement au produit scalaire qui est défini sans égard & la dimension des vecteurs).
Le produit vectoriel est souvent défini au moyen de ses applications en physique, mais il a aussi
une tres claire interprétation géométrique. L’approche qu’on retient releve plutot de ’algebre
linéaire : on tire profit des propriétés des déterminants.

Définition et propriétés

Etant donné deux vecteurs fixes a,b € R3, on peut définir une application ¢ : R> — R par
la formule
¢(x) = det(x,a,b).

En vertu des propriétés des déterminants, il s’agit d’une fonction linéaire, c’est-a-dire que, pour
x,ye€R"etkcR,ona

P(x+y) = o(x) + (y) et P(kx) = ko (x).
Ainsi, il existe un unique vecteur n, tel que
X-n = ¢(x).
Ceci nous permet de définir le produit vectoriel.

Définition 1.3.1

Etant donné deux vecteurs a,b € R?, leur produit vectoriel, noté a x b®, est Punique
vecteur vérifiant
x - (a x b) = det(x,a,b).

L’expression a x b se lit en francgais « a croiz b » ou encore « a produit vectoriel b ».

Proposition 1.3.2 ]

Etant donné a,b,c € R® et 8,7 € R, on a :
(a) axb=—-bxa;

(b) a x b est orthogonal d a et d b;
(c) ax (Bb+~e) = flaxb) +y(axc);

(d) Sia=aji+ asj+ ask et b = byi—+ boj+ bsk, alors

az ag ar agl, |a1 b
b= — k;
ax b2 b3 b1 bg J + as b2 ’
(e) |laxb|| = ||a]| ||b]| sinf, ou 6 € [0, 7] est langle (non orienté) formé par a et b. En

particulier, a et b sont paralléles si et seulement sia x b = 0.

Démonstration.

(a) Cela suit de ce que pour tout x € R3, on a det(x,a,b) = — det(x, b, a).

%11 est aussi souvent noté a A b, surtout dans les textes européens.
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(b) En effet, en vertu de la définition, on a
a-(axb)=det(a,ab)=0,
ce qui montre le premier énoncé ; le second se démontre de la méme facon.

(c) De nouveau, ce sont les propriétés des déterminants qui donnent la preuve. Soit x € R?,
on a

x-(ax (Bb+~c)) =det(x,a,5b+vc)
= det (x,a, 8b) + det (x,a,7y¢c)
= B det (x,a,b) + ydet (x,a,c¢)
=0x-(axb)+yx-(axc)
=x-(B(axb)+~y(axc)).
Comme ceci est vrai pour tout x € R3, on obtient la conclusion voulue!.

(d) Ecrivons a x b = zi + yj + zk. Nous avons alors

1 a1 b1
z=i-(axb) =0 ay by = ZQ 23
0 as b3 2 3
Nous montrons de la méme fagon les autres égalités.
(e) Nous avons
2 2 2
2 laz as a1 as a1 as
axb||" = +
H | by b3 b1 b3 by by

= (G,ng — a3b2)2 + (a1b3 — b1a3)2 —+ ((lle - b1a2)2 .

Apres développement, nous pouvons arranger les termes de fagon équivalente pour
obtenir
((l% + a% + ag) (b% + b% + b%) — (a1b1 + a2b2 + a3b3)2 5

qui a son tour est égal a
2 112 2 11.02 217,02
[a]l* Ib* — (a-b)* = [fal* [b]|* — [lal| |[b]|" cos* 8
= [[al|* [[b]|* (1 = cos” 6)

et le résultat suit de ce que 1 — cos? @ = sin? 6, et nous considérons 'angle 6 € [0, 7],
de sorte que son sinus est positif.

A vous de jouer 1.3.3

Déterminer un vecteur orthogonal a la fois & —2 4+ 25 — k et a —5¢ + 45 + 4k :

¢ Remarquons qu’il est usuel de définir le produit vectoriel au moyen de la formule de la
propriété 3. La vérification des autres propriétés est alors un exercice de calcul, plutét
fastidieux et pas tres édifiant.

1En effet, bien que la loi de simplification pour le produit scalaire ne soit pas valide en général, il demeure
vrai que si x - v =x-u pour tout x € R™, alors v=u.
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* La formule 4 fournit une fagon concise d’écrire le produit vectoriel comme un déterminant

symbolique? :
i aq b1
axb=1j ay byl.
k as b3

Applications géométriques

Les propriétés 2 et 5 de la proposition 1.3.2 nous disent que si a et b ne sont pas colinéaires,
alors a x b est orthogonal au plan engendré par a et b, et sa norme est ||a]| ||b|| siné. Ceci laisse
encore deux choix pour le produit vectoriel. Dans la figure de gauche ci-bas, les vecteurs c et d
sont des candidats potentiels. Lequel des deux choisir 7 La régle de la main droite fournit la
réponse : lorsque vos doigts de la main droite tournent d’un angle 6 de a jusqu’a b, alors votre
pouce indique la direction de a x b.

. axb /

Figure 1.3.4 Pour le produit vectoriel, 'ordre des facteurs est important. A droite, la regle de
la main droite.

La partie 5 admet une interprétation qui nous sera utile a plusieurs reprises par la suite : le
produit vectoriel permet de calculer ’aire d’un parallélogramme.

[ Corollaire 1.3.5 ]

Soit a et b deux vecteurs dans R3. Alors, laire du parallélogramme qu’ils déterminent est
la x b]|.

Deglr? Iéi?fg‘[c‘?‘i}girrlé du parallélogramme en question est a
donnée par le produit de la longueur d’un de ses cotés,

disons a par la distance h d’un sommet a ce coté. Cette b b
distance vaut h = ||b|| sin 6.

A vous de jouer 1.3.6

Déterminer l'aire du parallélogramme de sommets P (3,2), @ (8,6), R(8,4) et S(13,8).
Réponse :

Le volume d’un parallélépipéde est le produit de I'aire de sa base par sa hauteur. On vient
de voir que cette base peut étre calculée au moyen d’un produit vectoriel. De plus, la hauteur
n’est rien d’autre qu’une projection, donc le produit scalaire n’est pas loin. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant.

2 Symbolique, car il ne s’agit pas, & proprement parler, d'un déterminant, les éléments apparaissant dans la
premiére ligne étant des vecteurs, pas des nombres.
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[ Corollaire 1.3.7 Volume d’un parallélépipéde : le produit mixte. ]

Soit a,b et ¢ trois vecteurs dans
R3. Le wvolume du parallélépipéde

qu’ils déterminent est ﬂ

V=la-(bxc)|. a

b xc

Démonstration. En effet, on peut choisir comme base le parallélogramme déterminé par
b et ¢. Soit n = b x ¢. L’aire de la base est donc A = ||n||. Par ailleurs, n est orthogonal au
plan qui contient cette base. La hauteur du parallélépipéde est donnée par h = ||proj,al|. Il
vient alors que le volume cherché est

. a-n

_ |a-n]

Tk lnf* =1a- (b x c)|.

Propriétés supplémentaires

Le produit vectoriel a d’autres propriétés, nous finissons avec deux qui sont souvent utilisées.

-

Proposition 1.3.8 ]

Soit a,b et ¢ des vecteurs de R3. Alors
(a) a-(bxc)=(axb)-c

(b) ax (bxc)=(c-a)b—(b-a)c

Démonstration.

(a) La premiére identité résulte directement du fait que lorsqu’on échange deux vecteurs
dans un déterminant, celui-ci est multiplié par —1. En effet, nous avons, par définition

a- (b x ¢) = det(a,b,c)
= —det(a, c,b)
= det(c,a,b)
=(axb)-c

(b) La preuve de la deuxiéme égalité n’est pas exceptionnellement difficile, il s’agit de
calculer explicitement les deux cOtés et remarquer qu’ils sont effectivement égaux. Nous
avons d’une part

b xc = (bacs — bgea)i— (bicg — bscr)j + (bica — baci)k
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Remplagons dans le terme de gauche de 1’égalité que nous devons montrer, ce qui donne

i ay1  bacg — bses
ax(bxc)=det|j as —bics+ bscy
k a3 bicx —bacy
= ifaz(bica — bacy) — ag(—bics + bscy )]
—J [a1(5102 — byer) — az(bacs — b302)]
+k [al(—blcg + bgc1) — az(bacs — bgCQ)]

D’autre part, le terme de droite est

(a-c)b—(a-b)c = (arc1 + agsca + azes)(bri+ baj + bsk)
— (a1b1 + agby + agbs)(c1i + coj + c3k)
=i [alblcl + asbico + agzbics — arbicy
— agbscy — asbzc |
+j [a15261 + asbaco + azbacg — arbica
— azbacy — agbscy)
+k [albgcl + agbgco 4+ agbses — arbics
— agbacs — agbscs]
=i [agbico + asbics — agbacy — asgbscq]
+j [arbac1 + azbacs — arbica — asgbscs]
+k [a1b3c1 + agbsca — a1bics — agbacs]

La derniere expression que nous avons pour le terme de gauche est équivalente a la
derniere expression que nous avons pour le terme de droite.

A vous de jouer 1.3.9 %
Soient a = 57 + 55 + 2k, b = 45 + 4k et ¢ = 2¢ — 55 — 3k. Dans ce probleme on note les

projections au moyen d’indices : la projection d’un vecteur x sur un vecteur y est notée xy.
Effectuer les opérations suivantes :
A)a,-c=
B) (axb). =
C) Caxb =
D) a- (caxn) =

Exercices

Pour se pratiquer.
1. Vérifier par calcul direct que

(a)ixj=k jxk=1ikxi=j. (b) a-(axb)=Db-(axb)=0.
2. Calculez les aires des parallélogrammes déterminés par les vecteurs suivants.

@[] 1) CRHHE
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3. Calculez les volumes des parallélépipedes déterminés par les vecteurs suivants :
4 -1 1 -2 3 0
o [3]13) ) o [ 1] )
-1 2 6 2 2 5

1 4
4. Calculez le produit vectoriel [ 2 ] X [ 5 ] .
3 6

5. Calculez les produits vectoriels suivants :
1 -2 2 4 -1 0
(a)[—s]x[ 1} (b)|:—3:|><|:—2:|. (c)[ 0]x[4}.
2 5 -5 7 1 5

—1 3 2
6. Soit p= [ 4 ] , 4= [ 1 } , T = [ -3 } Vérifiez, par calcul direct, que
2 -1 _1

(a) pxp=0. (d) px(g+r)=pxqg+pxr.
(b) pxq=—qxp.
(c) px (3r)=3(p xr). (e) px(axr)#(pxq)xr.

7. Calculez laire du triangle dont les sommets sont (0,0, 0), (1,2,3) et (3,2,1).

Pour mieux comprendre.

8. Considérons I’énoncé suivant : « Le vecteur a x (b X ¢) est de la forme ab 4 Sc¢ pour
certains nombres réels a et 5. » Si 'affirmation est vraie, prouvez-la. Si 'affirmation
est fausse, donnez un contre-exemple.

1
9. Quelles conclusions géométriques pouvez-vous tirer de a- (b x ¢) = [ 2 } ?
3

10. Quelles conclusions géométriques pouvez-vous tirer de a- (b x ¢) =07

11. Trouvez une formule pour (a x b) - (¢ x d) qui fait intervenir les produits scalaires mais
pas les produits vectoriels.

12. Un prisme a les six sommets suivants

A= (1,0,0) A= (5,0,1)
B=(0,3,0) B =(4,3,1)
C=1(0,0,4) C" =(4,0,5)

(a) Vérifier que trois des faces sont des parallélogrammes. Sont-ils rectangulaires ?
(b) Trouvez la longueur de AA’.
(¢) Trouvez l'aire du triangle ABC.

)

(d) Trouvez le volume du prisme.

Pour aller plus loin.

13. Une particule P de masse unitaire dont la position dans ’espace au temps ¢ est r(t) a
un moment angulaire L(t) = r(t) xr’'(t). Sir”(t) = p(t)r(¢) pour une fonction scalaire p,

montrez que L est constante, ¢’est-a-dire qu’elle ne varie pas avec le temps. Ici’ désigne
a4
dt
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14.

(Théoréeme de Pythagore & trois dimensions) b
Un corps solide dans l'espace avec exactement
quatre sommets est appelé un tétraedre. Soit A,
B, C et D les aires des quatre faces d’'un tétra-
édre. Supposons que les trois arétes se rejoignant
au sommet opposé a la face d’aire D sont per-

a
pendiculaires 'une & Iautre. Montrez que D? = ’
A2+ B? + (O,

C

15. (Loi des cosinus en trois dimensions) Soient A, B, C et D les aires des quatre faces d’un
tétrahedre. Soit « 'angle entre les faces d’aires B et (', soit [ I'angle entre les faces
d’aires A et C et soit v 'angle entre les faces d’aires A et B. (Par définition, 'angle
entre deux faces est I’angle entre les vecteurs normaux aux faces). Montrez que

D? = A2 + B2 4+ C? —2BC cosa — 2AC cos 3 — 2AB cos

1.4 Droites et plans

Droites dans le plan

Une droite D dans le plan peut étre spécifiée en donnant un point Py = (g, yo) par lequel
elle passe, et sa direction. Cette derniere peut, a son tour, étre spécifiée en donnant un vecteur
n qui est orthogonal & D. On dira que n est un vecteur normal pour D. On peut aussi spécifier
un vecteur directeur d pour D.

(z,y) n (,y)

(an yo) (an Z/O)

Figure 1.4.1 Un droite, un vecteur normal et un vecteur directeur.

* Un point X (x,y) appartient & la droite D si et seulement si les vecteurs x — pg = PO)? et
n sont orthogonaux, c’est-a-dire si et seulement si

n- ]ﬁk =0,
ce qui donne a son tour
n-(x—po) =0 ouencore n-x=n-po. (%)
Ces deux équations équivalentes sont I’équation normale de D.
* Sin=ai+bjet Py = (x0,y0), ces équations deviennent simplement
a(z —x0) +b(y —yo) =0 et az + by = axo + byo. (1)
L’équation générale d’une droite dans le plan est une équation de la forme

axr + by +c=0.
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Il est important de noter que les coefficients de x et y dans une telle équation donnent un
vecteur normal pour la droite.

e Si 'on veut plutdét donner un vecteur directeur pour D, il suffit de considérer d tel que
d-n = 0. On peut choisir par exemple d = —bi + aj. Un point X (z,y) appartient a la
droite si et seulement si les vecteurs x — pg = Py X et d sont paralleles, c’est-a-dire si et
seulement s’il existe un scalaire t tel que

BoX = td

ou encore

x = po + td. (1)

C’est ce qu’on appelle une équation vectorielle de la droite, ou encore un paramétrage
de celle-ci. Il faut noter que cette équation n’est pas unique. En effet, si pj est le vecteur
position d’un autre point sur la droite et que d’ est un autre vecteur direction pour D,
c’est-a-dire un vecteur colinéaire & d, alors 1’équation

x = py + td’
est également une équation paramétrique de D.

* La relation de parallélisme entre PoX et d s’exprime aussi en disant que le déterminant
des deux vecteurs est nul. Ceci se traduit a son tour par

r — X -b

=0 ou encore a(x — zg) + by — yo) = 0,
Y—1Y0 a

qui est I’équation ().

Plans dans I’espace

Afin de spécifier un plan P dans l'espace, il n’est pas suffisant de donner un point Py (zo, yo, 20)
et un vecteur paralléle au plan. En effet, la droite passant par ce point et dirigée par ce vecteur
sera contenue dans le plan, mais le plan pourrait tourner autour de cette droite. Cette derniere
ne détermine donc pas le plan. Par contre, donner un point et un vecteur orthogonal a P suffit
a déterminer ce dernier.

(%o, Yo, %0)

m,yo,zo)

Figure 1.4.2 Un point et vecteur d parallele au plan ne suffisent pas a le spécifier.

* Sin et Py sont donnés, alors le point X appartient au plan P passant par Py de vecteur
normal n si et seulement si les vecteurs x — pg = Py X et n sont orthogonaux, c’est-a-dire

si et seulement si n- Py X = 0, ce qui donne exactement 1’équation (*), qu’on appellera
encore I’équation normale du plan.

* Dans ce contexte, on aura n = ai+bj+ck et Py(zo, yo, 20), de sorte qu’apres développement
du produit scalaire, I’équation devient

alw — o) + b(y — yo) + clz — 20) = 0
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ou ax 4+ by 4+ cz = axo + by + czp.

L’équation générale d’un plan dans I’espace est une équation de la forme
ar +by+cz+d=0.

De nouveau, il faut noter que les coeflicients de x, y, z fournissent un vecteur normal pour
le plan P.

A vous de jouer 1.4.3 %
Qu’est-ce que les équations suivantes représentent dans IR>?

(O Un plan vertical O Un plan horizontal O Un plan qui n’est ni vertical, ni hori-
zontal) 6x + Ty =4
(O Un plan vertical O Un plan horizontal [ Un plan qui n’est ni vertical, ni hori-

zontal) x = —5
(O Un plan vertical O Un plan horizontal O Un plan qui n’est ni vertical, ni hori-
zontal) y=7
(O Un plan vertical O Un plan horizontal O Un plan qui n’est ni vertical, ni hori-
zontal) z= -3
A vous de jouer 1.4.4 %
Déterminer I’angle (en radians) formée par les plans 1 : 2z —2x =l et mo : 3y + 2 = 1.

radians

¢ Comme cela a été mentionné plus haut, la notion de vecteur directeur pour un plan dans
P’espace est délicate. Cependant, si Py, U,V sont trois points non alignés sur un plan P,

alors les vecteurs v .= PyV et u = PyU sont linéairement indépendants, ils engendrent
donc un plan. Ainsi, un point X appartient & P si et seulement s’il existe des scalaires s, ¢

tels que
Py X = su+tv
ou encore
X =po + su+tv. ()

Cette équation sera appelée une équation vectorielle ou une équation paramétrique
du plan P.

* L’équation (x) dit que les vecteurs Py X ,v et u sont linéairement dépendants. Ceci, a

nouveau, s’exprime par
det (PQX ,v,u) =0.

Lorsqu’on développe le déterminant, on obtient 1’équation générale du plan.

A vous de jouer 1.4.5 %
Soit P (0,0,1), @(1,1,1) et R(1,—1,1). Déterminer

a) L’aire du triangle PQR.

Aire =

b) L’équation cartésienne du plan qui contient P, Q et R.
Ce plan est
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Droites dans ’espace

Tout comme dans le plan, une droite peut étre spécifiée dans ’espace au moyen d’un point
par lequel elle passe, et d’'un vecteur directeur. Le méme raisonnement que celui menant a
Péquation (11) tient, ’équation vectorielle a la méme forme, il faut ajouter une composante aux
vecteurs. Ici encore, la relation de parallélisme entre x — pg et d pourrait s’exprimer en disant
que le produit vectoriel est nul. Cependant, si d = ai+ Sj + vk, alors I’équation vectorielle (17)
se traduit par trois équations scalaires :

xr —xo = ta, Yy —yo =10, z—zo =17.

Si 'on suppose de plus que les composantes «, 5 et 7 de d sont non nulles, on élimine le
parametre ¢, c’est-a-dire qu’on isole ¢ en fonction des autres quantités, pour obtenir

r—To Y—Yo 22— %0

a B v

K
ce qu’il est commun d’appeler les équations symétriques de la droite. Voici quelques exemples.

Exemple 1.4.6

L’ensemble des points (z,y, z) vérifiant x + y + z = 2 forme un plan, et 'équation z —y =0
définit un second plan. Les points (z,y, z) qui vérifient les deux équations appartiennent
donc a 'intersection des deux plans. Les vecteurs normaux, a savoir d; = i+j+ket do =i—j,
sont non colinéaires, de sorte que les plans ne sont pas paralléles. Leur intersection est donc
une droite. Nous allons trouver les équations de cette droite.

Afin d’esquisser x+y+ 2z = 2, nous observons que si deux parmi x, y, z sont nuls, alors le
troisieme doit valoir 2. Ainsi, (0,0, 2), (0,2,0) et (2,0,0) appartiennent au plan z+y+2z = 2.
Le plan  — y = 0 contient tout 'axe Oz, puisque (0,0, z) vérifie x — y = 0 pour tout z.
Voici quelques esquisses montrant partiellement les deux plans, ainsi que leur intersection.

(0,0,2)

(2,0,0)

x

M¢éthode 1. Chaque point sur la ligne a une valeur distincte de z. Nous allons utiliser z
comme parameétre (nous pourrions en faire autant avec x ou y, rien ne nous oblige & utiliser
le nom ¢ pour le parameétre, mais c’est ce que nous ferons). Posons donc ¢ = z. Si (z,y, 2)
se trouve sur la droite, alors z = t, et

r+y+t=2,
z—y =0.

La seconde équation force y = x. En remplacant dans la premiere, on obtient
_ o — t
r+t=2 = z=y=1-3,

de sorte que ’équation est

t t T 1 —-1/2
r=1—-,y=1——, z2=1 ou {y]Z{l}—Ft[—lﬂ].
0
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Méthode 2. Nous commencons par trouver un point sur la droite, disons le point vérifiant
z =0 (n’importe quelle valeur fonctionnerait, mais 0 rend les calculs faciles). Si (z,y, z) se
trouve sur la droite et que z = 0, alors

r+y=2,
z—y=0.

La seconde équation donne y = x. Apres substitution dans la premiére équation, on obtient
21 =2 = z=y=1.
Ceci donne que (1,1,0) se trouve sur £. Trouvons maintenant un vecteur directeur, d.

* Soit d un vecteur direction pour £. Etant donné que £ est contenu dans le plan
r+y—+2z = 2, le vecteur d doit étre orthogonal au vecteur normal du plan : x4+y+2 = 2,
c’est-a~dire i + j + k.

¢ De la méme facon, £ est contenu dans le plan z — y = 0, un vecteur directeur doit
étre orthogonal au vecteur normal du plan, c’est-a-dire i — j.

Ainsi, on doit choisir un vecteur directeur d qui est orthogonal a la foisai+j+ket ai—j.
Le produit vectoriel fournit un tel vecteur :

1 1 i1 01 -1
d=]| -1 | x |1 :det{j—l 1}: -1
0 1 k 0 1 2
Nous avons un point sur la droite, ainsi qu’un vecteur directeur, nous pouvons donc donner
une équation paramétrique pour L.

(r—1,y—1,2)=t(-1,-1,2) ou z=1—t, y=1—1t, z=2t.

Ceci peut avoir air différent de notre solution précédente ; nous verrons qu’il s’agit de deux
équations vectorielles de la méme droite. Avant, explorons une troisieme méthode.
M¢éthode 3. Nous commengons par trouver deux points sur £. Nous savons déja que
(1,1,0) se trouve sur notre droite. Nous pouvons penser, a partir de la figure ci-haut, que
(0,0,2) fait partie de £ aussi. C’est en effet le cas, puisque (0,0, 2) vérifie les deux équations,
x+y+z=2et z—y=0. Notons que nous aurions pu aussi trouver (0,0, 2) en imposant
x =0etenrésolvant y+2 =x+y+2z =2, —y = x—y = 0 pour z et y. Nous avons donc un
vecteur directeur pour la droite : le vecteur déplacement allant de (0,0,2) & (1,1,0), c’est-
1
a-dire (1 —-0,1—-0,0—2) = (1,1,—2). Puisque (0,0,2) € L et que [ 1 } est un vecteur

directeur, nous obtenons 1’équation

z—0 1

{y—o]zt[ 1} ou r=t y=t, z=2—2t.
z—2 —2

Ceci est semblable, sans étre identique a nos solutions précédentes. Voyons comment tout

ceci se tient.

Comparons. Les équations paramétriques obtenues par les trois méthodes sont diffé-
rentes. Ceci a lieu simplement parce que nous avons utilisé des parametres différents dans
ces trois méthodes, méme si nous ’avons toujours nommé ¢. Pour clarifier la relation entre
les trois réponses, dénotons par t; le parametre pour la premiere méthode, t5 celui pour la
deuxiéme, et t3 celui pour la derniere. Les équations paramétriques deviennent donc :

Méthode 1 : r=1-——, y:1,§17 z =ty
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Méthode 2 : x=1-—to, y=1—ts, z = 2to;
Méthode 3 : T =t3 y =ts z =2 — 2t3.
La substitution t; = 2t dans la solution de la méthode 1 donne les équations de la méthode

2, et la substitution t3 = 1 — to dans I’équation de la méthode 3 donne I’équation de la
méthode 2. Les trois donnent la méme droite, mais paramétrée de fagon différente.

Mise en garde 1.4.7 Une droite dans R? admet une infinité de vecteurs normaux
linéairement indépendants.

1 1
Par exemple, la droite x = [ 1| +t| 2| acomme vecteur directeur d = i + 2j — 2k.
0 -2

N’importe quel vecteur orthogonal a d est orthogonal a la droite. Un vecteur n = nqi +
nsj + nsk est orthogonal a d si et seulement si

O:d~n:n1+2n272n3.

L’ensemble des vecteurs n vérifiant cette condition est un plan contenant, entre autres, les
2 0 2

vecteurs {—1} [1} et [0].
0 1 1

Les deux exemples qui suivent montrent comment calculer la distance d’un point & une
droite.

Exemple 1.4.8

Dans cet exemple, on calcule la distance du point (2,3, —1) a la droite D d’équation x =

1 1 t—1
[2] +t { 1} Le vecteur de (2,3, —1) & (1+1¢,2+¢t, 3+ 2t) sur la droite D est { t—1 ]
3 2 244

Le carré de la distance entre (2,3,—1) et le point de coordonnées (1 + ¢, 2 + ¢, 3 + 2t)

appartenant a D est
dit)? = (t— 1>+ (t —1)* + (2t + 4)*.

Le point sur D qui est le plus pres de (2,3, —1) est celui pour lequel la valeur de ¢ vérifie
0=[d(t)?] =2(t — 1) +2(t — 1) + 2(2)(2t + 4). (%)

Avant de résoudre cette équation pour trouver ¢, remarquons que 1’équation (divisée par

2) donne
t—1
. t—1 = O’
2t+4

c’est-a-dire que le vecteur de (2,3, —1) au point de D le plus proche de (2,3, —1) est ortho-
gonal au vecteur directeur de D.

Reprenons le calcul. L’équation () conduit & 12t + 12 = 0, de sorte que la valeur qui
minimise d(t)? est t = —1, et la distance est alors

N~— N ==

d(-1) = V(T =17+ (-1 )7 + (-2 + 47 = VI2,

Exemple 1.4.9 exemple 1.4.8 revisité.

Dans cet exemple, on présente une autre méthode pour trouver la distance entre le point
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w N =
[ SR

(2,3,—1) et la droite D d’équation x = [

|
point ﬂ2,3,—1).
Si 'on meéne une perpendiculaire de @ a D,
celle-ci coupe D au point N, qui est le point de
D le plus proche de Q). Ainsi, la distance de Q a D
est exactement la distance de @ a IV, c’est-a-dire

la norme du vecteur QN. Dans la figure ci-contre,

} Dans la figure ci-dessous, @ est le

w = QN. Comme w doit étre orthogonal au vec-
teur directeur de D, a savoir d, il doit étre ortho-
gonal a d.

Cependant, comme on I’a vu a la mise en garde 1.4.7, il y a une infinité de tels vecteurs
pointant dans des directions différentes, tous orthogonaux a d. Ainsi, on pourrait penser
qu’il est tres difficile de déterminer la direction de w.

Heureusement, ce n’est pas le cas, voici la stratégie.

* Choisissons un point quelconque sur D, disons P.

¢ Il est aisé de trouver le vecteur P—]\} , ¢’est simplement la projection de }@ (c’est-a-dire
w) sur d.

* Une fois que nous connaissons proj 4 v, nous pourrons calculer
W = PIojqv—v,
* et alors la distance de @ & la droite D sera simplement ||w]|.

Voici les calculs. On choisit la valeur ¢ = 0 pour avoir P(1, 2, 3), de sorte que I@ =q-p
2-1 1 1 17
estv—{ 32]—{ 1}Laprojectiondev—[ 1]surd—

-1-3 —4 -4

1 | est alors
2

-1 1 -2
et alors w = projgv—v = { -1 } — [ 1 } = [ -2 ] , et finalement la distance entre @ et la
—2 - 2
droite D est ||w|| = 2v/3.

A vous de jouer 1.4.10

-1 -2
Soit la droite A : x = 3|+t 0 | et le point P(—4,1,5).
4 5)

Quelle est la distance entre le point P et la droite A?

Exercices

Pour se pratiquer.

H



26 1. VECTEURS ET GEOMETRIE DANS L'ESPACE

1. Deux points déterminent une droite. Vérifions que les équations
1 8
x=[s]+e[1]
9 1
X = +s| 1
HEIH

décrivent la méme droite en trouvant deux points différents qui appartiennent aux
deux droites.

et

2. Donnez les équations paramétriques et les équations symétriques pour la droite conte-
nant le point donné et la direction donnée.

(a) point (1,2), direction [ g ]

. N 2
(b) point (5,4), direction [ 1 ]
(¢) point (—1,3), direction [ _; ]

3. Donnez les équations paramétriques et les équations symétriques pour la droite conte-
nant le point donné et le vecteur normal donné.

. 3
(a) point (1,2), vecteur normal [ 5 ]

: 2
(b) point (5,4), vecteur normal [ ] ]

: -1
(¢) point (—1,3), vecteur normal { 5 }

4. Utiliser la projection pour trouver la distance du point (—2,3) & la droite d’équation
3z — 4y = —4.

Pour mieux comprendre.

5.  Une droite dans R? a pour direction d et passe par le point de vecteur position c.
Laquelle des deux équations suivantes donne I’équation paramétrique de la droite :

{z}:chtdou[Z}:cftd?

6. Une droite dans R? a pour direction d et passe par le point de vecteur position c.
Laquelle des deux équations suivantes donne I’équation paramétrique de la droite :

T | _ T | _ 2

{y} =c+td ou [y} =—c+1td”

7. Une droite dans R? admet les équations paramétriques
xr—3 = 9t
y—5 = Tt

Il existe de nombreuses fagons d’écrire les équations paramétriques de cette droite.
Si nous réécrivons les équations sous la forme

r—x9 = dit
Yy—Y = dyt

quelles sont toutes les valeurs possibles de (xg,yo) et de [ 3;’ ] ?
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Pour aller plus loin.

8. Soit a, b et ¢ les sommets d’un triangle. Par définition, une médiane du triangle est une
ligne droite passant par un sommet du triangle et le point milieu du c6té opposé.

(a) Trouver les équations paramétriques des trois médianes.
(b) Est-ce que les médianes s’intersectent en un point commun ? Si oui, en quel point ?
9. Soit C le cercle de rayon 1 centré en (2, 1). Trouver une équation pour la droite tangente
a C au point (g, 1+ @)

10. Considérez le plan W d’équation —x + 3y + 3z = 6. Trouver l'aire du parallélogramme
de W définipar 0 <z <3et 0 <y <2,

1.5 Courbes paramétriques et leurs tangentes

Dans cette section et celle qui suit nous étudions les courbes paramétriques, c’est-a-dire les
courbes qui sont données par des fonctions & valeurs vectorielles d’une variable réelle. Nous allons
aussi étudier les tangentes a ces courbes, et les notions de vitesse et d’accélération associées a
un chemin.

Courbes et chemins

A la section 1.4 nous avons étudié les droites au moyen de leurs équations paramétriques.
En effet, étant donné pg et d fixes, on a considéré ’équation de la droite passant par pg dans la
direction de d. On peut considérer 1’expression

po + td

comme étant une fonction qui, au parametre ¢, associe un vecteur.

Définition 1.5.1

Soit I C R un intervalle. Un chemin dans R™ est une fonction

r: I —R"
t—r(t)

On appelle ceci une fonction vectorielle également.

Bien entendu, les cas les plus intéressants pour nous seront :

(1) } .

* n =2 et, dans ce cas, nous écrirons r(t) = z(t)i+ y(t)j = [ v |

z(t)
* n =3 et, dans ce cas, nous écrirons r(t) = xz(t)i + y(t)j + z(t)k = { y(t) } )
z(t)
11 est tres utile de penser qu'un chemin donne en effet la position d’un mobile, r(¢) a Uinstant ¢.
Cette interprétation n’est pas strictement nécessaire, mais elle aide beaucoup a la compréhension
des concepts.
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Etant donné un chemin r, son image, que l'on
notera C;. ou C, c’est-a-dire ’ensemble r(0)

C={r(t)|t e}, r(2)

décrit une courbe dans R". Réciproquement, on dira
que le chemin r est un paramétrage de la courbe.

Exemple 1.5.2 Plusieurs paramétrages d’une droite.

Nous avons vu a la section 1.4 qu'une droite D passant par le point de vecteur position pg
et de vecteur directeur d admet le paramétrage

ri(t)=po+td, tecR.
Le chemin
ro(t) =po +t°d, tER,

a lui aussi D pour image, puisque t> prend toutes les valeurs réelles lorsque ¢ parcourt R.
Interprétons ces chemins comme la position d’un mobile :
* avec ry, le mobile parcourt la droite a vitesse constante, toujours dans le méme sens;

* avec ro, il parcourt aussi la droite une seule fois et dans le méme sens, mais il ralentit
a l'approche du point pg, s’y arréte un instant (en ¢t = 0), puis repart.

Si p et q sont les vecteurs position de deux points P et @, le chemin
r3(t) =p+t(q—p), 0<i<1,

va de P a @ en parcourant le segment PQ une seule fois, & vitesse constante.

L’exemple précédent montre qu’'une méme courbe peut admettre plusieurs paramétrages
différents, ce qui souleve des questions délicates. Un chemin peut notamment repasser plusieurs
fois par une méme portion de la courbe, ou encore s’arréter et rebrousser chemin, ou avoir un
changement abrupt de direction. Pour mesurer la longueur d’une courbe (section 1.6), et plus
tard pour intégrer le long d’une courbe, il faudra écarter ces comportements. Le premier est
exclu par la définition qui suit ; les deux autres le seront & I'aide de la dérivée (définition 1.5.20).

Définition 1.5.3

Un chemin r : [a,b] — R™ est dit simple si c’est une fonction injective sur [a, b[, c’est-a-
dire si a deux valeurs distinctes a < t; < to < b correspondent deux valeurs différentes

I'(tl) 7é I'(tg).

Pour I'instant, voyons quelques exemples.
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Exemple 1.5.4 Paramétrage du cercle z2 + y? = a°.

S’il est vrai qu’on utilise souvent ¢ comme pa- Y
rametre, il n’y a aucune raison d’utiliser la lettre ¢
et de penser que le parametre est le temps. Par (acosf, asinf)
exemple, considérons le cercle 2% 4+ y? = a?. 1
est naturel d’utiliser I'angle 6 de la figure ci-contre 0
comme parametre. z
22 + 42 =qa?

Ceci donne r(0) = acosfi+ asindj,0 < 6 < 27. Il s’agit d’'un paramétrage du cercle
22 4+ y? = a2, En effet, ici, nous avons z(6) = acosf, y(#) = asin 6, de sorte que

2(0)% + y(0)? = (acos0)* + (asinh)? = a®.

Ceci montre que la courbe associée a notre fonction r est contenue dans le cercle. De simples
considérations géométriques montrent que lorsque # parcourt [0, 27, r(#) parcourt le cercle
au complet.

Il faut faire preuve de prudence : savoir que r(t) fait partie d’une courbe ne garantit
pas que, & mesure que ¢t parcourt le domaine de r, le vecteur r(t) parcourt la courbe en
entier. Par exemple, si t parcourt R, % arctan(t) parcourt U'intervalle | — 1, 1[. De I’équation

22 +y? = a2, on tire y = +v/a2 — x2. Ainsi, pour tout ¢,

2 4
r(t) =x@)i+y(t)j= a— arctan ()i + a\/l =) arctan?(t)j

est correctement défini et satisfait x(t)? + y(t)? = a®. Mais ce chemin n’est pas un paramé-
trage du cercle, puisque y(t) > 0.

Exemple 1.5.5 Paramétrage de (z — h)? + (y — k)? = a®.

On peut modifier le paramé- Y
trage de ’exemple 1.5.4 pour ob-

tenir celui du cercle de rayon : (h +acosd, k+asin 9)

a centré a (h,k). Une fagon asin®

de procéder est de refaire 1l'es-

quisse de ’exemple 1.5.4 avec le (h, k)

cercle translaté de sorte a avoir (e —h)2 + (y— k)2 = a?

son centre a la bonne position.
Cette translation s’obtient en
additionnant le vecteur hi + kj. T

Ainsi, () = (h+acos@)i+ (k+asinf)j, 0 < 6 < 27, est un paramétrage du cercle
(x—h)2+(y—k)? =d>

Une seconde fagon de procéder est de remarquer que l'on peut transformer ’identité
cos? t +sin?t = 1 pour qu'elle devienne I’équation du cercle (z — k)% 4 (y — k)% = a2, en

* multipliant I'identité par a? pour obtenir (acost)? + (asint)? = a?, et ensuite

e enposant acost = x—h et asint = y—k, ce qui transforme (acost)? + (asint)? = a?
en (x —h)? + (y — k)? = a®.
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Exemple 1.5.6 Paramétrage de i—z + Z—z =1 et de 22/3 4+ y?/3 = a?/3.

On peut obtenir des paramétrages des courbes i—z + %—2 =1 et 22/3 +y?/3 = 4/ en partant
de lidentité cos?t + sin?t = 1, comme on I’a fait dans la seconde partie de I’exemple
précédent.

¢ Sil'onpose cost = 7 et sint = ¥, alors I'égalité cos? t+sin? t = 1 devient z—z—k‘%ﬁ =1.

W=

[

* Sil'on pose cost = (%) ,et sint = (%) , alors Pégalité cos®t + sin?t = 1 devient

212/3 2/3
O+ =1
Ainsi,
r(t) = (acost)i+ (bsint)j, 0
r(t) = (acos®t)i+ (asin®t)j 0

2

sont des paramétrages des courbes 75 + 2—5 =1 et 22/3 + y?/3 = ¢?/3. Afin de voir que, si t

parcourt [0, 27], alors r(t) parcourt la courbe au complet, considérons les figures ci-bas.

Y

35
+
S
Il
—_

t=3n/2

La courbe z2/3 + ¢2/3 = 42/3 est appelée une astroide. Son équation suggére qu’elle
devrait ressembler & un cercle, mais ce n’est pas évident qu’elle admette les coins. Nous
aborderons ces aspects plus tard.

Exemple 1.5.7 Paramétrage de eV = 1 + 22.

Une méthode simple qui peut étre utilisée pour paramétrer une courbe donnée par une
équation de la forme f(x,y) = 0 consiste a utiliser x ou y comme parameétre et & isoler
pour l'autre variable. Dans cet exemple, puisqu’on peut résoudre e¥ = 1 + z2 pour avoir y
comme fonction de x, en prenant les logarithmes des deux c6tés, on obtient y = In (1 + 12),
on utilise x comme parametre en posant ¢ = x. Ceci donne le paramétrage

r(t) =ti+In(1+t%)j — o0 <t<oc.

Exemple 1.5.8 Nouveau paramétrage de z2 + y° = a2.

Il est aussi fréquent qu’on puisse utiliser x ou y pour paramétrer une partie d’une courbe,
mais pas toute la courbe. Un exemple simple est fourni par le cercle 22 + y? = a?. Pour
chaque —a < x < a, il existe deux points sur le cercle dont ’abscisse est x. Ainsi, on ne
peut pas utiliser z pour paramétrer le cercle au complet. La situation avec y est la méme.
Cependant,

r(t) =ti+ Va2 —t?], —a<t<a
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r(t) =ti— va? —t?] —a<t<a

sont des paramétrages de la moitié supérieure et de la moitié inférieure® du cercle, respec-
tivement. Elles utilisent toutes les deux & comme parametre, et

r(t) = Va2 —t2i+tj, —a<t<a
r(t) = —va? —t2i+tj —a<t<a

sont des paramétrages de la moitié droite et la moitié gauche du cercle respectivement.
Cette fois, on utilise y comme parametre.

Les courbes apparaissent souvent comme intersec- 2
tions de deux surfaces. Par exemple, I'intersection de
Pellipsoide x2+%+§ = 1 avec le paraboloide d’équa-
tion z = 22 + 2y? est la courbe montrée dans la fi-
gure 1.5.9. Nous verrons a ’exemple 1.5.12 comment
en obtenir un paramétrage.
Une facon de paramétrer de telles courbes est de
choisir une des trois coordonnées x, y, z comme pa-
rametre et de résoudre les équations donnant les sur- |
faces pour les deux autres coordonnées en termes du

parametre. Voyons deux exemples. . e Yy

Figure 1.5.9 L’intersection de
deux surfaces

Exemple 1.5.10

z
L’ensemble des points (z,y, z) vérifiant
22— =0,
2 —eV4+2=0
est une courbe. On choisit d’utiliser y comme — Y

parameétre et I'on consideére

8 =%,

224+ z=¢Y

comme un systéme de deux équations dont les
inconnues sont x et z, en traitant y comme une

constante. Figure 1.5.11 Courbe paramétrée

par T{y) = e¥i+yj + (¥ — e2)k

On résout la premiere équation pour x, puis 'on remplace dans la seconde équation et
I’on résout pour z.

z3 =¥ —= z=¢v

24 z=¢Y = W4 r=¢¥ = z=¢Y — %

%En réalité, les deux points (—a,0) et (a,0) manquent, dans les deux cas.
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Ainsi,
r(y) =e’i+yj+ (¥ — )k

est un paramétrage de la courbe.

L’exemple précédent était truqué de sorte que les équations étaient faciles a résoudre pour
trouver x et z en fonction de y. Dans la pratique, ce n’est pas toujours facile, il peut méme étre
impossible de le faire. Voyons un exemple un peu plus réaliste.

Exemple 1.5.12

Considérons 'ensemble des (z,y, z) vérifiant

2 2,2

2 Y
2 12 1
Tyt =h

2?42y = 2,

qui est la courbe rouge de la figure 1.5.9. On remplace >)
22 = 2z — 2y? (de la seconde équation) dans la premiére,

ce qui donne
3 22
—§y2+z+§:1. /\-y
€T

Apres complétion des carrés (pour z), ceci équivaut a Figure 1.5.13 Quatre por-

3 1 3 2 7 tions de la courbe données par
—§y2 + 3 (z + 5) =1 les différents signes de = et y

Si, par exemple, on s’intéresse aux points (z,y, z) sur la courbe qui vérifient en plus
y = 0, on peut résoudre pour avoir y en fonction de z.

=53 b

= z — 2y? donne aussi z en fonction de z. Si z > 0,

{E_\/Z—4<Z+3>2+14_\/4—422—12
n 9 2 6 V3 9 37

Les autres signes de x et y peuvent étre obtenus avec les signes adéquats devant les racines
carrées. Dans notre exemple, (z,y, z) se trouve sur la courbe, c’est-a-dire qu’il vérifie les
équations originelles, si et seulement si (+z, t+y, z) appartiennent & la courbe.

Alors, z?
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Exemple 1.5.14

Trouver un paramétrage de la courbe intersec-
tion du cone 22 = 22+ y? et du plan z = 1 + y.

* Pour commencer, on peut élever au carré z
de I’équation du plan et remplacer dans celle
du cone, ce qui meéne a

(1+y)? =2 +y°
— 142y =2%
De 14, on tire x = £4/1 + 2y. Comme z =

1 + y, on choisit y = ¢t comme parameétre
pour obtenir T

. ) Figure 1.5.15 Le plan z = 1+ y et
I'(t):vl—i—?tl—i—t]—i—(l—l—t)k, lecénez2=x2+y2

o=

avec t > —

Il faut noter qu’on a en réalité deux paramétrages, selon le signe choisi pour la racine
carrée dans l’expression de x. Chacun des deux paramétrages présente une moitié de la
courbe (il s’agit en fait d’une parabole).

* On peut choisir d’utiliser 2 = s comme parameétre. De notre équation 1+ 2y = 22, on

tire y = (s> — 1), et I'équation du plan fournit z = (s> + 1). On a donc un autre
paramétrage :

1 1
r(s):si+§(52—1)j+§(52+1)k seR.

A vous de jouer 1.5.16

Trouvez une paramétrisation de la courbe formée par l'intersection du paraboloide z =
322 + 3y? et le cylindre y = 3z2. Utilisez la variable ¢ pour parameétre.

r(t) = (t, : )

Tangentes aux courbes paramétriques

Définition 1.5.17

Soit r : I — R™ une fonction & valeurs vectorielles, avec I C R et tg € I un point intérieur
de I (c’est-a-dire qu'’il existe € > 0 tel que Jtp — €,to + €[ C I). La dérivée de r en t; est

/ _ @ _ 1
o) = g (fo) = Jim, h

lorsque la limite existe. En particulier, si r(to) = x(to)i+ y(to)j + z(to) k, alors
I‘/(to) = xl(to) i+ yl(to)j + Zl(to) k.

En somme, pour dériver une fonction vectorielle, on doit simplement dériver chacune de ses
composantes.

A
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On pense souvent a r(t) comme & la position d’une particule au temps ¢. Dans ce contexte,
on aura que r’(¢) est le vecteur vitesse instantané au temps ¢ et l'on écrira souvent v(t) au
lieu de r'(t), voire v au lieu de r’.

Bien entendu, la dérivation interagit avec les opérations arithmétiques usuelles de fagon
évidente. Seuls le produit scalaire et le produit vectoriel demandent une attention particuliere.
Voyons quelques exemples.

Exemple 1.5.18

Soit, pour t € R,
a(t) =t*i+t*j+ 1Ok, b(t) =e tide 3 j4e Kk,
y(t) = t2, s(t) = sint.

Nous allons calculer plusieurs dérivées, utilisons donc un peu de couleur pour rendre les
calculs plus lisibles. Lorsque nous ferons appel a la regle de différentiation du produit, a
savoir

LR 9] = /(1) 9(t) + 7(1) (1),

nous utiliserons la couleur bleue pour mettre en évidence les facteurs f/(¢t) et ¢'(t).

y(t)b(t) = t2e i+ t2e 3 j+ t2e Pk

donne
d
2 [(Ob@E)] = [2te™ e i+ [2te™¥ =3t%e 7 j + [2te' 5% [k
= 2t{eft ite3j4e k} + t2{ —eti—3e 3t — 5e k}
=/ (t)b(t) +v()b'(¢),
et
a(t) - b(t) = t?e t +tte 3" 4 1075t
donne
d 14 14
= [a(t) - b(t)] = [2te —t2e 7] + [4tPe 3 —3tte 3] 4 [6t7 51— 510 7]
[ - 4tde3 + 6t _St] + [—t2e_t—3t4e_3t—5tﬁe_5t]
={2ti+4’j+6t°k} - {e"i+ e j+e "k}
{t21+t4 —|—t6k} . { —eti—3e 35— 56_5tk}
=a'(t) - b(t) +a(t) - b'(t),
et
i t?2 et
a(t) xb(t) =det |j t* e
k 6 5
=i (t4e—5t _ t66—3t) _j(t2e—5t _ t6€—t) + k(t26—3t _ t46_t)
donne
d
% [a(t) x b(t)]

= i(4t%e™® — 6% ) — j(2te”™ — 6t°e ') +k(2te” — dt’e7?)
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+i (=5t 7" +3t% %) — j(—5tPe T +t0 ) + k(—3tPe M +tle ")
={2ti+4%j+6t°k} x {e Ti+e P j+ ek}
+{Pi+t"j+ %k} x { —e"i—3e ¥ j—5e 7k}
=a'(t) x b(t) +a(t) x b'(t)
et
a(s(t)) = (sint)?i+ (sint)*j+ (sint)®k

= = [a(s(t))] =2(sint) costi+ 4(sint)’ costj+ 6(sint)® costk

{2(sint) i+ 4(sint)*j + 6(sint)°k } cost
=a’ (s(t)) §'(t).

Bien entendu, ces exemples sont des cas particuliers de regles générales. Le méme type de
calculs que précédemment fournit la preuve (de la plupart) du théoréme ci-bas.

[ Théoréme 1.5.19 Propriétés de la dérivation. ]

Soit I C R un intervalle,

e a, b: I — R" des fonctions dérivables,
* a,8 € R des constantes,

e y:I - Rets:J—1I (avec J CR un intervalle)® dérivables.

Alors,
(a) (Zf [ca(t) + Bb(t)] = aa'(t) + Bb'(¢); (linéarité)
(b) (Z [v(E)b(t)] =+ (t)b(t) + v ()b’ (¢); (mut. par scalaire)
(c) “lalt) b(D)] = (1) b(t) +a(t) B (W) (produit scalaie)
(@) (Zg [a(t) x b(t)] = a'(t) x b(t) +a(t) x b'(t); (produit vectoriel)
(e) i[a“(’f))] =a’(s(t)) s'(1). (composition)

L’interprétation géométrique est claire. La dérivée
r'(t) est la limite de "t =rl0) 15546 h — 0. Le nu-
mérateur, r(top + h) — r(tg), est représenté par le vecteur

ayant r(to + h) pour but et r(tg) comme origine.

Lorsque h est tres petit, ce vecteur a la direction du vecteur tangent a la courbe C, au point
r(tp). A la limite, ce vecteur donne la direction de cette tangente, pourvu qu’il ne soit pas nul.
Comme, de plus, la tangente passe par le point r(tg), on en déduit aisément un paramétrage de
celle-ci.

x(t) = x(to) + tr'(to) (%)

11 faut noter ici que r et r’ sont évaluées au point ¢t = tg, ce sont donc des vecteurs constants.

%De sorte que la composition a(s(t)) a un sens.
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Si I'on pense encore a un mobile, le chemin x a cependant son propre chronomeétre : il passe
par le point r(¢p) au temps t = 0, alors que le mobile décrit par r y passe au temps ¢t = to. Par
ailleurs, la droite tangente admet bien d’autres paramétrages, par exemple r(tg) — tr/(¢g) ou
r(tp) 4+ 2t1r'(tg). Lequel choisir ? Il est naturel de retenir celui qui « accompagne » r au voisinage
de ty, c’est-a-dire qui passe par r(tp) au méme instant ¢y, avec la méme vitesse r'(¢y). C'est ce
que fait la définition suivante.

Définition 1.5.20

Soit r: I — R™ un chemin et t3 un point intérieur de I ou r est dérivable.

(a) L’approximation linéaire de r en ¢y est le chemin
L(t) =x(to) + (t — to) ' (to).

(b) On dit que r est régulier en ¢, si r'(tg) # 0. Dans ce cas, 'image de L est une droite,
appelée droite tangente a la courbe C, au point r(tg).

(¢) On dit que r est lisse si sa dérivée r’ est continue et que r est régulier en tout point
intérieur de I.

Exemple 1.5.21
Soit le chemin r(¢t) = e 'i + e'j + (cost)k et C; la courbe correspondante. Trouver une

équation de la droite tangente a C, au point correspondant (1, 1,1).

Solution. Le point (1,1,1) correspond a ¢ = 0. Par ailleurs,
r'(t)=—eti+e'j—sintk.
de sorte que r'(0) = —i + j. L’approximation linéaire de r en ¢y = 0 est donc
L(t) =r(0) +tr'(0) = [H +t { _H ,

et son image est la droite tangente cherchée.

A vous de jouer 1.5.22

Soit le chemin
r(t)= (= 1)i+ (°+1)j+ 'k

Trouver Papproximation linéaire L(t) = r(tg) + (t — to)1r'(to) de r au point (26,244, 81),
c’est-a-dire en tg = 3. Son image est la droite tangente a la courbe en ce point. Entrer les
composantes de L(t) en fonction de ¢.

Ll(t) = )

L2 (t) = )

Ls(t) =

Définition 1.5.23

Soit r : I — R™ un chemin régulier en un point intérieur ¢y de I. Le vecteur tangent
unitaire en r(tg) est T(t) = mr’(to).
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Exemple 1.5.24 L’astroide (en détail).

Nous avons vu, & exemple 1.5.6, un paramétrage de I'astroide d’équation® 22/3 4 y2/3 =
a?/3. Nous avons un paramétrage

r(t) = acos® ti+ asin®tj.
Afin d’utiliser le théoreme 1.6.1, calculons :

r(t) = acos®ti+ asin’tj,

r'(t) = —3asintcos® ti+ 3asin®tcostj,
d
d—j(t) = [’ (t)]| = V/9a2 sin? t cos* ¢ + 9a2 sin’ ¢ cos? ¢
= 3a\/sin2 t cos? t(cos? t + sin? t)
= 3a| Sintcost|,
r'(t) sint cost
T(t) = = —costi+sintj
) = 7@ = Tsnteost] | +sintj)

= sgn(sintcost) (—costi+sintj).

Ici, sgn(sint cost) dénote « le signe de sintcost », c’est-a-dire +1 lorsque sintcost > 0 et
—1 lorsque sintcost < 0. Ainsi,

T(t :{—costH—sintj siO<t<§ou7r<t<377r

costi—sintj sig<t<7rou37’r<t<27r.

Avant de faire une esquisse, faisons quelques remarques qui vont nous simplifier la tache.
Pour commencer, r(0) = r(27), de sorte qu’il s’agit d’une courbe fermée. Puis,

* Les signes des composantes de r(t) sont les signes des composantes de costi+ sintj,
ce qui nous donne une idée du quadrant dans lequel r(t) se trouve, et les signes des
composantes de r'(t) sont les signes des composantes de —sinti+ costj, ce qui nous
donne une idée de comment les composantes varient. Ainsi, 'astroide est une courbe
fermée et, en plus,

° lorsque 0 <t < 7, r(t) se trouve dans le premier quadrant et se déplace vers le
haut et la gauche lorsque ¢ croit;

° lorsque § <t < m, r(t) se trouve dans le deuxi¢éme quadrant et se déplace vers
le bas et la gauche lorsque t croit ;

o lorsque m < t < 37”, r(t) se trouve au troisiéme quadrant et se déplace vers le bas
et la droite lorsque t croit ; et

o lorsque 37” < t < 2w, r(t) se trouve dans le quatrieme quadrant et se déplace
vers le haut et la droite lorsque ¢ croit.

o Ainsi, la courbe fait le tour de l'origine exactement une fois lorsque ¢ varie de 0
a 2m.

* Quelque chose de particulier arrive lorsque sint cost s’annule en changeant de signe,
c’est-a-dire lorsque t = 0, 5, 7, 37”, etc. En effet, T(t) change de direction abruptement.
Plus précisément,

tgrgl_ T(t) = tgrgl_ sgn(sint cost)

~ lim (- C gy
tﬁuglﬁ( costi+sintj) =i,
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t£%1+ T(t) = t£%1+ sgn(sin ¢ cost)

= lim (—costi+sintj) = —i
t—0+

et

li T(t) = i int 4
t_);I}IQ_ (t) t_;r%_sgn(sm cost)

= lim (—costi+sintj) =],
t—m/2—
lim T(t)= lim sgn@intcost)
t—m/2+ t—m/2+

= lim (—costi+sintj) = —j,
t—m/2+

et ainsi de suite. Ceci trahit la présence de points de rebroussement dans la courbe
pour t = 0, c’est-a-dire a r(0) = ai et & t = T, c’est-a-dire a r(3) = aj, et ainsi de
suite. En somme, s’il est vrai que 'astroide ressemble & un cercle, elle possede des

points de rebroussement a +ai et & +aj. Voici une figure.

y

[standalone]
Contexte
[embed]

Figure 1.5.25 L’astroide

Observation 1.5.26

* Nous allons souvent écrire r’ ou T afin d’alléger les notations. Nous devrons avoir &
Iesprit qu’il s’agit de fonctions vectorielles, donc qu'’il y a un point d’évaluation qui
devra étre déduit du contexte.

* L[’approximation linéaire L coincide avec r jusqu’au premier ordre, c’est-a-dire
L(tg) = r(to) et L'(tg) = r'(tp). On remarquera la ressemblance de la définition de L
avec la formule donnant ’approximation linéaire d’une fonction f en un point g, a
savoir

f(t) = L(t) = f(to) + ['(to)(t — to).

Exemple 1.5.27 r/(¢t) = 0.

Nous avons vu dans I’exemple précédent que I'astroide a des points de rebroussement lorsque
r'(t) s’annule. Cet exemple montre qu’il peut pratiquement tout arriver lorsque r’(t) = 0.

%Ne pas confondre astroide et astéroide, bien que les deux mots aient comme origine commune le mot grec
pour étoile.


https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Astroide-rebroussement.html
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/sec-Courbes.html#Astroide-rebroussement
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Astroide-rebroussement-if.html
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Supposons que nous nous promenons, et la position au temps t est donnée par r(t).
Si, a un instant donné, la vitesse est non nulle, il est difficile de changer de direction de
déplacement de fagon discontinue®. D’autre part, lorsque r'(¢) = 0, on ne bouge pas, et il
est facile d’effectuer un changement de direction. On peut par exemple rebrousser chemin,
faire un virage brusque ou ne pas changer de direction du tout. Voici quelques exemples.
Dans tous les cas, on a r'(0) = 0.

ri(t) =101+ t%j v (t) = 5tti+ 2t]
i sit>0 2ti sit>0
r2(t) = 2. . I'/2(t) - 3 ]
t*j sit<O0 2tj sit <0
r3(t) = £*1i ry(t) = 3t%i
ry(t) ro(t)
r3(t) -
t=0 t20 t=0

Exemple 1.5.28

2 _,3

(a) Soit r(t) = t3i+ t?j. La courbe associée a pour équation cartésienne z2 = y3.

On a r'(t) = 3t?i+ 2tj. En particulier, le Yy
point (0, 0) correspond & t = 0, et r'(0) = 0. La
courbe admet un point de rebroussement
en ce point, c’est-a-dire que le vecteur tangent
unitaire change subitement de direction.

X

Figure 1.5.29 La courbe
r(t) = 31 + %

(b) Soit r(t) = et costi+ e ! sintj+ e k. Trouvons la droite tangente & la courbe de
r au point Py(1,0,1).

Le point Py correspond a la valeur ¢t = 0. Par ailleurs,

—cost —sint
r'(t)=e"| cost—sint
-1
de sorte que r'(0) = —i + j — k. L’approximation linéaire de r en ¢ty = 0,

L(t) = po + tr'(0) = {é} +t{_}],

1 —1

fournit donc un paramétrage de la droite tangente.

“Pour que la vitesse change de facon discontinue, I'accélération doit étre infinie.
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Exemple 1.5.30

Montrer que si r est un chemin de norme constante, alors r et r’ sont toujours orthogonaux.

Solution. Soit r un chemin tel que |r|| = ¢. Nous avons alors

[t =c? < r-r=¢?

= (r'r))=0
= 2r-r' =0,

et la conclusion suit.

A vous de jouer 1.5.31

Dans cette question les composantes des vecteurs sont indiquées avec les symboles u =
(u1,ug,us).

Trouver la dérivée de la fonction donnée :

r(t) = ta x (b + tc), avec

a=(-1,1,-3),b=(1,3,-2), et c = (3,4, —5).

r'(t) = ; ;

Exemple 1.5.32 L’angle formé par deux courbes.

En quels points les courbes données par r1(t) = ti+ (1 —#)j+ (3 + t?)k et par ra(t) =
(3—1t)i+ (2 —1)j+t*k se coupent-elles ? Quel angle forment-elles au point d’intersection ?
Solution. S’il est vrai que le parametre ¢ est utilisé dans la définition des deux courbes,
afin de trouver le point commun, on doit résoudre ’équation rq (t) = ra(s). En effet, la valeur
du parametre au point commun n’a aucune raison d’étre la méme pour les deux courbes®.
Le systeme d’équations résultant est

t=3—s,
1—-t=2-—s,
3412 =52

On remplace t = 3—s de la premiére équation dans la deuxiéme pour obtenir 1 — (3 —s) =2 — s,
ce qui donne s = 2, et donc t = 1. Ces deux valeurs sont des solutions pour la troisiéme
équation également. Ainsi, le point commun est celui qui correspond a

1

ri(1) = 12(2) = {o}

4

L’angle formé par les courbes est I’angle formé par leurs tangentes respectives au point
commun. Les vecteurs vitesse respectifs sont

qo=| 0] o« me-|g]

Au point commun, ces vecteurs sont
1 -1
ri(1) = [1] et  T5(2)= {1} :
2 4
L’angle 6 qu’ils forment se calcule au moyen du théoréme 1.2.9. On a donc
M) 8 4
[ I 2 V6vis  3v/3

cosf =
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Exercices

Les Exercice 1 a Exercice 8 fournissent une pratique sur la paramétrisation des courbes. Etre
a laise avec l'algebre et 'interprétation de ces descriptions sont des ingrédients essentiels afin
de travailler efficacement avec les paramétrisations.

Pour se pratiquer.

1. Considérez la courbe paramétrée par le temps r(t) = cos (5t)i+ (t — 5)2j.

Faire une liste des trois points (—1/v/2,0), (1,25), et (0, 25) en ordre chronologique.

2. Trouvez la vitesse (scalaire) d’une particule dont la position est donnée par r(t) =
5v/2ti+ e j — e 5t k. Sélectionnez la bonne réponse :

(a) Iv(®)] = (e + ). (@) V)l =5 (¢ + ).
(b) [v(t)]| = 10+ el + be L.
() V)]l = VIO + T F ¢ 107, (&) v =5 (e +e).

(a) Soit r(t) = t?i+3j+ +t3k. Trouver le vecteur tangent unitaire (pointant dans la
direction des ¢ croissants) a ¢t = 1.

(b) Trouver la longueur d’arc de la courbe en (a) entre les points (0,3,0) et (1,3, —3).

4. En utilisant le Théoréme 1.6.1, trouver la longueur de la portion de la courbe donnée
par r(t) =ti+ \/gt2j+t3k entret =0et t = 1.

5. La position d’une particule au temps ¢ est donnée par r(t) = (¢ + sint)i+ costj (la
courbe tracée par cette particule est une cycloide). Quelle est la norme de 'accélération
au temps t?

Pour mieux comprendre.
6.

Soit a € R. Le folium de Descartes est la courbe Y
d’équation z® + y> = 3axy, voir la figure ci-contre.
Soit D la droite x = 1. Les questions qui suivent
serviront a obtenir un paramétrage du folium par
pojection de cette courbe sur D.

(a) Donnez une équation paramétrique de D. z

(b) Pour un point (1,¢) € D, trouvez le point com-
mun au folium et la droite qui passe par I’ori-
gine et (1,t). Déduisez un paramétrage du fo-
lium.

(c) Utilisez ce qui précéde pour trouver les points ~ Figure 1.5.33 Le folium de
ot le folium admet des tangentes horizontales  Descartes : 2 + y* = 3azy.
ou verticales.

%De facon imagée, on pense aux deux courbes comme aux trajectoires décrites par deux particules. Le point
commun aux deux trajectoires n’est pas nécessairement un point de collision : les deux particules passent par un
méme point, mais pas nécessairement au méme moment. L’équation rq(¢) = r2(t) cherche & trouver un point de
collision.
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7. A quels points dans le plan zy est-ce que la courbe r(t) = sinti+ t?j se croise elle-
méme ? Quelle est la différence en t entre la premiere fois que la courbe passe par un
point, et la derniere ?

8. La courbe C est définie par I'intersection de Dellipsoide z? — Ty* 4+ 322 =1
et duplan z+y+ 2 =0.
Lorsque y est tres pres de 0, et z est négatif, trouvez une expression donnant z en
terme de y.

9. Une particule trace une courbe dans l’espace, de telle sorte que sa position dans le
temps ¢ est r(t) = e 'i+ 1j+ (t — 1)%(t — 3)2k pour ¢ > 0.
Posons que 'axe des z positif pointe verticalement vers le haut, comme & ’habitude.
Quand est-ce que la particule se déplace vers le haut, et quand est-ce qu’elle se déplace
vers le bas? Est-ce qu’elle se déplace plus rapidement au temps ¢t = 1 ou au temps
t=37

10. Quelle est la relation entre le vecteur vitesse et la vitesse scalaire d’une fonction vecto-
rielle du temps ?

11. Soit r(¢) un chemin dans R3. Soient r’, r”’ , et v’’’ dénotant %, ZTZ); et S%, respectivement.
Exprimez
d
%[(r xr') 1"
en termes de r, r’ , r” | et r'”’. Selectionnez la bonne réponse.
(a) (' xr")-r", (d) 0.
(b) (' xt”")-r+ (r x1') 1",
c) (rxr’)-r” e) Aucune de ces réponses.
(c) ( )", p

12. Trouvez la vitesse, la vitesse scalaire et ’accélération au temps ¢ pour une la particule
dont la position est r(¢). Décrire le chemin de la particule.

(a) r(t) =acosti+ asintj+ ctk,

(b) r(t) = acostsinti+ asin®tj+ acostk.

~1 0
13. Au temps ¢ = 0, une particule a r(0) = { 0 } et v(0) = { -1 ] pour position et vitesse,
0 1

cost,
respetivement. Au temps ¢, 'accélération est a(t) = [ sint } .
0

(a) Trouver la position de la particule au temps ¢.

(b) Montrer que les vecteurs vitesse et accélération sont toujours mutuellement or-
thogonaux.

(¢) Trouver une équation de la tangente a la courbe décrite par la particule au point
correspondant & t = —m/2.

(d) Vrai ou Faux : Aucune tangente & la courbe décrite par la particule ne passe par
(0,0,0). Justifiez.

14. La position d’une particule au temps ¢ (mesuré en secondes) est donnée par

7t . X 7t .
r(t) = tcos <2) i+ tsin <2>J+tk
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(a) Montrez que la courbe décrite par la particule se trouve sur le cone 22 = 22 + y2.
(b) Trouvez le vecteur vitesse, ainsi que sa norme, au temps t.

(c) Supposez qu’au temps ¢ = 1s la particule quitte sa trajectoire et poursuit en ligne
droite, avec la vitesse qu’elle avait & cet instant. Sa position est alors donnée par
Papproximation linéaire L(t) de la trajectoire en t = 1. Trouvez L(t).

(d) Combien de temps ¢a prend a la particule pour traverser le plan x = —1 & compter

du moment ou elle commence a bouger le long de la droite tangente ?

15. Une particule de masse m = 1 est située a ry = %k et admet pour vecteur vitesse

Vo = “2—2i au temps t = 0. La particule se déplace soumise a la force F(t) = —3ti+

sintj+ 2e?' k.
(a) Trouvez la position r(t) de la particule au temps .

(b) A quel moment (aprés t = 0) la particule croise-t-elle le plan = = 0 pour la
premiere fois ?

(¢) Quel est le vecteur vitesse de la particule & I'instant trouvé en (b)?

16. Au temps ¢ = 0 une particule se trouve a la position r(0) = (—1,0,0) et se déplace
avec vitesse v(0) = (0,—1,1). A Vinstant ¢, la particule a pour vecteur accélération

cost
a(t) = |: sint :l 3
0
(a) Trouver la position de la particule au temps ¢ (en secondes).
(b) Montrer qu’en tout temps les vecteurs vitesse et accélération sont orthogonaux.

(¢) Trouver une équation de la tangente a la trajectoire de la particule au point
correspondant & t = —7/2.

(d) Vrai ou Faux : Aucune des tangentes a la trajectoire de la particule ne passe par
Porigine. Justifiez.

17. On considére la courbe I' paramétrée par r(t) = tsin(wt)i+ tcos(rt)j + t’k 0 <
t < 0o. La courbe démarre a l'origine, et événtuellement croise l'ellipsoide £ d’équation
222 + 22 + 2% = 24.

(a) Trouver les coordonnées du point P auquel I' croise E.

(b) Trouver un vecteur tangent a I' en P.

18. Si une particule a une masse constante m, position r, et vecteur vitesse v, alors son
moment angulaire est L = m(r x v).
Etant donnée une particule masse m = 1 et dont la position est donnée par r =
(sint, cost,t), trouver H‘é—lg |

19. Supposons qu’une particule voyage dans l’espace avec position donnée par r(t), telle
que 1’ (t) = —r(t). Montrer que « energie » |[r(t)]|* + ||[r'(t)||* est constante (comme
fonction de t).

Pour aller plus loin.
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20. Une caméra montée sur un poteau peut pivoter sur un cercle complet. Elle suit un
objet dont la position & 'instant ¢ (en secondes) est x(t) métres & I'est du poteau et
y(t) meétres au nord.
Pour que la caméra soit toujours dirigée directement vers 'objet, a quelle vitesse
doit-elle étre programmée pour tourner & chaque instant ¢ ? (Donnez votre réponse en
termes de z(t) et y(t) et de leurs dérivées, dans les unités rad/sec).

1.6 Longueur d’arc et courbure

Dans cette section, on s’intéresse a mesurer des courbes, dans un sens large. On va s’intéresser
a la longueur d’une courbe, mais aussi a sa courbure.

Longueur d’arc

Supposons pour commencer que nous avons un chemin r : [a,b] — R? donné par r(t) =
x(t)i+ y(t)j, et tel que t; # to = r(t1) # r(t2). Cette condition assure que la trajectoire
ne passe pas par le méme point a deux instants différents. Nous voulons mesurer la longueur
de la courbe décrite par r. Procédons avec ’idée usuelle du calcul intégral, c’est-a-dire couper,
approcher, additionner puis passer a la limite pour obtenir une intégrale. Nous allons supposer
que la fonction r est telle que ses composantes et leurs dérivées sont continues.

On commence par diviser 'intervalle [a,b] en N sous-intervalles de méme longueur At =
+(b— a) en posant

a=ty<t; <---<ty =D,
tiy1 —t; = At pour i € {1,2...N —1}.
On considere 'approximation de la courbe C donnée par la ligne polygonale (brisée) reliant deux

points successifs r(t;) et r(¢;41), pour i allant de 1 & N —1. La longueur de cette ligne polygonale
est

N
Ly =) |r(tis1) —x(t)] -
=1

La formule pour le calcul de la norme nous donne

Ie(tiea) —x(t)ll = Viz(tier) — 2] + [y(tirr) — y(t)]2.

Si I'on suppose que les composantes de la fonction r, c’est-a-dire les fonctions = et y, sont
dérivables, le théoreme de la moyenne donne 'existence de ¢, t:* € [t1,t;41] tels que

z(tit1) —x(t) =

o' (t7) (tiy1 — ti),
y(tiv1) —y(ts) = ¥ (87 ) (tig1 — ta),

de sorte que la longueur devient

LN*ZHI‘ it1) —r(t)|| =

(tiv1) — 2(t)]2 + [y(tir1) — y(&:)])?

\/
\/ 24y ()2 At

Lorsque N tend vers I'infini, la ligne polygonale approche de mieux en mieux la courbe. Ainsi,
on définit la longueur du chemin comme étant la limite, si elle existe de la somme ci-haut.
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Nous avons fait I’hypothése de continuité pour les fonctions z’ et y’, ce qui permet de

montrer' que la limite existe et qu’elle vaut en fait

b
lim Ly — / VIO + Y02 dt.

N—o00

Il faut remarquer que ’expression

N—-1
S )2+ ()2 A
=1

n’est pas une somme de Riemann pour une intégrale, puisque les points d’évaluation sont diffé-
rents.

Par ailleurs, on a r'(t) = 2/(t)i+ y'(¢)j, de sorte qu’'on peut écrire ||r’(¢)|

a la place de la

racine carrée dans l'intégrale ci-haut. Finalement, le méme argument que celui qui vient d’étre
exposé est valable si 'on considére un chemin & valeurs dans R3.

-

Théoréme 1.6.1 ]

Soit r : [a,b] — R™ un chemin dont les composantes sont des fonctions ayant des dérivées
continues sur |a,b| et tel que la courbe C est parcourue une seule fois lorsque t parcourt
[a,b]. Alors, la longueur de la courbe est

b
L= [ I a

Par ailleurs, pourt entre a et b, l’abscisse curviligne, mesurée a partir de a, est la quantité

aw=/nﬂwnm.

Elle mesure la longueur de la portion de la courbe lorsque le paramétre varie de a a t. De

plus, on a
Lty =IO

Exemple 1.6.2 Périmeétre d’un cercle.

En général, il peut étre difficile de calculer une longueur. En guise d’exemple facile, calculons
le périmetre du cercle 22 + y? = a?. Nous allons aussi trouver le vecteur tangent unitaire
en tout point. Nous avons un paramétrage

r(f) =acosfi+asinfj0<0 < 2n
de 'exemple 1.5.4. En vertu du théoréme 1.6.1, avec le parametre 6 au lieu de ¢,

r'(0) = —asinfi+ acosfj, dou |r'(9)] = a.

27
L:/ adt = 27a,
0

ce qui est cohérent avec la formule bien connue®.

Ainsi, la longueur totale est

I Mais nous ne le ferons pas dans ce texte.
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Par ailleurs, y
T(0
o [ —sinf } ©)
/]| cosf | (acosO, asinf)
Ainsi, 9 T
T.r— [ aC?SG ] . { —siné } —0,
asin @ cos 22 + 92 = a?

ce qui montre que, en tout point, la tangente a un cercle est perpendiculaire au rayon
en ce point. Ceci est une réalisation en deux dimensions de '’exemple 1.5.30, un autre fait
connu d’Euclide’. Dans ce cas, s(f) = fog adu = af est la longueur de la portion du cercle
parcourue lorsque ’angle varie de 0 a 6.

Exemple 1.6.3 Longueur d’une hélice.

Considérons le chemin
r(t) = 6sin(2t)i+ 6 cos(2t)j + 5tk.

Commencons par esquisser la courbe correspon- z

dante.

* z(t) = 6sin(2t) et y(t) = 6cos(2t) satisfont
x(t)? + y(t)? = 36sin?(2t) + 36 cos?(2t) = 36.
Ainsi, tous les points de la courbe se trouvent
sur le cylindre 22 + y2 = 36, et

* lorsque t croit, x(t)i+ y(t)j décrit un cercle
22 4+ y% = 36, et simultanément z(t) = 5t croit
linéairement.

La courbe est représentée ci-contre.

Nous avons marqué trois points sur la figure. Le premier correspond a ¢t = 0, il s’agit de
0i + 6j + Ok. Le deuxi¢me correspond a t = 7, c’est 0i — 6j + %”k. Le troisieme correspond
at=m, il s’agit de 0i + 6j + 57k.

Utilisons maintenant le théoréme 1.6.1 pour calculer la longueur de la courbe entre t = 0
ettt =m.

r(t) = 6sin(2t)i + 6 cos(2¢)j + 5tk
r'(t) = 12 cos(2t)i — 12sin(2t)j + 5k

= /(D) = /122 cos?(2¢) + 122 sin(2t) + 57 = v/122 + 52 = 13

s(r) = /OW I (0] dt = 137

a]es premiéres écritures connues d’une approximation de 7, en Egypte et & Babylone, sont datées entre 1900
et 1600 av. J.-C. Le premier algorithme permettant de calculer rigoureusement 7w a été développé par Archimede
vers 250 av, J.-C. Le premier usage du symbole 7 pour désigner le rapport entre le périmétre et le diameétre d’un
cercle remonte & William Jones, en 1706.

bC’est la proposition 18 du livre III des Eléments d’Euclide, vers 300 av. J.-C.
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Exemple 1.6.4 Le périmeétre de ’astroide.

Calculer le périmetre de I'astroide d’équation 2%/3 + y2/3 = a2/3.

Solution. Nous avons vu & Pexemple 1.5.6 que P’astroide d’équation x2/3 + 32/3 = ¢2/3
peut étre paramétrée par r(t) = (a cos® t)i+(asin®t)javec t € [0,27]. De plus, i Pexemple 1.5.24
nous avons calculé que ||t'(¢)|| = 3a|sint cost|. Par ailleurs, l'astroide est invariante sous
les réflexions par rapport aux axes de coordonnées, c’est-a-dire que z2/3 4 y2/3 = a?/3 est
invariante par les transformations © — —x et aussi y — —y. Ainsi, pour trouver le péri-
metre, il suffit de trouver la longueur de la portion de la courbe dans le premier quadrant

et de multiplier par 4.

/2 ds w/2
L:4/ — dt:4/ 3asintcost dt
o dt 0

/2 2t)17/2
= Ga/ sin(2t) dt = Ga[— cos( )}
0

2 0

= 6a

A vous de jouer 1.6.5

Soit le chemin r(t) = (12¢,6t2,61nt) défini pour ¢ > 0.
Trouver la longueur de la courbe correspondante entre les points (12, 6, 0) et (24, 24, 61n(2)).

L’abscisse curviligne

Jusqu’a présent, nous avons utilisé les chemins (objets algébriques, ce sont des fonctions)
pour étudier des courbes (objets géométriques). Qui plus est, nous avons déja mentionné le fait
qu’une courbe donnée peut étre paramétrée de plusieurs fagons différentes. Deux questions, au
moins, se posent naturellement :

* Est-ce que la longueur d’'une courbe est indépendante du paramétrage utilisé ? La formule
du théoreme 1.6.1 fait intervenir de fagon essentielle le paramétrage de la courbe, mais,
logiquement, la longueur devrait étre indépendante.

* Existe-t-il une fagon « canonique » ou « naturelle » de paramétrer une courbe ?

Nous verrons qu’avec certaines hypotheses pas trop restrictives, les réponses a ces deux questions
sont positives. La premiere est traitée a ’exercice 10, et, pour la seconde, nous avons besoin de
revenir sur la fonction de longueur d’arc.

[ Proposition 1.6.6 ]

Soit v : [a,b] = R™ un chemin tel que r'(t) # 0 pour t €la,b[ et L la longueur totale de la
courbe. Alors, s : [a,b] = [0, L], la fonction de la longueur d’arc mesurée & partir de t = a,
est une fonction inversible.

Démonstration. Nous savons que s'(t) = ||r/(¢)||, et notre hypothése nous dit que r’ ne
s’annule pas sur |a, b[, de sorte que s est une fonction strictement croissante. Pour chaque
y € [0, L], il existe donc un unique = € [a, b] tel que y = s(z). Il suffit alors de poser = = t(y).
|
La fagon de comprendre ’énoncé ci-haut est qu’il est possible de voir le temps ¢ comme une
fonction de la distance parcourue sur la courbe ¢ = ¢(s). Ceci permet d’effectuer un changement
de parametre, on obtiendra alors un « paramétrage par rapport a 1’abscisse curviligne »,
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ou « paramétrage naturel » de la courbe. En effet, quiconque a déja effectué un trajet le
long d’une autoroute aura remarqué que les points de repére sur la trajectoire sont donnés par
la distance parcourue le long de la route, et pas par le temps de trajet : chaque personne qui
voyage a son propre temps de trajet, chacune a son chemin, avec sa propre vitesse, mais la
distance parcourue sur la route est une quantité intrinséque a la courbe, elle ne dépend pas du
paramétrage (ni de la personne qui voyage!).

Exemple 1.6.7 Reparamétrage naturel : segment.

Soit P(2,—2) et Q(6,1). Le segment de droite joignant P et @) peut étre paramétré par
r(t) =p+t(q—p) = (1 —¢t)p+tq pour t € [0,1]. Nous avons alors r'(t) = q— p = 3i+ 4},

de sorte que % = ||r'[| = 5, et donc

t
s(t):/ 5du = bt,
0

ce qui permet d’obtenir ¢(s) = s/5. Nous pouvons obtenir le reparamétrage par rapport
a l’abscisse curviligne :
1
r(t(s)) = x(s/5) =B+ £ (a D).

Notons que % = %(q — p) est de norme 1.

Dans cet exemple, le changement de parametre, ¢ = s/5, a une signification évidente.
On considere le paramétrage initial comme une position en fonction du temps. Le vecteur
q — p est le vecteur vitesse, de norme 5. Le reparamétrage est donc un « changement de

chronomeétre » qui fait en sorte que la vitesse est 1.

A vous de jouer 1.6.8

Avec point de départ (2,4, —5) donnez un paramétrage par rapport & 1’abscisse curviligne
de la courbe donnée par

r(t)=(2-3)i+ 4+ 1)j+ (-5 -1k

r(t(s)) = i+ i+ k

Exemple 1.6.9 Reparamétrage naturel : la chainette.

Considérons la chainette®. y = coshz, elle peut étre paramétrée par r(t) = ti+ coshtj.
Dans la figure de gauche ci-bas, on montre les positions correspondant a certaines valeurs
également espacées du parametre . Remarquons que la distance séparant deux tels points
a tendance a s’accroitre.
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Figure 1.6.10 I‘(t) = [ cosh t :| Figure 1.6.11 I‘(S) = [ \/@]

Le vecteur vitesse est r’(t) =i+ sinhtj, et la norme de celui-ci est

V1 + sinh®t = cosh .

Ainsi, 'abscisse curviligne mesurée & partir de ¢ = 0 (ce qui correspond au point (0,1)) est

t
s(t) = / cosh u du = sinh t.
0

Ainsi, t = arcsinh s = In(s 4+ v/1 + s2). Comme cosht = /1 +sinh®t = /1 + 52, en sub-
stituant cette relation dans le paramétrage r, on obtient le paramétrage par rapport a
I’abscisse curviligne :

r(t(s)) = t(s)i+ cosht(s)j = arcsinhsi+ /1 + s2j.

Dans la figure de droite, on observe quelques points correspondant a des valeurs également
espacées de I’abscisse curviligne.

Courbure (optionnel)

Si ’on s’intéresse a la courbure d’une courbe, on veut mesurer a quel point le vecteur tangent

unitaire T change (de direction, puisqu’il est de norme constante) par rapport a la distance

parcourue sur la courbe, c’est-a-dire qu’on s’intéresse a la quantité %.

Si d’une part cette quantité traduit tres bien le concept voulu, il est d’autre part généralement
difficile de trouver le paramétrage naturel d’une courbe donnée, et les calculs peuvent étre
fastidieux, voire impossibles. Afin de contourner cette difficulté technique, on suppose qu’on a
un paramétrage par rapport au parametre ¢ et I’on invoque la dérivation des fonctions composées

pour obtenir
dI" dTdt dT 1  dTds dT 1

ds — dt ds  dt dt/ds  dt dt  dt |[r'(t)]

Définition 1.6.12

Soit r : [a,b] — R™ un chemin de classe C? avec 1'(t) # 0 pour t € [a,b]. Son vecteur de

%11 s’agit de la courbe décrite par un fil lorsqu’il est suspendu par ses extrémités.
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courbure est, par définition,

K(?)

@l de

et sa fonction de courbure est

r(t) = K@) -

Remarquons que le vecteur T(t) est de norme constante, donc, en vertu de ’exemple 1.5.30,
il est orthogonal & son vecteur dérivé 4X. Comme le vecteur courbure est proportionnel & ce

dt
dernier, on obtient
K(t) L T(t). (%)

Par ailleurs, le vecteur normal principal est un vecteur unitaire dans la direction de T’,
c’est-a-dire ,
T
N= rn.
1T

Exemple 1.6.13 Courbure d’un cercle.

Soit r(t) = acosti+ asintj avec t € [0,27] un paramétrage du cercle centré a l'origine et
de rayon a. Nous avons alors 1/(t) = —asinti+ acostj, dont la norme vaut ||t'(¢)|| = a.
Ainsi, le vecteur tangent unitaire est

1
T(t) = —1'(t) = —sinti+ costj,
a

de sorte que T'(t) = —costi— sintj. Ainsi,
1 s
K(t) = — (—costi—sintj)
a

et k(t) = 1/a.

On remarque notamment que le vecteur de courbure K pointe vers le centre du cercle
et que la courbure du cercle est I'inverse de son rayon : plus un cercle est petit, plus il est
courbé.

Exemple 1.6.14 Courbure d’une droite.

Soit r(t) = po + td un paramétrage d’une droite. On a alors r'(¢) = d qui est constant. Le
vecteur tangent unitaire est alors T(¢) = ﬁd, de sorte que T’(t) = 0. Ainsi, le vecteur de

courbure de la droite est K = 0, et sa fonction de courbure est nulle. En somme, les droites
ne sont pas courbées, ce qui est plutot rassurant.

A vous de jouer 1.6.15

Soit le chemin donné par r(t) = (5t, —1t, 1 + 1¢2),
Trouvez le vecteur vitesse

I‘/(t) = ( ) ) )

Trouvez le vecteur accélération

r'(t) = ( : 7 )

Trouvez la courbure a t =1

r(l) =

Nous I’avons vu, la courbure est le changement de direction ; or, un changement de direction
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requiert une accélération. Afin de préciser ce lien, convenons d’écrire v.=r';a = v/, v = ||v|.
Ainsi, v et a sont les vecteurs vitesse et accélération, tandis que v est la vitesse scalaire.

.

Proposition 1.6.16 ]

Soit r: [a,b] = R™ un chemin lisse. Alors, son vecteur accélération vérifie

28 S 2
r’(t) = Z?T(t) + (‘;) , K(t) = o'T(t) + v?K(t).

Démonstration. Afin d’alléger I’écriture, nous omettons la variable ¢, et écrivons par
exemple r au lieu de r(t) et ainsi de suite.

Nous avons r/ = [|t’|| T = %T, donc, dérivant par rapport a ¢, avec la régle du produit,

nous obtenons

d (ds d ds ds dT  d2s ds\?
" = — —T = _—— T —_—— = 7T _— K
T T (dt ) (dt dt> taa T T <dt) ’

ou la derniére égalité suit de ce que % = %K, d’apres la définition 1.6.12. |

courbe associée. Un cercle de rayon 1/k(tg) pas-

sant par ce méme point aura, en plus du point ,
commun, la méme courbure. Pour cette raison, /
et par analogie avec ’exemple 1.6.13, on dit que !

1/k(tg) est le rayon de courbure de la courbe H L1 <
au point r(tp). On sait que le vecteur de cour- i

bure d’un cercle pointe toujours vers son centre. ' H

Ainsi, afin de déterminer le centre du meilleur \
tel cercle, on utilise la direction du vecteur de ! | ,

Remarque 1.6.17

Nous avons K = kN, de sorte que la formule précédente devient
a =0T+ xv®N.

Ceci donne une décomposition de l'accélération en deux composantes orthogonales. D’une
part, 'accélération tangentielle, ay = v'T, est liée au changement de la vitesse scalaire.
D’autre part, ’accélération normale, ay = k02N = v2K, est liée au changement de direction,
ce qui fait que la courbe (nom féminin) courbe (du verbe courber, c’est-a-dire change de
direction).

Soit r un chemin et r(¢yp) un point sur la y

courbure K(#), on obtient alors le cercle oscu- L T

2 D S

lateur-. 5
~

- -

Figure 1.6.18 La parabole y = 22 et
quelques cercles osculateurs

2Le terme osculateur vient du latin et signifie embrasser; ainsi, le cercle osculateur est celui qui embrasse le

mieux la courbe en un point donné.
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Définition 1.6.19

Soit r : [a,b] — R™ un chemin régulier en ¢o. Le cercle osculateur a la courbe associée & r
au point r(tp) est le cercle de rayon 1/k(tg) et de centre

1 K(to)

(i) + o) TRy~ ")

g

Avant de voir des exemples, nous avons besoin d’un outil qui permet de faire efficacement
les calculs nécessaires. Nous I'avons déja mentionné, calculer le paramétrage naturel peut étre
ardu. Si, en plus, on doit dériver, les choses risquent de devenir compliquées.

Pour la suite, supposons que nous avons affaire a des chemins dans R?, quitte & ajouter
une troisieme coordonnée nulle si le chemin original est & valeurs dans R?. Aussi, écrivons
v=r', a=v =r" pour le vecteur vitesse et le vecteur accélération, et v = ||v|| pour la norme
de la vitesse.

f Proposition 1.6.20 ]

Soit r : [a,b] — R3 un chemin lisse, v=1' eta=1". Alors,
(a) v xa=v*(T x K);

X a
) = Ixal,
(vl
(vxa)xv
Démonstration.

(a) En effet, puisque v = vT et que, en vertu de la proposition 1.6.16, a = v' T + v? K, il
vient que
vxa=(T) x (v'T+v’K) =0 (T x K),

ou la derniere égalité suit de ce que T x T = 0.
(b) En effet, il suit de la premiére partie que
[v xal| = v |T x K| = o* |T|| |K| = v°x,

ol la troisiéme égalité suit de (x) et du fait que T est unitaire. Puisque v = ||v|| et que
le chemin est supposé lisse, ceci fournit le résultat voulu.

(c) Par ailleurs, nous avons
(vxa)xv=2?(TxK) x (vT)
=0 (TxK)xT
=v*[(T-T)K — (T-K) T]
=v*K,
ou la troisiéme égalité est donnée par la propriété (b) du produit vectoriel que nous
avons vu auparavant, et la derniére, de ce que T est unitaire et de ().
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Exemple 1.6.21 Ellipse : courbure et cercle osculateur.

Considérer lellipse (5)2 + (%)2 =1.

(a) Trouver la fonction de courbure k. A quels points sur la courbe trouve-t-on la plus
grande et la plus petite courbures ?

(b) Trouver K ainsi que le centre du cercle osculateur & 'ellipse en un point quelconque.

Solution.

(a) Nous avons un paramétrage de l’ellipse r(t) = acosti+ bsintj avec ¢t € [0, 27]. Ainsi,

v=—asinti+bcostjeta= —acosti—bsintj. On calcule alors
i —asint —acost
vxa=|]j bcost —bsint |=abk.
k 0 0

Ceci donne directement la fonction de courbure :

ab ab ab

vl v

. 3/2°

(a? sin® t + b2 cos2 t) /

Comme a et b sont constantes, cette expression atteint son maximum (respectivement
son minimum) lorsque le dénominateur atteint son minimum (respectivement son
maximum). De plus, comme v > 0, les intervalles de monotonie de v® sont les mémes
que ceux de v2. Ainsi, il suffit d’étudier les variations de la fonction c(t) = v(t)? =

a?sin®t + b2 cos? t. Nous avons

—2a’sint cost + 202 sint cost
= (b® — a*)2sint cost

= (b* — a®)sin 2t.

c(t)

Cette expression s’annule lorsque t = 0, 7/2, 7 ou 7. Sil’on suppose que a > b, on aura
des minimums pour ¢(t), donc des maximums pour k(t) & t = 0,7, et des maximums
pour ¢(t), donc des minimums & ¢ = /2, 37 /2. La signification géométrique est claire :
Iellipse est le plus courbée lorsqu’elle coupe 'axe des abscisses, et le moins courbée
lorsqu’elle coupe 'axe des ordonnées®.

(b) Nous avons

i 0 —asint —abcost bcost
(vxa)Xv=|j 0 bcost| = | —a®bsint | = —ab | asint |.
k ab 0 0 0
Il vient alors que K = _v—‘ib (bcosti+ asintj). Ainsi, le centre du cercle osculateur se

trouve a

1 U6 acost U2 bcost
r+72K:r+ﬁK: bsint _ — asint .
K a?b 0 ab 0
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Courbure % = 0.87

; . :
i ® I
\ ‘
ey p [standalone]
IR Sog pri i Contexte
|:| Montrer lieu du centre de colrbure [CHled]
®
. . 22 2 o
Figure 1.6.22 L’ellipse Z; + % = 1, ainsi que son vecteur courbure K, sa courbure et

son cercle osculateur de centre C. On peut aussi voir le lieu décrit par le centre du cercle
osculateur, ceci ressemble & 'astroide.

On apprend en calcul différentiel que le sens de concavité d’une courbe d’équation y = f(x)
est donné par le signe de f”(x). Plus précisément, la courbe est courbée vers le haut lorsque
f"(x) > 0 et vers le bas lorsque f”(x) < 0. Voyons ceci & 'aide du vecteur courbure.

Exemple 1.6.23 Courbes y = f(z).

Soit C la courbe d’équation y = f(x). Calculer et interpréter le vecteur courbure.

Solution. On utilise la variable indépendante x comme parametre, de sorte qu’on a un
paramétrage de la courbe r(t) = ti+ f(t)j. Ainsi, on a v(t) =i+ f(¢)jet a(t) = f”(¢)j. On
calcule alors

i 1 0
vit) xa(t) =13 f(t) 0|=f"k
k f'(t) 0
puis
i 0 1 =)' (t)
() xa@) xv) = § 0 i) |=| £
k f(t) 0 0
De plus, v(t) = /14 f/(t)?, ce qui donne
N I
K#t)= — "
0= e | T

()]

= k(t) = |K(@)|| = W

On retrouve notamment le fait que la composante y du vecteur de courbure a le méme
signe que la dérivée seconde, f”. Ceci fournit une autre preuve, s’il en faut, du fait que
lorsqu’une fonction admet une dérivée seconde positive, sa courbe est courbée vers le haut,
et inversement.

“Noter que cette situation changera si b > a.


https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Ellipse-osculateur.html
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/sec-Longueur-courbure.html#Ellipse-osculateur
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Ellipse-osculateur-if.html
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Exemple 1.6.24 Fonction de courbure.

Etant donnée une fonction f, on peut considérer sa courbe, et associer une fonction de

courbure & elle-ci, x(z). Ci-bas on peut faire des calculs pour illustrer cecl.
1

()=
b-

0.5

-20 -15 -1.0 0. 10 15 20 [standalone]

Contexte

[embed]

Figure 1.6.25 On peut tracer la fonction de courbure (en rouge) associée & une fonction
f(z) (en bleu). Dans la figure, f(z) = e

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Une courbe en R? est donnée paramétrée par r(t) = 2t costi+ 2tsintj+ % k
(a) Trouver la longueur de la portion de la courbe entre t =0 et t = 2.
(b) Trouver un paramétrage de la tangente a la courbe au point correspondant a
t=m.
2.  Soit r(t) = 3costi+ 3sintj+ 4tk la position d’une particule & l'instant ¢ > 0.
(a) Trouver le vecteur vitesse de la particule & Uinstant ¢.

(b) Trouver la longueur de la portion de la courbe associée comprise entre ¢ = 1 et
t=2.

3. Considérer la courbe paramétrée par r(t) = % cos®ti+ % sin®tj+ sin®tk

(a) Calculer la longueur de la portion de la courbe comprise entre les points corres-
pondant a ¢t =0et t = 5.

(b) Calculer la longueur de la portion de la courbe entre t =0 et ¢ = 7.

4. Soit r(t) = +t3i+ $t?j+ 3tk, t > 0. Calculer s(t), la fonction longueur d’arc pour le
chemin donné.

Pour mieux comprendre.

5. Trouvez la paramétrisation spécifiée de la partie du premier quadrant du cercle 22 +y? =

a?.

(a) En terme de la coordonnée y.


https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/fonction-courbure.html
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/sec-Longueur-courbure.html#fonction-courbure
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/fonction-courbure-if.html
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(b) En terme de I'angle entre la droite tangente et 'axe des x positif.

(¢) En terme de la longueur d’arc a partir de (0, a).

Ci-contre, se trouve le graphe de la fonction
paramétrée r(t). Soit s(t) la longueur d’arc le
long de la courbe de r(0) & r(t). Indiquez sur le r(t+ 1)
graphe s(t+h)—s(t) et r(t+h) —r(t). Est-ce que
ces quantités sont des scalaires ou des vecteurs ?

r(0)

7. Trouver la longueur d’arc du chemin r(t) = t™i+ t™j+ t3m/2 pour 0 < a <t<b,
avec m > 0. Exprimez le résultat en termes de m, a, et b.

8. Une particule se déplace le long de la courbe C, intersection des surfaces 2z = 12y et
18z = yz, vers le haut. Lorsque la particule se trouve a (1,3, 6) son vecteur vitesse v et
son vecteur accélération a sont

v=06i+12j+12k a=27i+30j+6k
(a) Donner un paramétrage de C avec parametre u = g.
(b) Trouver la longueur de la portion de C entre (0,0,0) et (1,3,6).

(¢) Siu=wu(t) est la valeur du parametre pour la position de la particule au temps
t, trouver % lorsque la particule se trouve a (1,3,6).

(d) Trouver ‘fT?j lorsque la particule se trouve a (1, 3,6).

9. Soit C la courbe intersection des surfaces y = 2 et z = %xg. Une particule voyage le
long de C avec vitesse (scalaire) constante, telle que fli—f > 0. La particule se trouve a
(0,0,0) au temps t = 0 et au point (3,9, 18) au temps ¢t = %

(a) Trouver la longueur de la portion de C entre (0,0,0) et (3,9,18).

(b) Trouver la vitesse (scalaire) de la particule.

(¢) Trouver le vecteur vitesse de la particule lorsqu’elle se trouve & (1, 1, %)
)

(d) Trouver l'accélération de la particule lorsqu’elle se trouve a (17 1, %)

Pour aller plus loin.

10. Reparamétrage. Soit r : [¢,d] — R™ un chemin simple et lisse, et h : [a,b] — [c,d]
une bijection de classe C'. Posons v = r o h. Si h/(t) > 0 pour tout ¢, on dit que
~ est un reparamétrage de r; si h'(t) < 0 pour tout ¢, on dit que ~ est un anti-
reparamétrage de r.

(a) Montrer que « et r ont la méme image.

(b) Montrer que ¥'(t) = 1/(¢)r’(h(t)). Que peut-on dire des directions de v'(t) et de
1’ (h(t)), selon le signe de h'?
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(¢c) Montrer, a 'aide du changement de variable u = h(t), que les longueurs cal-
culées avec ~ et avec r sont égales, qu’il s’agisse d’un reparamétrage ou d’un
anti-reparamétrage.






Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au calcul différentiel des fonctions de plusieurs va-
riables a valeurs réelles. Nous commengons par nous intéresser a la continuité pour définir les
dérivées. Comme dans le cas des fonctions d’une variable, nous étudierons les approximations
linéaires, et il sera également question d’objets tangents. Le vecteur gradient jouera un role
important. Finalement, nous verrons I'optimisation de ces fonctions, avec ou sans contraintes.

2.1 Fonctions de plusieurs variables

Dans le parcours mathématique usuel, on étudie les fonctions d’une variable. Une telle fonc-
tion est une régle qui associe exactement une quantité (un nombre ou un vecteur par exemple)
a une valeur donnée. On étudie les fonctions réelles d’une variable réelle et leurs applications a
I’aide de graphiques, des limites, de leurs dérivées ou de leurs intégrales notamment. Nous ver-
rons que la plupart des idées du calcul & une variable trouvent leur place avec plusieurs variables.
Bien entendu, certains ajustements seront nécessaires.

Domaine, graphe et ensembles de niveau

Définition 2.1.1

Une fonction de plusieurs variables d valeurs réelles, disons f, est la donnée d’une région
D C R™ et d’une régle qui, & chaque point r € D, fait correspondre un nombre réel f(r). Le
domaine de f est ’ensemble D, tandis que son image est ’ensemble des valeurs prises par
f, c’est-a-dire {f(r)|r € D} ; il s’agit d’un sous-ensemble de R. On écrit dans ce cas

"D —R
r— f(r)

et on lit « f va de D dans R et applique (ou envoie) r sur f(r) ».

* Dans le cas n = 2, on aura que D est une région du plan R? et I'on écrira f(x,y) au
lieu de f(r), ou f(z1,z2) au lieu de f(x).

* Dans le cas n = 3, on aura que D est une région de I'espace R? et 1’on écrira f(z,y, 2)
au lieu de f(r), ou f(z1,z2,x3) au lieu de f(x).

Si seule la régle est donnée sans préciser le domaine, on conviendra que le domaine est le
plus grand ensemble de points r tel que ’expression donnée est un nombre réel.

Exemple 2.1.2

Supposons que nous lancions un projectile du niveau du sol (avec un baton de golf, un
canon...). Supposons que notre projectile ne tourne pas et qu'’il est soumis seulement &
la force gravitationnelle g. Dans ces conditions, la distance horizontale que le projectile
voyagera, disons z, dépend de la vitesse initiale, disons x (en metres par seconde), et de
Pangle de tir, disons y (en radians). On aura alors z = f(x,y) = éxQ sin 2y.

59
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Exemple 2.1.3

Soit f : (z,y) = VT + /y + In(4 — 2% — 4y?).
(a) Trouver le domaine de f et le représenter graphiquement.

(b) Calculer f(1/4,1/4).
Solution.

La présence des termes \/z et \/y im- 1
pose d’avoir z > 0 et y > 0, de sorte sl
que le domaine se trouve dans le premier
quadrant. Par ailleurs, il faut aussi avoir N
4 — 2% — 49% > 0. L’équation 2% 4 4y = 4 N

(a) définit une ellipse, la région qui nous in- \
téresse est donc la partie du premier qua- \
drant contenant 1’origine, limitée par 1’el- 1 2
lipse (7/2)? + y?> = 1. Les segments de
droite correspondant aux axes font partie
du domaine, mais pas la portion de ’ellipse.

[T
-

Figure 2.1.4 Le domaine de la
fonction f.

(b) Un calcul direct nous donne

F(1/4,1/4) = \/1/4+ \/1/4 +In(4 — 1/16 — 4/16)
=1+ 1n(59/16).

Lorsqu’on étudie une fonction d’une variable, on la représente a 1’aide de sa courbe associée,
ou son graphe. Si f : [a,b] — R est donnée, la courbe est I'ensemble {(z,y) € R?|y = f(z),z €
[a,b]}. Cette définition se généralise aux fonctions de plusieurs variables.

Définition 2.1.5

Soit D C R? et f : D — R une fonction donnée. Le graphe de f est ’'ensemble

{(x,y,z) € Rs‘z = f(x,y), (x,y) € D}

Notons qu’il s’agit d’une surface dans R3.

Remarquons qu’il est habituel d’identifier le domaine D, qui est une partie de R?, & un
sous-ensemble de R3, & savoir

{(2,9,0) € R®|(z,y) € D}.

De fagon plus générale, on peut définir le graphe d’une fonction f définie sur une partie D
de R™ comme I’ensemble des points (x, f(x)) de R™ x R qu’on identifie naturellement & R™"*1.

Lorsqu’on étudie une fonction a plusieurs variables, on s’intéresse au role isolé de chacune
des variables. Si, par exemple, on s’intéresse a f(z,y) et que l'on fixe la valeur de la variable x
& © = xg, on obtient une fonction de la seconde variable : g(y) = f(zo,y). De la méme fagon,
nous avons une fonction h(z) = f(x,yo) lorsque yo est fixée. La courbe de la fonction z = h(z),
tracée sur le plan vertical (parallele a 'axe des x) d’équation y = yo, fait partie de la surface S
d’équation z = f(z,y). Cette courbe est en fait l'intersection du plan y = yo avec la surface S.
Avant d’illustrer ces concepts a I'exemple 2.1.7 ;| donnons une définition plus précise.
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Définition 2.1.6

Soit f(x,y) une fonction de deux variables définie sur une région D et (xg,y0) € D. Alors,
¢ la trace de f dans la direction des x, a la valeur y = yq, est la courbe d’équation
z = f(z,yo) dans le plan y = yo ;

* la trace de f dans la direction des y, a la valeur x = zq, est la courbe d’équation
z = f(xg,y) dans le plan & = xo.

Exemple 2.1.7

Considérons la fonction f(z,y) = 22 sin 2y. Nous avons alors quelques traces :

* Dans la direction des x, elles sont données par les courbes d’équation

° z= f(z,0) =0 ala valeur y = 0;
o z= f(z,m/6) = a?sinm/3 = %V/3/2 & la valeur y = 7/6;
© Z:f(‘r737r/4):.’EQSiHQﬂ'/Q:—x2é]avaleury:?)ﬂ_/4.

On voit tout de suite qu’il s’agit de paraboles, a ’exception des traces a y = 0,y =
/2,y = 7. Dans ces cas, on a des droites horizontales.

¢ Dans la direction des y, les traces sont données par les courbes d’équation

°o z= f(0,y) =0 ala valeur z = 0;
o z= f(5,y) = 25sin2y a la valeur z = 5;
° z= f(10,y) = 100sin 2y a la valeur x = 10.

Dans ce cas, il s’agit de courbes sinusoidales.

Afficher des traces dans
Ia direction

) cesn (] ey

."vozo.ea ®5-2

Ce sont des paraboles

Ce sont des sinusoidales.

[standalone]
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Figure 2.1.8 La surface d’équation z = 22 sin 2y ainsi que quelques traces

La méthode des traces permet de visualiser et d’esquisser une surface d’équation z = f(x,y).
En effet, on congoit la surface comme un amoncellement de courbes (les traces). Ceci a été fait
en considérant les coupes de la surface par des plans d’équation x = zg ou y = yg.


https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Traces.html
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/S2-1-Plusieurs-variables.html#Traces
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/Traces-if.html
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On voit maintenant une autre méthode, ap- ~ ?

parentée & ce qui est souvent fait en carto-
graphie, ot 'on consideére les lignes de niveau

constant du terrain, ou en météorologie, ou ’'on =3

considere les courbes isothermes. Ceci corres- S~ ]

pond a faire les coupes selon des plans horizon- Q é\
taux d’équation z = zy et a faire la projection

sur le plan z = 0 (voir la figure ci-contre).

Figure 2.1.9 Une surface z = f(z,y)
ainsi que quelques courbes de niveau et
quelques traces horizontales

Définition 2.1.10

Soit f une fonction de deux variables définie sur une région D. Pour un réel k donné, la
courbe de niveau k de f est I’ensemble

k) ={(z,y) € D| f(x,y) = k}.

On doit noter que la trace au niveau k est 'intersection de la surface z = f(x,y) avec le plan
z = k. La courbe de niveau k, pour sa part, est la projection de la trace sur le plan z = 0. Il est
commun d’utiliser des couleurs sur une surface pour représenter ses variations.

Les figures ci-bas montrent la surface z = f(x,y) de la fonction considérée, ainsi que le
diagramme de ses courbes de niveau.

6.5

5.5

4.5

3.5

2.5

15

Figure 2.1.11 La surface z = f(x,y) Figure 2.1.12 Un diagramme de courbes de ni-
veau.

Exemple 2.1.13

Etudier les courbes de niveau des fonctions fi(z,y) = 22 + 32 et fo(z,y) = /22 + 2.

e Pour fi, on doit étudier les courbes d’équation 22 4 y? = k. On voit tout de suite
que ’ensemble solution de cette équation est vide pour k£ < 0, réduit a l'origine si
k = 0 et représente le cercle de rayon vk centré a l'origine si k > 0. Par ailleurs, les
traces dans la direction des z ou des y sont des paraboles des formes z = 22 + y2 ou
z = 2% + y?. La surface d’équation z = f(z,y) est un paraboloide.
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* Pour f, on étudie les courbes d’équation 1/z2 + y2 = k. A nouveau, aucune solution
pour k£ < 0, 'origine lorsque & = 0 et un cercle centré a l'origine pour k& > 0, mais
de rayon k cette fois. Les traces dans la direction des = et des y sont données par
z = Va2 = |z| et z = |y|. La surface obtenue cette fois est la moitié supérieure d’'un
cone.

Figure 2.1.14 Le graphe et les courbes Figure 2.1.15 Le graphe et les courbes
de niveau de z = 22 + y? de niveau de z = \/x2 + 2

A vous de jouer 2.1.16

Soit f(x,y) = 222y + 14x + 10.
Déterminer une équation de la courbe de niveau de f(z,y) passant par le point (5,1).

Fonctions de trois variables

Les notions vues pour les fonctions a deux variables s’appliquent mutatis mutandis aux

fonctions de trois variables.

La représentation d’une fonction de 3 variables par son graphe n’est pas pratique. En effet,

si f(z,y,2) est donnée, son graphe défini par w = f(z,y, ) est un sous-ensemble de R*.

Cependant, la notion d’ensemble de niveau a une interprétation tres concrete. Pour les

fonctions a deux variables, les ensembles de niveau sont les solutions d’équation de la forme
f(x,y) = k, ce sont donc des courbes. Notons qu'il n’est pas toujours possible d’isoler une des
variables en fonction de l'autre, c’est-a-~dire de donner une équation de la forme y = ¢(x) pour
une telle courbe. Pour une fonction a trois variables, on s’intéresse aux solutions d’équation de
la forme f(z,y,z) = k.

z

Définition 2.1.17

Soit f une fonction de trois variables définie sur une région D C R3. Pour un réel k donné,
I’ensemble de niveau k de f est ’ensemble

FHk) = {(,y,2) € D| f(w,y,2) = k}.

L’ensemble de niveau k est donc une surface de 1’espace R3.
Remarquons que si une surface S est donnée explicitement par une équation de la forme
= f(=z,y), alors on peut poser F(x,y,z) = z — f(z,y), et la méme surface S peut étre

considérée comme la surface de niveau 0 pour la fonction F. Les ensembles de niveau de la
fonction f sont, quant & eux, des courbes d’équation f(x,y) = k.

H
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Exemple 2.1.18

Déterminer les surfaces de niveau de la fonction f(z,y,2) = 2% + y? — 22.

On s’intéresse aux solutions de
2?2 —k (%)
pour différentes valeurs de k.

e Si k =0, alors I'équation (*) devient 2 + y? = 22. La surface correspondante est le
cone circulaire dont 1'axe est 'axe Oz.

* Supposons k < 0, disons k¥ = —c? pour un certain ¢ > 0. L’équation () devient
22 4+ y? — 22 = —c?. Les sections de la surface correspondante par les plans = 0 ou
y = 0 sont les hyperboles y? — 22 = —c? et 22 — 22> = —c? des plans £ = 0 ou y = 0.

Ces hyperboles coupent 'axe Oz. Les sections par le plan z = zy sont vides lorsque
28 < ¢ et sont des cercles de rayon y/z2 — ¢2 sinon. Les surfaces de niveau sont donc
des hyperboloides a deux nappes.

* Supposons maintenant k > 0, disons k = ¢? pour un certain ¢ > 0. L’équation ()
devient z? + y? — 22 = 2. Les sections par les plans z = 0 ou y = 0 sont encore des
hyperboles dans les plans Oxz et Oyz, mais, cette fois, leurs équations sont 22 —22 = ¢?
ou y? — 2% = ¢? respectivement. Elles ne coupent pas 'axe Oz, mais les axes Ox ou
Oy. Les sections par le plan z = zy sont des cercles, et ce, peu importe la valeur de

zp. Dans ce cas, les surfaces de niveau sont des hyperboloides & une nappe.

Figure 2.1.19 Quelques surfaces de niveau de f(z,y,z) = 22 + 3% — 22

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Dans chacun des points (a) et (b) ci-dessous, on vous fournit un croquis des parties
du premier quadrant de quelques courbes de niveau d’une certaine fonction f(z,y).
Esquissez le premier octant du graphe correspondant z = f(z,y).



3.

4.
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(b)

x
Esquissez quelques courbes de niveau de la Z
fonction f(x,y) dont le graphe z = f(x,y) est
esquissé ci-contre.
Y

Esquissez quelques courbes de niveau de
(a) f(z,y) =22 + 292 (b) f(z,y) = xy. (¢) flz,y) =xe V.

Esquissez les courbes de niveau de f(x,y) = ;Tyyg

Pour mieux comprendre.

5.

. . . .2 2
Dessinez un diagramme de courbes de niveau de f(x,y) = e~ 7% montrant tous les
types de courbes de niveau qui se produisent.

Une surface est donnée implicitement par 22 + 3% — 22 +2z =0
(a) Esquissez plusieurs courbes de niveau z =constante.

(b) Dessinez un esquisse sommaire de la surface.

Esquissez ’hyperboloide 2% = 422 + y? — 1.

Décrivez les surfaces de niveau de

(a) f(:c,y,z) = z? +y2+2’2. (C) f(x,y,z) = 22 +y2.
(b) flz,y,2) =z + 2y + 3=

Esquissez les graphes de

(a) f(z,y) =sinx 0<z<2m 0<y< 1.
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(b) f(z,y) = Vx> +y2
(c) f(z,y) = [z +[yl].
10. Esquissez et décrivez les surfaces suivantes.
(a) 422 + y? = 16.

(b) z+y+2z=4.

(€) 4+ ¥ 42 —1.

(f) 2> +y* + 22+ 42 — by + 92— b= 0,
ou b est une constante.

x 2 22
@ i=7T+%
(h) z = a2,

11. (Tiré de [10].) Associer chacune des fonctions suivantes & son diagramme de courbes
de niveau (repéré par I-VI), puis utiliser l'applet ci-dessous — des boutons A a F
permettent d’afficher, une a la fois, la surface correspondant a chacune des fonctions

(a)—(f) — pour vérifier ses réponses.

—

a) f(w,y) = sin(zy)

—~

b) f(x,y) =€"cosy

—~

¢) f(z,y) =sin(z —y)

\|/‘\|/\|/‘\|/ <

N

(d) f(z,y) =sinz —siny
() flz,y) =1 —2")(1-y?)

11

AN

7

S

Figure 2.1.20 Les courbes de niveau, dans l'ordre I-VI des fonctions (a)—(f) ci-dessus.
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Figure 2.1.21 Applet interactif : choisir une lettre pour afficher la surface correspon-

dante.
Note. Cet applet a besoin d’une connexion internet (il s’exécute sur un serveur

Sage public).

Pour aller plus loin.
12. La surface inférieure présente des courbes de niveau circulaires, centrées le long de ’axe

z. Les lignes données sont 'intersection de la surface avec la moitié droite du plan yz.
Donnez une équation de la surface.
1 2= 3(y - 1)

1
1

ey .



https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/fig-appariement-interactif-2.html
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/S2-1-Plusieurs-variables.html#fig-appariement-interactif-2
https://rel-math.communaute.usherbrooke.ca/relcalc-3/fig-appariement-interactif-2-if.html
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2.2 Limites et continuité

Rappelons ce que nous entendons par « limite d’une fonction d’une variable » avant de
considérer le cas de plusieurs variables.

Si f est une fonction d’une variable dont le domaine contient des points arbitrairement pres
de la valeur a (peut-étre que a fait partie de ce domaine aussi, mais peut-étre pas), ce qui veut
dire que a est un « point limite du domaine », on écrit

lim f(z) =1L

r—a
lorsque les valeurs de f(x) peuvent étre aussi prés que l'on veut de L, pourvu que 'on puisse
choisir z suffisamment pres de a, mais sans étre égal a a. En d’autres termes, peu importe la
marge € que ’on se donne, on doit avoir |L — f(x)| < € aussitdt que 'écart |z — a|, sans étre nul,
est inférieur & un certain seuil 4 > 0 qui est a déterminer.

Limites

Si on lit attentivement ce qui précede, on remarque que toutes les notions impliquées ont du
sens dans R"™ : les valeurs absolues mesurent des écarts. Il suffit donc de les remplacer par des
normes.

Définition 2.2.1

Soit D C R”, f: D — R et a € R" tels que D contient des points arbitrairement pres de a.
On dit que la limite de f lorsque x tend vers a est L, ce qu’on écrit

lim f(x) =L

X—a
si la valeur de f(x) peut étre aussi prés de L que l'on veut, pourvu que l’écart entre x et a

soit suffisamment pres de 0, mais sans étre nul. Ceci revient a dire que, pour tout € > 0, il
existe 0 > 0 tel que 0 < ||x —a|| < d, et x € D entraine |f(x) — L| <.

e Dans le cas ou n = 2, si 'on veut écrire explicitement les variables, on écrira naturellement

lim z,Y).
(z,y)—=(za,ya) f@,y)

¢ On écrit souvent aussi

f(x) — L ou f(x) — L lorsque x — a.
X—a

S’il est vrai que la définition pour les fonctions de plusieurs variables est en tout point semblable
a celle pour les fonctions a une variable, il y a une différence substantielle entre les deux contextes.
Avec une seule variable, x peut se rapprocher de a par la gauche ou par la droite, il n’y a que
deux directions de rapprochement. Pour que la limite lim,_,, f(x) existe, on demande que les
deux limites latérales coincident, c’est-a-dire

lim f(z) = lim f(x).
T—a~ r—at
Dans ce cas, la limite lim,_,, f(z) est la valeur commune des deux limites latérales.
Dans le cas des fonctions & plusieurs variables, il y a beaucoup plus de « place » pour que
x s’approche de a. Il existe une infinité de directions ou de fagons de s’approcher d’un point a
donné.
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Figure 2.2.2 Dans la figure de gauche, le cas d’une variable : on peut s’approcher par la gauche

ou par la droite d’un point donné. La situation est différente en deux variables, comme la figure
du centre et celle de droite l'illustrent.

Exemple 2.2.3

Soit f(x,y) = % pour (z,y) # (0,0). Ci-bas, on trouve les courbes de niveau ainsi que
le graphe de la fonction f.
1.0

0.5

—0.5 1

Figure 2.2.4 Les courbes de niveau et le graphe de f(x,y) = %

On observe dans le graphe que, autour de (0, 0), la surface semble ne pas étre lisse. Du
cOté des courbes de niveau, on voit que, prés du point (0, 0), il existe des points appartenant
a des courbes de niveau tres différents. Ceci suggere que la limite de f lorsque (x,y) — (0,0)
n’existe pas.

Si, au contraire, nous avions une limite, disons L, les valeurs de f(z,y) devraient s’ap-
procher de L & mesure que (x,y) s’approche de (0,0). En particulier, si (z,y) s’approche
de (0,0) le long de n’importe quelle trajectoire, alors f(x,y) doit s’approcher de L.

* Si (z,y) tend vers (0,0) le long de laxe des z, c’est-a-dire le long de la droite y = 0,
on aura y )
2 —y x
=2 —___ =1
flay) = — T E 2 b
et donc f(z,y) — 1 lorsque (z,y) — (0,0) avec y = 0. Ceci forcerait L = 1.

* Si, en revanche, on fait tendre (z,y) vers (0,0) le long de 'axe des y, c’est-a-dire le
long de la droite z = 0, on aura

2 _ .2 .2

= — = —1

)
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et donc f(z,y) — —1 lorsque (z,y) — (0,0) avec = 0. Ceci forcerait L = —1, ce
qui est une contradiction.

Ainsi, la limite de f lorsque (z,y) — (0,0) n’existe pas.

Le phénomeéne observé dans ’exemple précédent fournit un critére permettant de décider
qu’une limite n’existe pas.

Remarque 2.2.5 Critére des deux trajectoires.

Si f(x,y) — Ly lorsque (z,y) tend vers (zo,yo) le long d’un chemin C; et que f(z,y) —
Lo lorsque (z,y) tend vers (zg,yo) le long d’un autre chemin Cy avec Ly # Lo, alors

lim x,
(@,y)—=(z0,y0) f( y)

n’existe pas.

Une mise en garde s’impose cependant : si deux trajectoires donnent la méme limite, il n’est
pas possible de conclure que la limite existe. L’exemple suivant montre cette situation.

Exemple 2.2.6

Considérer f(z,y) = % et étudier la limite de f lorsque (z,y) tend vers (0, 0).
A I'instar de Pexemple 2.2.3, essayons plusieurs droites non verticales, d’équation y = kz.

Nous avons, sur une telle droite,

x(kx)? k23 k2x
= k = = =
f(l'ay) f(ac, I) 2+ (k:z:)4 22 + kgt 1+ kg2’

ce qui donne que f(z,y) — 0 lorsque (z,y) — (0,0) le long de la droite y = kx. Nous
avons donc une infinité de trajectoires le long desquelles la limite est nulle. Ceci ne suffit
pourtant pas pour établir que la limite existe et est zéro.

Analysons le graphique des courbes de niveau ainsi que le graphe de f.

2.04

1.5 1

1.04

—0.5 1+

—1.01

—1.54

—2.01; i ; ; ; i
—-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
X

10 15 20

Figure 2.2.7 Les courbes de niveau et le graphe de f(z,y) = %

A nouveau, on voit un probléme & I'origine. Les courbes de niveau indiquent que, pres de
) )
lorigine, on a des points sur des courbes de niveau de niveaux tres différents. Ces courbes
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ont I’aspect de paraboles. Le long de la parabole z = 32, on a

2 vyt 1
fey) =1y = =5 =5
de sorte que f(z,y) — 3 lorsque (z,y) — (0,0) le long de y? = x. Ceci suffit donc pour
conclure que la limite de f(z,y) lorsque (z,y) — (0,0) n’existe pas.

Notons que le diagramme des courbes de niveau suggere a lui seul de considérer des
paraboles de la forme x = ky? avec différentes valeurs de k comme trajectoires donnant des
limites différentes.

Voyons maintenant un exemple d’une limite qui existe.
Exemple 2.2.8

Soit f(x,y) = % pour (z,y) # (0,0). A nouveau, le numérateur et le dénominateur
tendent vers 0 lorsque (z,y) tend vers (0,0). Cependant, dans ce cas, le numérateur est de
degré total 3, tandis que le dénominateur est de degré total 2. On peut donc s’attendre a
ce que « le numérateur 'emporte » et que la limite soit 0. Par ailleurs, le diagramme des

courbes de niveau et le graphe de f appuient ceci. Montrons que c’est effectivement le cas.
1.0

0.25

0.5

> 0.0 0:0
—0.25

2x2y
z2+y2

Figure 2.2.9 Les courbes de niveau et le graphe de f(z,y) =

Soit donc € > 0. On soupgonne que la limite est L = 0, on s’intéresse donc a la quantité

22°|y|
—L| = = .
[f(@y) = LI =1f(@y)l = 57 )
Nous devons montrer qu’il est possible de choisir § > 0 tel que la condition 0 < y/x2 + y? <
2
& entraine j;” +|32| <e€

Or, y? > 0, de sorte que z2 < z2 + %2, et donc % < 1. Ainsi, |f(z,y) — L| < 2]y|.
11 suffit alors de poser 6 = ¢/2. En effet, dans ce cas, si /22 + y? < §, nous aurons
lyl < /22 + 92 < =¢/2, et donc

€
F) — 1) < 2yl < 25 =«
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A vous de jouer 2.2.10
Trouver les limies, si elles existent ou écrivez NE si une d’elles n’existe pas.
. 512
lim ———-—
(2,y)—(0,0) 5?2 + 2y?

1) Le long de l'axe des « :
2) Le long de 'axe des y :
)
)

3) Le long de la droite y = mx :
4) La limite donnéé en début du probléme :

Dans la pratique, il est fastidieux d’étudier les limites en utilisant la définition. C’est pour
¢a qu’on s’intéresse a des propriétés générales : il s’agit d’adaptations au contexte des fonctions
de plusieurs variables de résultats connus pour les fonctions d’une variable. Etant donné que
celles-ci sont valables en toute généralité, nous les énoncgons avec le langage vectoriel. Par ailleurs,
rappelons que si f,g sont deux fonctions et que o € R, alors on peut construire les fonctions
af, f+g, fg et L par les formules (f)(x) = af(x), (f+9)(x) = F(x)+9(x), (f9)(®) = f(X)g(x)

et (5) (x) = %, pourvu que g(x) # 0.

[ Théoréme 2.2.11 Propriétés des limites. ]

Soit D CR™ et f,g: D — R telles que limy_,, f(x) = L1 et limy_,, g(x) = Lo. Alors, pour
tout a € R, nous avons
(CL) hmx—m(af) (X) =aly; (C) hmx—)a(fg)(x) =1Ly Ly;

(6) limgosa(f + 9)(x) = Ly + Lo ; (@) T (£) (x) = £2 51 Lo £ 0.

En somme, ce théoreme nous dit que lorsque les limites existent, elles se comportent comme
nous nous y attendons.

Par ailleurs, le résultat suivant est souvent utile, car il permet de se ramener a des fonctions
dont les limites sont connues.

[ Théoréme 2.2.12 Théoréme du sandwich. ]

Soit D CR™ et f,g,h: D — R telles que limg_,, f(x) = L1 = limy_,, g(x) et f(x) < h(x) <
g(x) pour x € D. Alors, limy_,, h(x) = L.

Exemple 2.2.13

Considérer la limite de 'exemple 2.2.8 & nouveau. Nous avons

222yl _ 2yl

—0l = <
|f(z,y) | 22 + 2

Comme |y| — 0 lorsque (z,y) — (0,0), le théoréme du sandwich donne f(z,y) — 0 lorsque
(z,y) = (0,0).

Une technique utile pour I’étude de certaines limites est le passage aux coordonnées polaires.
ns qu’a un poin rdonnées (x u plan, on i rdonné ir
Rappelons qu’a oint P de coordonnées (z,y) du plan, on associe ses coordonnées polaires

(r,0), o r = ||OP]| et ou 8 est 'angle orienté formé par 1’axe des abscisses et la demi-droite
oP.
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x =rcost @9

y=rsind

En particulier, les points qui sont prés de l'origine sont ceux pour lesquels r est petit, sans
égard a la valeur de 6.
Voyons quelques exemples.

Exemple 2.2.14

Considérer & nouveau la fonction f(z,y) = jTyyg pour (z,y) # (0,0) et étudier la limite

lorsque (x,y) — (0,0). En coordonnées polaires, nous avons

r2cos?f - rsinb

2 .
=rcos” 6 -sinf.
r2cos? 0 + r2sin® 0

fz,y) = f(rcosf,rsinf) =

Comme |rcos? fsinf| < r et que r — 0 lorsque (z,y) — (0,0), nous retrouvons le fait que
f(z,y) — 0 lorsque (z,y) — (0,0).

Exemple 2.2.15
Considérer a nouveau la limite de ’exemple 2.2.3. En coordonnées polaires, nous avons

r2cos?6 — r?sin?0

—— = cos? 0 — sin® 6 = cos 26.
r2cos? 6 + r2sin” 0

fz,y) =

Cette fois, la valeur de f est indépendante de r, mais est constante sur toute droite dont
I’équation polaire est de la forme 6 = . Ceci explique I’allure des courbes de niveau.

Comme lim, 4y, (0,0) cos 20 = cos 26 n’existe pas (chaque choix de ¢ donne une limite
différente), il en va de méme pour lim, ,y_(0,0) f(Z,¥)-

A vous de jouer 2.2.16

2.1

Etudier le comportement de f(x,y) = R lorsque (z,y) tend vers (0,0).
£ Y

(a) En passant en coordonnées polaires, on trouve

621
lim (72 2) = lim ( ) =

(z,y)—(0,0) \Z* + Yy r—07+, 6 quelconque

Utiliser « theta » pour 6. Use « infinity » for « oo » and « -infinity » for « —oo ». Use
« DNE » for « Does not exist ».

(b) Puisque f(0,0) n’est pas définie, f a une discontinuité en (x,y) = (0,0). Est-il
possible de définir une fonction g : R? — R telle que g(z,y) = f(x,y) pour tout (z,y) #
(0,0) et que g soit continue partout ? Si oui, quelle serait la valeur de ¢(0,0) ? S’il n’existe
pas de telle fonction continue g, écrire DNE.

9(070) =
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Continuité

Rappelons qu’une fonction f d’une variable est dite étre continue en a si lim,_,, f(x) = f(a).
Cela présuppose notamment que la fonction est définie en x = a. Le calcul d’une limite d’une
fonction continue se fait donc par simple évaluation. Pour les fonctions de plusieurs variables,
on procede de la méme facon.

Définition 2.2.17

Soitae DCR" et f: D — R.Ondit que f est continue en a si limy_,, f(x) = f(a). Si f
est continue en tout point de D, on dit qu’elle est continue sur D.

Principe 2.2.18 ]

De facon intuitive, une fonction f est continue en un point a si une petite variation de x
pres de a entraine une petite variation de f(x). En d’autres termes, si u est un vecteur
unitaire quelconque et que h est un « petit » nombre réel, on aura

Fla+ ) ~ f(a).

Les propriétés des limites vues au théoreme 2.2.11 permettent d’obtenir les propriétés cor-
respondantes pour la continuité.

[ Théoréme 2.2.19 Propriétés des fonctions continues. ]

Soita€e D CR"™ et f,g:D — R deux fonctions continues en a et o € R. Alors, il en va de
méme pour les fonctions af, f—+g, fg. Si, en plus, g(a) # 0, alors la fonction 5 est aussi

continue en a.

Exemple 2.2.20

Toute fonction de la forme f(z,y) = ca™y™ avec n, m des entiers positifs est continue : elle
est obtenue avec des produits de fonctions continues. De la méme fagon, toute fonction po-
lynomiale, c’est-a-~dire toute somme de termes de la forme cx™y™, est une fonction continue.
Ceci s’étend naturellement aux fonctions de trois variables ou plus.

Exemple 2.2.21

En vertu du théoreme 2.2.19, toute fonction rationnelle, c’est-a-dire toute fonction de la
forme

~ pz,y)
fey) = q(z,y)

ou p et ¢ sont des polynomes, est une fonction continue sur ’ensemble de points tels que
q(x,y) # 0.

Au-dela de la multiplication par les constantes et des additions, produits et quotients de
fonctions, il est tres pratique de considérer leur composition. Sans surprise, la composition de
fonctions continues est une fonction continue.

[ Théoréme 2.2.22 |

Soit D CR™ et f: D — R une fonction continue.

(a) Si limage de [ est contenue dans une partie U de R et que ¢ : U — R est continue,
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alors o f: D — R est une fonction continue également.

(b) Sir: 1 — R™ est un chemin dont les composantes sont des fonctions continues et
que la courbe est contenue dans D, alors le chemin for : I — R est une fonction
continue.

Exemple 2.2.23

Soit g(z,y) = arctan (i—f?‘;) La fonction f(z,y) = % est une fonction rationnelle. Elle

est continue sur le plan R? privé de la droite z — y = 0. La fonction ¢(t) = arctan(t) est
continue partout. Il en résulte que la fonction g = ¢ o f est continue sur le plan privé de la
droite z — y = 0.

Figure 2.2.24 Les courbes de niveau et le graphe de g(x,y) = arctan (%5) On observe
un changement brusque de niveau le long de la droite x — y = 0. Ceci correspond a la
discontinuité de cette fonction. La surface, de son c6té, présente une déchirure le long de la

droite z — y = 0.

Exemple 2.2.25

Soit r(t) = costi+sintj = z(t)i+ y(t)j avec ¢ € [0,27] un paramétrage du cercle. Il
s’agit d’une fonction continue puisque chacune de ses composantes 1’est. Soit de nouveau

g(z,y) = arctan (i—fz) Afin de calculer la composition for, on doit exclure les valeurs de

t dans [0, 27] qui font que z(¢) —y(t) = 0. Ceci arrive seulement si ¢t € {w/4, 57 /4}. Ainsi, la

composition f or est définie et continue sur [0, 27]\{7/4, 57/4}. Pour un tel ¢, nous avons
t int

fox(t) = aretan (21220,

cost —sint

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Supposons que f(z,y) est une fonction telle que  lim  f(x,y) = 10.
(@,y)—(0,0)

Vrai ou faux : [f(0.1,0.1) — 10| < |£(0.2,0.2) — 10|

2. Une meule martele le blé pour en faire de la farine. Le blé est placé dans un bassin, et
la meule le martele de haut en bas.
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Des échantillons de blé sont prélevés a différents endroits le long du bassin. Leurs
diametres sont mesurés et leur position sur le bassin est enregistrée.

Considérez cette affirmation : « Au fur et a mesure que les particules s’approchent
de la meule, leurs diameétres approchent les 50 um. ». Dans ce contexte, décrivez les
variables ci-dessous a partir de la Définition 2.2.1.

(a) x. (b) a. (c¢) L.

JJQ

3- SOit f($7y) - m.
(a) Trouvez un rayon approchant Uorigine le long duquel f(z,y) = 1.
(b) Trouvez un rayon approchant 1'origine le long duquel f(z,y) = 0.

(c¢) Qu’est-ce que le travail ci-dessus montre sur une limite de f(z,y)?

Pour mieux comprendre.

4. Soit f(z,y) = 2% —y?
(a) Exprimez la fonction en termes des coordonnées polaires r et 6, et simplifiez.

(b) Supposons que (z,y) est & une distance de 1 de V'origine. Quelles sont les valeurs
les plus grandes et les plus petites de f(z,y)?

(¢) Soit 7 > 0. Supposons que (z,y) est & une distance de r de Vorigine. Quelles sont
les valeurs les plus grandes et les plus petites de f(z,y)?

(d) Soit € > 0. Trouvez la valeur positive de r garantissant que |f(z,y)| < € lorsque
(z,y) est au plus a r unités de l'origine.

(e) Qu’est-ce que vous venez de montrer ?

5. Supposons que f(z,%) est un polynoéme. Evaluez  lim  f(z,y), o (a,b) € R2.

(z,y)—(a,b)

6. Evaluez, si possible,

(a) limy y) 2,1y (2 +2?). (d) limey)-0.0) w55

(b) lim(z,y)—0,0) 72177 (e) lim(z y)—(0,0) %

(0) lim(z 4y (0.0) 3557 (f) lim(g y)(0,0) ERELE=D,
7.

(a) Trouvez la limite : lim, ,y—(0,0) iiiigi

(b) Prouvez que la limite suivante n’existe pas : lim, 4y (0,0) %

8. Evaluez chacune des limites suivantes ou montrez qu’elles n’existent pas.

3 3 2 4

(a) lim(zy)—(0,0) F27iz- (b) lim(z.y)(0,0) Z7ye-
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9. Evaluez chacune des limites suivantes ou montrez qu’elles n’existent pas.
. 2,2, 2 2
(2) Lim(z,y) (0.0 220
i 2,2 9,2 2
(b) limay)0,1) Gy rmte
10. Définissons, pour tout (z,y) # (0,0), f(z,y) = 77
(a) Soit 0 < 0 < 2. Calculez lim,._,o+ f(rcosf,rsin).
(b) Caleulez lim, o f(x, z?).

(c) Est-ce que lim(, 4y (0,0) f(,y) existe?

11. Calculez les limites suivantes ou expliquez pourquoi elles n’existent pas.

A T . a:2 T 2 4
(a) hm(m,y)ﬁ(o’o) ﬁ (c) hm(w,y)ﬂ(*l’l) +12+7yy4+y
(b) lim(y, ) (0,0) TH2s. (d) lim(z,y)—(0,0) [¥1°-

2.3 Dérivées partielles

Motivation

Nous sommes maintenant en mesure de définir les dérivées partielles des fonctions de plusieurs
variables. Avant de le faire, rappelons comment la dérivée f’(a) d’une fonction d’une variable
a été définie. On imagine que l'on se déplace le long de I'axe des abscisses dans la direction
positive et que ’'on mesure, par exemple, la température que 'on note f(z). Le taux de variation
instantané de température lorsque ’on passe par x = a est

) = ¥ (o) g Hat D) = f@) )~ ),

 dx h—0 h z—a Tr—a
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Définition des dérivées partielles

On suppose maintenant que 'on se déplace 94
sur le plan Ozy et que la température au point
(z,y) est f(x,y). On peut passer & travers le
point (z,y) = (a,b) en se déplacant de plusieurs 1-
fagons. Il semble irréaliste de penser que le taux
de variation de la température pergue si I'on se
déplace parallelement a l’axe des = doit étre égal = 0-
au taux mesuré pour un déplacement paralleéle
a I’axe des y. Nous considérerons d’autres direc-
tions de déplacement plus tard. 1

Figure 2.3.1 Les courbes isothermes sur
une région du plan.

Par exemple, si I’on se situe au point (z,y) = (—1, —1) dans la figure ci-dessus, la température
ressentie est d’autour de 5.75. Si l’on se déplace dans la direction des x croissants, la température
a tendance a augmenter. Si, a partir de ce méme point, on se déplace plutét dans la direction
des y croissants, la variation est beaucoup plus faible, la température reste autour de 5.75.

Plus généralement, supposons que nous passons par le point (z,y) = (a,b) et que nous
nous déplagons parallélement a l’axe des = (dans la direction positive). Notre ordonnée, y, reste
constante : elle prend toujours la valeur y = b. Ainsi, on peut penser a la température comme
a une fonction d’une seule variable B(x) = f(z,b) et 'on mesure le taux de variation de cette
température :

dB y B(a+h)—B(a) lim fla+h,b) — f(a,b)

o () = i h ) h

. s e . R . R Y
On appelle ceci la « dérivée partielle de f par rapport & = au point (a,b) » et 'on écrit a—i(a, b).
Ici,

¢ le symbole 0, qu’on lit « partielle », signifie que l'on s’intéresse a une fonction de plus
d’une variable;

OF + 1 , ;. ‘s . s
e lex dan.s 5£ 11T1d1que qu’on dérive ou différentie par rapport a x, pendant que y est fixe,
c’est-a-dire traitée comme une constante;

. %ﬂé se lit « partielle de f par rapport a x ».

On prendra soin de ne pas écrire % lorsque % est requis. Nous verrons plus tard des situations
dans lesquelles % f et % f sont définies, mais ont des significations différentes.

Si, d’autre part, on passe par le point (z,y) = (a,b), mais en se déplagant parallélement a
laxe des y (dans la direction positive), alors notre abscisse, x, sera constante, prenant toujours
la valeur x = a. Ainsi, on peut penser & la température comme a une fonction d’une seule

variable A(y) = f(a,y) et 'on observe le taux de variation de température :
dA A(b+h) — A(D)

e .. fla,b+h)— f(a,b)
ay 0 = iy h = Jim h

On appelle ceci la « dérivée partielle de f par rapport a y au point (a,b) » et Pon écrit g—i(a, b).
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Tout comme dans le cas des dérivées ordinaires %(m) il est usuel de traiter les dérivées
partielles de f(z,y) comme des fonctions de (x,y) simplement en évaluant la dérivée partielle

au point (z,y) plutét qu’en (a,b).

Définition 2.3.2 Dérivées partielles.

Les dérivées partielles par rapport & x et & y d’une fonction f(z,y) sont

0 h,

0 (s ) = i Tt = ),
3f o J@y+h) — f(zy)
By ©v) = lim, h

respectivement, lorsque les limites existent. Les dérivées partielles de fonctions de plus de
deux variables sont définies de fagon analogue.

Les dérivées partielles sont tres utilisées, et il existe plusieurs notations qui peuvent étre
mieux ou moins bien adaptées & un contexte donné.

Définition 2.3.3

La dérivée partielle 2 (z,y) d’une fonction f(z,y) est aussi notée

ox
of
87307 fw<x7y)a f$7 sz(x,y), Dwf? le(l',y), le

L’indice 1 dans D, f signifie que f est differentiée par rapport & sa premiere variable. La

dérivée partielle gz (a,b) est aussi notée 2 7= | , ot la barre verticale et 'indice (a, b) servent
(a,b)
a indiquer que 3 8f est évaluée au point (x,y) = (a,b).
La notation (%) est utilisée pour rendre explicite le fait que la variable y est maintenue
y

constante?.

Interprétation géométrique des dérivées partielles

Nous allons maintenant voir I'interprétation géométrique de la dérivée partielle

of ... fla+h,b) — f(a,b)
Bz (@0) = fimy h

en termes du graphe z = f(z,y) de la fonction f(z,y). Ce graphe est illustré dans la figure
ci-bas. Il ressemble & une partie d’une sphére un peu déformée dans le premier octant.

o]l existe des applications dans lesquelles il y a plusieurs variables qui ne peuvent pas varier de facon in-
dépendante. Par exemple, la pression, le volume et la température d’un gaz idéal sont liés par 1’équation
PV = (constante)T. Dans ces applications, savoir quelles sont les variables qui sont maintenues fixes peut
étre ambigu.
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La définition de gf (a,b) fait in-
tervenir seulement des points sur le
graphe qui satisfont y = b, c’est-a-dire
des points sur la courbe intersection
de la surface z = f(x,y) avec le plan
y = b. Il s’agit de la courbe rouge
dans la figure. Les deux segments verti-
caux bleus ont des hauteurs f(a,b) et
fla + h,b), qui sont les deux termes

dans le numérateur de w.

Une vue de coté (en regardant du
coté gauche de l'axe des y) est es-
quissée dans la figure ci-contre. De
nouveau, les deux segments verticaux
bleus ont des longueurs f(a,b) et f(a+
h,b), qui sont les deux termes du numé-

rateur de M

z = f(z,y)
y=>=
fla+h.b)— f(a,b)

l«—— f(a,b)
< fla+h,b)
Y

b<—— (a,0,0)
=
— (a+h,b,0)

fla+ h,b)— f(a,b)

sz(va)7 y:b
< f(a,b)

«<—— f(a+ h,Db)

(a,b,0) (a + h,b,0)

Ainsi, le numérateur f(a+h,b)— f(a,b) et le dénominateur h sont respectivement la variation
verticale et la variation horizontale de la courbe z = f(z,b) de x = a & x = a+ h. Ainsi, %(a, b)
est précisément la pente de (la tangente a) la courbe intersection de la surface z = f(x,y) avec

le plan y = b aupoz'nt(ga b, f(a,b))
De la méme facon, 3

(a,b) est la pente de (la tangente ) la courbe intersection de la surface

z = f(x,y) avec le plan x = a au point (a,b, f(a,b)).

A vous de jouer 2.3.4

L’intersection du plan d’équation y = 1 et de la surface de la fonction z = 2 + 5xy — 3>

est une courbe de 'espace.

Déterminer la pente m de la tangente a cette courbe au point P(1,1,5).

m =
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Evaluation des dérivées partielles

Il suit de la discussion ci-haut que I'on peut calculer les dérivées partielles a% en tirant profit

de ce que 'on connait au sujet des dérivées usuelles %. Plus précisément :

* Pour évaluer g—i(x,y), on traite y dans f(x,y) comme une constante et 'on dérive la
fonction de x qui en résulte selon les regles usuelles.

* Pour évaluer %(m,y), on traite z dans f(z,y) comme une constante et 'on dérive la

fonction de y qui en résulte selon les regles usuelles.

* Pour évaluer %(mb), on traite y dans f(z,y) comme une constante et I'on dérive par
rapport a x selon les regles usuelles, puis on évalue en x = a, y = b.

¢ Pour évaluer g—i(a,b), on traite x dans f(z,y) comme une constante et ’on dérive par
rapport & y selon les régles usuelles, puis on évalue en z = a, y = b.

Voyons quelques exemples.
Exemple 2.3.5
Soit f(x,y) = 2® + 3% + 4xy?. Alors, puisque % traite y comme une constante,

Of _ 0 3y, 90 a2, 9
or ax(x )+ 8x(y )+ ax(

)
:&ﬂ+o+4ﬁ5;u):&ﬂ+4ﬁ,

dzy?)

et puisque 8% traite * comme une constante,

%_2 3 é 2 2 2

0
=0+2y+ 4xa—y(y2) = 2y + 8xy.

En particulier, a (z,y) = (1,0), ces dérivées partielles prennent les valeurs

of of

5y (10) = 3(1)2 +4(0)*=3 et a—y(1,0) = 2(0) + 8(1)(0) = 0.

A vous de jouer 2.3.6

2 — 4y
22 + 4y

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f(z,y) = In (

af B
(a) Oz ls,2)
(b)

> au point (z,y) = (3,2).

af;  _
oyla,2)

Exemple 2.3.7

Soit f(z,y) = ycosx+ze®. Alors, puisque % traite y comme une constante, %ey” = yeY®
et

g(w,y) = y(%(cosx) + emyg(x) +z

9 e™ régle du produit
ox ox

Ox

H
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= —ysinz + eV + zye®Y,
of B 0 0 4y
o) = cosa (1) + a5 (e

= cosx + z2e®Y.

Voyons maintenant une fonction de quatre variables.

Exemple 2.3.8

Soit f(z,y,2,t) = zsin(y + 22) + t?e3¥ In 2. Alors,

13}

L (2,,2,1) = sinfy + 22),

of 2 3

a—y(x,y,z,t) = zcos(y + 2z) + 3t“e’Y In z,

of 2 3

g(x,y,z,t) =2z cos(y + 2z) + t“e’? /z,
f 3

%(w,y,z,t} = 2te’YIn 2.

Voyons maintenant un exemple plus complexe : la fonction prend une valeur particuliere a
(0,0). Afin de calculer les dérivées partielles, il faut utiliser la définition.

Exemple 2.3.9 Calcul par la définition.
Soit

COS T—COS Y

0 siz=uy.

Si b # a, alors pour tout (z,y) suffisamment prés de (a,b), f(z,y) = %, et l'on
peut calculer les dérivées partielles de f au point (a,b) avec les régles usuelles de calcul.
Cependant, les choses sont différentes si (a,b) = (0,0). Pour calculer f,(0,0), on doit faire

y = 0 et trouver la dérivée de

cosx—1 5137#0
f(z,0) = ®
(=.0) 0 siz=0

par rapport a z au point x = 0. Comme on ne peut pas utiliser les regles usuelles, on doit
utiliser la définition pour calculer la dérivée :

f(h,O) — f(0,0)

12(0,0) 0 h
cos}i;—l -0
= ilzlg%) —— (h # 0 dans la limite)
g cosh —1
W0 B2
— i —sinh (17HA it 1)
T aho 2k opa
. —cosh ra .
= %1:1% 5 (PHopital)
1
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On peut évaluer la limite de COS}L# en substituant dans la série de Taylor

h? Rt
h=1-—" 4
coSs 5 + 0
On peut aussi utiliser la séries de Taylor pour comprendre le comportement de f(z,y)

lorsque (z,y) est pres de (0,0). Pour = # y,

2 4 2 4
N AT A R I I A
COST — COsYy 1 2!+4! } {1 2!+4! }
rT—yY rT—yY
2 2 4 4
"=y -y
_ ol +t T
rT—y

13’]2*3/2 1$4*y4

A a—y A a—y
z+y a4+ 2%y+ay?+4°

T 1l T

De sorte que (z,y) pres de (0,0),

—+ .
- siz Ay

0 siz=uy.

f(sv,y)%{

Ainsi, il semble (et ¢’est en fait le cas) que

* f(z,y) est continue & (0,0), et

* f(x,y) n’est pas continue a (a, a) lorsque a # 0 et que a est petit, et

° fx(ovo) = fy(ovo) = _%‘

Remarquons que cet exemple montre que l'existence des dérivées partielles n’entraine pas
la continuité, contrairement au cas des fonctions & une variable ou la dérivabilité en un point
entraine la continuité. Nous pouvons examiner davantage cet exemple.

Exemple 2.3.10 L’exemple 2.3.9 revisité.

Soit & nouveau

cosz—cosy i o 7& y
e
0 six=uy.
On calcule f,(z,y) pour tout (z,y).
Le cas y # x : Lorsque y # ,
0 cosx — cosy
fy(z,y) = @7
_ (x — y)a%(cosm —cosy) — (cosx — cosy)a%(x —y)
(z —y)?
(quotient)

(x —y)siny + cosx — cosy
(z —y)?
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Le cas y = x : Lorsque y = z,

fx,y+h) = fzy)

fy(z,y) = lim

h—0 h
— lim f(m,x—i—h) —f((E,fE)
h—0 h
cosz—cos(z+h) 0
1 z—(x+h) . o .
= lim (puisque h # 0 dans la limite)
h—0 h
— lim cos(z 4+ h) — cosx
T RS0 h? '

On applique maintenant la regle de 'Hopital, en gardant a I'esprit que, pour le calcul de
cette limite, x est une constante et h est la variable : on doit donc dériver par rapport a h.

. —sin(x + h)
z,y) = lim ——=
Fy(@:y) h—0 2h
Notons, d’une part, que si « n’est pas un multiple entier de , alors le numérateur — sin(z+h)
ne tend pas vers zéro lorsque h tend vers zéro, et la limite définissant f,(x,y) n’existe pas.
D’autre part, si z est un multiple entier de 7, alors le numérateur et le dénominateur tendent
vers zéro lorsque h le fait, et 'on peut appliquer la regle de I’'Hopital de nouveau.

. —cos(z+h)
= 1 _—
fy(xa y) hli)% 9
_ cosw
2
En conclusion :
(x—y) si]zzyj-;;azsa:—cosy si # y
fy(z,y) = —5F siz=y=km, keZ
n’existe pas six =y avec x # km,k € Z.

Exemple 2.3.11 Les dérivées partielles sans la continuité.

Dans cet exemple, on verra que la fonction

z? :

S siz#y
f(x,y){ v

0 sizx=y

n’est pas continue & (0,0), mais que les deux dérivées partielles f,(0,0) et f,(0,0) existent.
Calculons les dérivées partielles. Par définition,

h2
(0,00 =y h ST T
=1
2
o f(0,04+h) = £(0,0) . =0
14(0,0) = Jimy ? = Jim = = Jim 0
=0,

de sorte que les dérivées partielles f;(0,0) et f,(0,0) existent.
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Pour voir que, néanmoins, f(z,y) n’est pas continue a (0,0), on consideére la limite de
f(x,y) lorsque (x,y) tend vers (0,0) le long de la courbe y = 2 — 2. Cette limite est
2
lim (m,x — a:?’) = lim xi = lim 1,
z—0 e—0x — (x —a8) z-0x
qui n’existe pas. En effet, lorsque x tend vers 0 par la droite, % tend vers 400, et lorsque
x tend vers 0 par la gauche, % tend vers —oo.

Regardons de plus prés comment ceci est possible. Il se trouve que f,(0, 0) fait intervenir
seulement des valeurs de f(z,y) avec y = 0. D’une part, comme f(x,0) = z, pour toute
valeur de z, on a que f(z,0) est continue et différentiable. Quelque chose de semblable
arrive pour f,(0,0). D’autre part, le mauvais comportement de f(z,y) pour (z,y) preés de
(0,0) se présente seulement lorsque z et y sont tous les deux non nuls.

Voyons maintenant un exemple de dérivée partielle déguisée en limite.
Exemple 2.3.12
Dans cet exemple, nous allons évaluer la limite

3 3
lmjw+y+@ @+y).
z—0 (r+y)z

L’observation cruciale est que, lorsque ’on prend la limite pour z — 0, x et y sont fixes.
Ainsi, ils ne varient pas & mesure que z devient de plus en plus petit. De plus, cette limite est
exactement de la forme de celles qui apparaissent dans la définition des dérivées partielles
(voir définition 2.3.2).

Soit

(z+y+2)>
T, Y,z2) = —F
[z, y,2) @)
Alors,
Lyt = @ty fy,2) ~ f(y,0)
z2—0 (z+y)z z2—0 z
h—0 h
of
= 53 ) 70
5, (& ¥0)
_[3($+y+ﬂj
0z x+y 0
Rappelons que a% traite x et y comme des constantes et donc que nous évaluons une fonction
de la forme % Ainsi,
3_ 3 2
i Bty +2)° —(@ty)” (@ ty+e2)
20 (x +y)z T+Y  |,—

=3(z +y).

Quoique les ressemblances avec le cas des fonctions a une variable soient grandes, nous avons
déja rencontré une différence significative : 'existence des dérivées partielles ne garantit pas la
continuité.

Voyons maintenant une autre différence qui est souvent source d’erreur. Si y = y(z) est
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donnée et que 'on peut résoudre pour z en fonction de y et écrire x = x(y), alors on aura

dx 1
— =
dy ﬁ

Il est tentant de penser que ceci tient, car il suffit « d’inverser une fraction », mais il n’en est rien.
La validité de la formule ci-haut repose sur la dérivation des fonctions composées. L’exemple
suivant montre que la formule analogue pour les fonctions a plusieurs variables n’est pas valable,
c’est-a-dire qu’on n’a généralement pas 1’égalité

0z 1
==
ou ou

Comme dans le cas des fonctions a une variable, la régle de dérivation des fonctions compo-
sées fournira un résultat semblable, mais nous devons patienter quelques sections avant de le
présenter.

Exemple 2.3.13

Rappelons que les coordonnées rectangulaires et les coordonnées polaires (pour (z,y) #
(0,0) et r > 0) sont liées par les formules :

xr =r1cosb,

y =rsind,
T,
y_ tan6.

x

Nous allons utiliser les fonctions

x(r,0) = rcosf et r(z,y) = Va? + y2

Fixons un point (z9,yo) # (0,0), et soit (rg,0y), 0 < 6y < 27 ses coordonnées polaires. On
a alors

92 o) —cosh, Ly = —2
R N e

. -1
Voyons sous quelles conditions nous avons 4% = (22) . Nous avons

Or or -t o - 1
—(r0,00) = | =— (0, v0) < cosby = | —— = (cos bp)

or ox 1/x%+y8
< cos?hy =1
<~ 6y =0,7.

Ceci suffit a montrer que 1’égalité ne tient pas toujours quand d’autres variables inter-

viennent.
Cependant, on peut comprendre ce qu’il arrive a 'aide d’une figure. Par définition, les

dérivées partielles

or T :E(TO +dTa 90) 7$(T0700)

E(TO’QO) = Jm, dr ’
or o 1o +dx,yo) — 7(z0,Y0)
%@o,yo) = dz ’

ol nous avons écrit dr ou dz au lieu du h de la définition 2.3.2.
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D’une part, lorsqu’on calcule %f(To, 0v), 6y est maintenu constant, r varie d’une petite
quantité dr, et la variation résultante en x est calculée par de = xz(rg + dr,0) — x(ro, o).
Dans la figure de gauche, dr est la longueur du segment orange, et dx est la longueur du
segment bleu.

dr

0o

D’autre part, lorsqu’on calcule %, y est maintenu fixe, tandis que x change d’une petite
quantité dzx, et la variation résultante en r est donnée par dr = r(z¢ + dx, yo) — (0, Yo)-
Dans la figure de droite ci-haut, dx est la longueur du segment rose tandis que dr est la
longueur du segment orange.

Ci-bas, on présente les deux figures ensemble. Nous avons arrangé les choses pour avoir
le méme dr dans les calculs. Afin que les deux dr soient le méme, les deux dx doivent étre

différents (sauf si §y = 0, 7). Ainsi, en général, ‘g—f(ro, o) # (%(wmyo))_l

\—>|dx|<—

(w0,y0)

dr

Dérivées d’ordre supérieur

Nous avons déja observé dans les cours de calcul précédents que si f(x) est une fonction z,
J d; . N R . s 2
alors sa dérivée, % (x), en est une aussi et peut donc étre dérivée pour obtenir la dérivée seconde

%(m), qui peut & son tour étre dérivée pour obtenir la dérivée tierce f(3)(x), et ainsi de suite.
On peut faire la méme chose pour les fonctions de plus de deux variables. Si f(x,y) est une
fonction de x et y, alors ses dérivées partielles %(x, y) et g—i(x,y) sont aussi des fonctions de
xz et y. Elles peuvent donc étre dérivées par rapport & x et a y. Ainsi, il y a quatre possibles
dérivées du deuxieme ordre pour f, les voici avec les différentes notations qu’on utilise :

o (0 >
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0 (gi) @) = ZL )= o),

(ny oyor
o (Of i _
o (0 9?

92 92 Lo . N 9 ,
Notons que, dans Ta]; = 5.9z [ la dérivée qui est le plus pres de f, dans ce cas 5, est effectuée
en premier.
Lorsqu’on écrit f,,, la dérivée par rapport a la variable apparaissant le plus prés de f, dans

ce cas x, est appliquée en premier.

Exemple 2.3.14

Soit f(x,y) = e™¥ cos(nx). Alors,

fe = —ne™ sin(nx), fy = me™ cos(nz),
fxm = _n26my cos(nx), fy:v = —mne™? Sil’l(n.’IJ),
fzy = —mne™¥ sin(nx), fyy = m?e™ cos(nx).

Exemple 2.3.15

Soit f(x,y) = e Ay Alors,

fr _ Oéeowc+5y’ fy _ ﬂeanr,By’
frx = a2eaz+ﬂy’ fym = Baeaerﬁya
fmy _ aﬁe‘”"‘ﬁy, fyy — 52eaa:+6y_

Plus généralement, pour tout choix d’entiers m,n > 0,

6m+nf _ mﬁn azx+By
ox™ dyn are '

A vous de jouer 2.3.16

Calculer toutes les dérivées partielles jusqu’au deuxiéme ordre da la fonction f(z,y) =
—1sin(2z +y) — 1cos(xz — y).
)

A Y=g =
B.gL=f=
C. 5k = fou =
D. 5L =f,,=
B gy = fye =
F. aa:afac = fay =
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Exemple 2.3.17

i f(x1,29,23,T4) = 7 25 T35 T4, alors
S ’ I b 411%123 71

84 f — 83 (.734 333 xQ)
8x1 Oxg 8:63 81'4 81'1 8%2 8$3 123
62
_ 0 4 2
= 50 (6 x7 x3 x3)
=24 23 2 13
et
34 f 83
— 4 3.3 ,.2
(r“).%'4 8$3 8:52 (9.’)31 (9.’)34 81‘3 8:52 ( T1¥2 %3 334)
32
= Soi0m (12 % 23 25 24)
0

= S (24 2 23 23 24)

=24 23 22 3.

Remarque 2.3.18

Remarquons que
(a) dans I'exemple 2.3.14, fz, = fyz = —mne™Y sin(nz);
(b) dans exemple 2.3.15, fu,, = fyz = aBe®*TFY;
(c) dans lexemple 2.3.17,

ot f B ot f
5‘:61 8’132 81'3 8$4 - 8$4 8333 3552 8931

=24 23 23 x3.

Dans tous ces exemples, I’ordre pour le calcul des dérivées partielles est sans importance.
Le théoreme ci-aprés® montre qu’il ne s’agit pas d’un accident.

Théoréme 2.3.19 Théoréme de Clairaut-Schwarz. ]

Soit f une fonction de deux variables telle que les dérivées partielles ;%afy et % eristent
et sont continues dans un voisinage de (zg,yo)®. Alors,

ﬁ( )7 ﬁ( )
910y Zo,Yo) = Byd Zo,Y0)-

Démonstration. Voici une des grandes lignes de la preuve du théoreme 2.3.19. Les détails
(numérotés) se trouvent dans le paragraphe ci-bas.

%L’histoire de ce théoréme important est assez alambiquée. Voir « A Note on the History of Mixed Partial
Derivatives », par Thomas James Higgins, publié dans Scripta Mathematica 7 (1940), 59-62. Le théoréme est

nommé en ’honneur du mathématicien, astronome et géophysicien francais Alexis Clairaut (1713-1765) et de
Hermann Schwarz (1843-1921), un mathématicien allemand.
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Fixons deux réels zq et yg, et définissons

L @0+ hoyo + k) — f(xouyo + k) — F(zo + huyo) + (o, 30)]-

F(hk) =

On définit F'(h, k) de cette fagon parce que les dérivées partielles %(wm Yo) et %(mo, Yo)
sont limites de F'(h, k) lorsque h, k — 0. Précisément, on montre dans ’élément (1) (voir les
détails dans le paragraphe suivant) que

9 c’)f
0 6‘f

= lim lim F'(h,k
o Ay 2= (%0, y0) = P e (h, k).
Remarquez que les deux membres de droite sont identiques sauf pour l'ordre des passages
aux limites.
En vertu du théoréme des accroissements finis (4 fois),

F(hk) 2 % _?(xo +hyyo + k) — %(azo,yo +018)]
@ (%gf(ﬂco-i-%h Yo + 01k)

F(h, k) = % —g(ﬂﬁo + 03h,yo + k) — ?Ti(xo + 03h,y0):
2 aﬁgi(xo + 03h, yo + 04k)

pour certains réels 0 < 601, 60s,03,0, < 1. Tous les réels 601, 02,03, 0, dépendent de xq, yo, h, k.
Ainsi,

o of 0 of
9z By 9y ox (o + O3h,yo + 04k)

pour tout h et k. En prenant la limite lorsque (h, k) — (0,0) et en vertu de la continuité des
dérivées partielles au point (x,yo), on obtient

im  F(hk) = 29
(h,k)—(0,0) T B By

(@0 + O2h, yo + 61k) =

a0
(x(hyo) 6:1./ ai( OvyO)

comme on voulait. Afin de compléter la preuve, on doit justifier les détails (1), (2), (3), (4)
et (5).
Les détails.

(1) Par définition,

o of 1[of of

8TJ%(xO,yO) hi%% [8 (:cmyo-i-k)—a*(mo,yO)

— lim 1 {lim f(@o+h,yo + k) — flzo,yo + k) lim f(zo+h,yo) — f(@o,50)
k=0 k [h—=0 h h=0 h

i L £ B0+ k) — f(wo.yo + k) — f(wo + hy o) + £ (o, v0)
k—0 h—0 hk

= lim lim F(h,k).
k=0 h—0

De la méme facon,

o af 1[0f af
oz Oy = (z0,%0) = }z%ﬁ afy(iCoJrh,yo)*afy(on,yo)
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f(wo+h,yo + k) — f(xo + h,yo) f(wo,y0 + k) — f(x0,%0)

1
= lim — | lim

h—0 h |k—0 k B 111—% k

— lim lim f(xo + h,yo + k) — f(xo + h,y0) — f(x0,y0 + k) + f(x0,%0)
h—0 k—0 hk

= lim lim F(h,k).
h-—0 k—0

(2) Le théoreme des accroissements finis dit que, pour toute fonction dérivable ¢(x),

* la pente de la droite joignant les points (zq, ¢(zq)) et (zo + &k, o(xg + k)) sur la
courbe de ¢

est la méme que

* la pente de la tangente a la courbe en un point d’abscisse comprise entre x( et
To + k,

c’est-a-dire qu’il existe un 6y vérifiant 0 < 61 < 1 tel que

p(wo + k) —p(x0)  dyp

A = @(1‘0 =+ Hlk‘)
Yy
y = ()
T T T X
Lo xo+61k  xzo+k

Utilisons le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction G(y) = f(zo +
h,y) — f(xo,y) (donc avec y dans le role de z), ce qui donne

Glyo +#) = Glyo) = ﬁ(yo + 61k) (pour un certain 0 < 6; < 1)

k dy
0 0
= 67];(% + h,yo + 61k) — 8%;(330"% +01k).

Ainsi, pour un certain 0 < 6; < 1,

G(yo + k) — G(wo)
k

Flh,k) = % {

1[0 0
=5 {8;(930 + h,yo + 01k) — a*£($07y0+91k‘) :

(3) Définissons H(z) = %(I’ Yo + 01k). En vertu du théoréeme des accroissements finis,

F(hk) = % [H(zo + h) — H(x0)]

H
= Ccll—x(xo + 62h) (pour un certain 0 < 65 < 1)
00
= **f(l”o + O2h, yo + 01 k).
x Oy
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(4) Définissons A(x) = f(z,yo + k) — f(2,y0). En vertu du théoréme des accroissements

finis,
1 A(xo + h) — A(zo)
F(hk) = T { h
1dA
- E%(xo + 03h) (pour un certain 0 < 65 < 1)
1[0 9
= E |:8£(1'0 —+ 93h,yo + k) - %(1’0 + GSha yO)

(5) Définissons B(y) = %(mo + 03h,y). En vertu du théoréme des accroissements finis,

F(hk) = 3 [Blyo+ k) — Blyo)]

= ((iJJyB (yo + 04k) (pour un certain 0 < 64 < 1)
00
= (9 af (.170 + 03h, yo + 94]€)

Ceci complete la démonstration du théoreme 2.3.19. [ ]
Exemple 2.3.20 Un exemple oul %(wo,yo) + %(xo,yo).

Dans le théoreme 2.3.19, nous avons montré que (% 8y (aco, Yo) = 3y T (:co, Yo) st les dérivées

partielles ;’;gy et 0 existent et sont continues en J;O,yo) Cet exemple montre que ces

Jyox
hypothéses ne peuvent pas étre relachées : si 7 f et ;yaf sont discontinues en (zg, yo),

1 .0 0% f
alors on peut avoir 5 (xo,y0) # T (2o, Yo)-
Considérons la fonction

2

ooy ey i) # (0.0)
fla) {0 si (2,y) = (0,0).

La fonction est continue partout. Remarquons aussi que f(z,0) = 0 pour tout = et que
f(0,y) = 0 pour tout y. Calculons les dérivées partielles du premier ordre. Pour (x,y) #
(0,0),

O (2,) = Wttt LS it )
Oz 2y’ At y? T (a2 4 g2)
:yxz_yi +zy o 2
7y (@ +y?)
of (2.y) = Mt R, 2y(2”® — y?)
oy Y T T gy (22 + y2)?
2 — 92 dya?
TR —xy(xQ )
Pour (z,y) = (0,0),
0 d d
300 = [gren] [ o

“Cest-a-dire qu’il existe € > 0 tel que les dérivées secondes sont continues en tout point (z,y) vérifiant
Vi(E—20)2+ (y—yo)? <e
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0.0 = LZ/f(O’y)L_o - [UZ/O} o

En somme, les dérivées partielles du premier ordre sont

xrT— :L’2 3 .
floy) = (VTR R s @) £ (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

2_q2 2342 )
fy(z,y) = Tyt T (fuiyyw si (z,y) # (0,0)
0 si (z,9) = (0,0).

Les fonctions f ~(z,y) et 8£ (x,y) sont continues. Par ailleurs, on calcule

0% f [ d 7
9wy 0 = —fy(:go)_ T Jim, - L (£, (h,0) — £,(0,0)]
=,11ni[h2213§—o}: ,
g;aj; (0,0) = dd f(0, y): T ]1135 [£2(0,k) — £,(0,0)]
=g e o) =
Exercices

Pour se pratiquer.

93

1. Le diagramme ci-contre montre quelques courbes de niveau d’une fonction f(z,y), ainsi

que trois points A, B, C.

(a) Sans calculer f, ni f,, déterminer leur 3140
signe en chacun de ces points, unique: SRR
N . . q'
ment a partir du diagramme.
2 BO
(b) La fonction considérée est en fait
f(x,y) = 223 — 62y + 3> + 4y. Calcu 1]
lez les dérivées partielles et comparez _ od
vos résultats avec ceux de la question
/ /d t 0 Y7 L 2 { 2
précédente. 2 ~5 0 RS
\% VQV %
_1 - $
\ S
2 > AS)
[ oy i3
-2
-2 -1 0 1 2 3
x

Figure 2.3.21 Courbes de niveau de

f(z,y).

2.  Soit f(z,y) = e* cosy. Les tables suivantes donnent des valeurs de f(z,y).
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z=0 z=0.01] 2z=0.1
y=—0.1 | 0.99500 | 1.00500 | 1.09965
y=—0.01 | 0.99995 | 1.01000 | 1.10512

y=0 1.0 1.01005 | 1.10517

(a) Trouvez deux valeurs approximatives différentes pour %(0,0) en utilisant les
données du tableau ci-dessus.

(b) Trouvez deux valeurs approximatives différentes pour 2—5(0,0) en utilisant les
données du tableau ci-dessus. ‘

(c) Evaluez %(0,0) et %(0,0) exactement.

3. Soit

oo | FE s @) #(0.0)
Je-) {o i (2,y) = (0,0)

Calculez, directement d’apres les définitions,

(2) 3£(0,0). (b) 5£(0,0). (@%ﬂm%ﬂ

4. Trouvez toutes les dérivées partielles premieres des fonctions suivantes et évaluez-les au
point donné.

(a) f(z,y,2) = 2>y*2% en (0,1, —1).
(b) w(z,y,2) =1In(1+ €e*¥*) en (2,0, —1).

(©) fla.y) = 2 en (=3.4)

5. Une surface z(z,y) est définie par zy — y + = = In(zyz).

0z 0Oz
(a) Calculez §Z, 5, en termes de z, y et z.

(b) Evaluez g—; et g—z a(z,y,2) =(-1,-2,1/2).

6. Trouvez g—g et g—‘T, a (1,1,2,4) si (T,U, V, W) vérifient la relation

(TU = V)?In(W —UV) = In2

7.  Supposons que u = 2 +yz, x = prcos(), y = prsin(h) et z = pr. Trouvez 2% au point

or
(pOaT()v 00) = (27 3,7‘(/2)

8. Utilisez la définition de la dérivée pour évaluer f,(0,0) et f,(0,0) pour

22242 .
Flay) = = STV
0 siz=y

9. Définissez la fonction

)2 .
o= | sary o
’ 0 siz+y=0
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(a) Evaluez, si possible, %(0,0) et %(0,0).

(b) Est-ce que f(z,y) est continue & (0,0)?

Considérez le cylindre dont la base est le
cercle de rayon 1 dans le plan zy centré a (0, 0),
et dont la pente est parallele a la droite dans le
plan yz donnée par z = y.

Quand vous vous tenez au point (0,—1,0),
quelle est la pente de la surface si vous regardez
dans la direction des y positifs 7 Dans la direc-

tion des x positifs ? Figure 2.3.22 Le cylindre oblique,
dont la base est le cercle unité du
plan xy.

Pour mieux comprendre.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

Vous traversez un paysage vallonné. Considérez que ’axe des z pointe vers le ciel, que
I’axe des x positifs pointe vers le sud, et que I’axe des y positifs pointe vers I'est. Alors
le paysage autour de vous est décrit par I’équation z = f(x,y), avec vous au point
(0,0, £(0,0)). La fonction f(x,y) est différentiable.

Supposons que f,,(0,0) < 0. Est-t-il possible que vous soyez sur un sommet ? Expli-
quez.

Montrez que la fonction z(z,y) = % vérifie

0z 0z

Soit f une fonction différentiable quelconque d'une variable. Définissez z(z, y) = f(22+
y?). Est-ce que I'équation

0z 0z
ya(x,y) - wafy(wvy) =0

est nécessairement satisfaite ?
Trouvez, si possible, une fonction f(z,y) pour laquelle f,(x,y) = e¥ et f,(x,y) = €”.
Trouvez les dérivées partielles spécifiées.

(@) f(2,y) =293 fou(2,y), fayy(®.9), fyay(@,y).

(b) f(@,9) = "5 Fon(@,9), Fay(2,), Fray(@,9); Foyy(@,1).

2? 2?
(C) f(U,’U,’LU) = u+21}+3w ) Buavfaw (u7v7w) ) W(ZLQ’ 1)

Trouvez toutes les dérivées partielles de deuxiéme ordre de f(x,y) = v/22 + 5y2.

Trouvez toutes les dérivées partielles spécifiées.
(a) f(z,y,z) = arctan (e\/@) i fayz (2,9, 2).

(b) f(z,y,2) = arctan (eV*¥) + arctan (e\/a> + arctan (eV¥%) ; foy(z,y, 2).
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(¢) f(x.y,2) = arctan (eV77) ; f5,(1,0,0).

Pour aller plus loin.

18. Supposons que toutes les dérivées partielles de troisieme ordre de la fonction f(x,y, z)
existent et sont continues. Montrez que

f:vyz(xayaz) = fa:zy(xay,z) = fymz(mvyaz) = fyzw(xayaz)
= fzmy(xa:%z) = fzyz($7y72)

19. Soit f(r,0) = r™ cosmf une fonction de r et de 6, oi m est un entier positif.

(a) Trouvez les dérivées partielles de deuxieme ordre f,.., fro, foo et évaluez leurs
valeurs respectives a (r,6) = (1,0).

(b) Déterminez la valeur du nombre réel A tel que f(r, ) satisfait I’équation différen-
tielle

A 1
Jre+ = fr + —foo = 0.
r T

20. Soit o > 0 une constante. Montrez que u(z,y,z,t) = ﬁ%e’(ﬁ*yz*f)/(‘m” satisfait
I’équation de la chaleur
U = & (Upg + Uyy + Us2)

pour tout ¢t > 0

2.4 Différentiabilité et approximations linéaires

Motivation

Soit f une fonction d’une variable réelle et C son graphe, c’est-a-dire la courbe d’équation
y = f(x). Si f posséde une dérivée en xg, prés du point (zg, f(x)), la courbe C ressemble & une
droite, la tangente a C en ce point. L’équation de la tangente en question est

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0), (*)

et la fonction L(z) = f(xo) + f'(x0)(z — xo) est Uapprozimation affine de f en xg.
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Pour un accroissement dx de la variable, I’ap- Y
proximation affine de f prédit une variation

df = f'(x0) dz = L(xo + dzx) — f(z0),
alors que la vraie variation est
Af = f(zo +dz) — f(xo).

Lorsque dz est petit, df =~ Af, et 'approxima-

tion est d’autant meilleure que dx est petit : c’est
Papproximation f(z) ~ L(x). La quantité df est

appelée la différentielle de f en x(; nous revien- F(zo) ’
drons sur cette notion pour les fonctions de plu-

sieurs variables. /@

dx

Figure 2.4.1 La variation df prédite par
Papproximation affine, comparée a Af, la
vraie variation de f.

Par ailleurs, dans ce cas, le vecteur i+ f/(z)j est un vecteur directeur pour la droite tangente,
et il en va de méme pour tout vecteur colinéaire a celui-ci.

Si on pense & la courbe comme une courbe paramétrée par r(z) = i+ f(z)j, alors i+ f/(x0)j
est précisément r’(zg). De plus tout autre paramétrage de la courbe donnera un vecteur vitesse
colinéaire & r'(x). Qui plus est, 'approximation linéaire de r en x¢ (voir la définition 1.5.20) est

L(z) = x(w0) +1'(w0) (x = 0) = | ;.23 | + (@ = 20) | yery |

et il s’agit d’un paramétrage de la droite tangente & C en (xq, f(z0))-

Approximation affine et plan tangent

Supposons maintenant que nous avons
une surface S donnée par z = f(x,y)
qui est suffisamment lisse au point
Po(zo, Yo, f(T0,90)). Plus on regarde S
de pres, plus elle aura I'air d’une portion
de plan, qu'on conviendra d’appeler le
plan tangent & S en (xo,yo, f(x0,10)). A
nouveau, convenons de dire que le plan
tangent a S en Py est ’ensemble de tous
les vecteurs vitesse en P, de toutes les
trajectoires qui, se trouvant sur S, passent
par Fp.

Nous avons en particulier que les
vecteurs i+ fr(zo,%0)k et j+ fy(zo,v0)k
sont de tels vecteurs vitesse a S en
(0, Yo, (20, Y0))-

I\

\
\

Yy

\ -~

Figure 2.4.2 Le plan tangent en F, est engen-
dré par les vecteurs vitesse de deux courbes tra-
cées sur la surface et passant par Py.

S’il existe, le plan tangent doit contenir ces deux vecteurs vitesse ; comme ils sont clairement
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non colinéaires, leur produit vectoriel serait alors un vecteur normal pour ce plan tangent.

1 0 i 1 0
0 x 1 = det | j 0 1
fe(0,90) Ty(z0,90) k  fo(xo,y0) fy(zo,y0)

= —fe(®0,%0)1— fy(wo,y0)j + k

S’il existe, le plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (zo, yo, f(zo,Yyo)) serait donc
le plan passant par ce point et ayant pour vecteur normal —f(zo,v0)i— fy(20,y0)]j + k. Son
équation serait donc

—fz (w0, 90) (x — z0) — fy(z0,90) (v — v0) + (2 — f(20,90)) =0,

ou encore
z = f(xo,y0) + fz(zo,v0) (x — w0) + fy(z0,90) (¥ — Yo)-

Définition 2.4.3 Approximation linéaire.

Soit f une fonction ayant des dérivées partielles en un point (xg,yo). L’application définie
par

L(z,y) = f(w0,y0) + fo(w0,0) (x — 20) + fy(z0,%0) (¥ — Y0) (t)

est appelée ’approximation linéaire de f en (xo, ).

On reconnait, dans I’équation obtenue plus haut pour ce plan tangent candidat, exactement
L(z,y). C’est pourquoi on voudrait appeler le plan d’équation z = L(z,y) le plan tangent a la
surface S : z = f(x,y) en xg, Yo, f (20, yo). Mais, comme on vient de le voir, ceci suppose que
le plan tangent existe réellement, c’est-a-dire que tous les vecteurs vitesse des courbes passant
par ce point sur S (et pas seulement les deux utilisés ci-dessus) se trouvent bel et bien dans ce
plan. Si c’est le cas, le vecteur — f (20, yo) i — fy(xo, yo) j+k est orthogonal & ce plan (et donc &
S ) en (xo, Yo, f(x0,Y0)) ; la droite passant par (zo, Yo, f (2o, 20)) et dirigée par ce vecteur serait
alors la droite normale & S en ce point.

Remarquons aussi que si nous écrivons D f(x¢, yo) = [f:,; (x0,90) fy(zo, yo)], r=xzityjet
ro = zoi+ yoj, cette équation devient simplement

= f(ro) + Df(ro)(r —r0),

que nous comparerons a I’équation () pour la droite tangente & une courbe d’équation y = f(z).

Exemple 2.4.4

Déterminer 'approximation linéaire de f(z,y) = 222y — 3y%x en (1,2).
Solution. Il s’agit simplement d’appliquer convenablement la formule (}). Nous avons que

flx,y) = 222y — 3y2x, avec 19 = 1,0 = 2 et f(x0,90) = —8. On calcule directement les
dérivées partielles de f

of af

== = day — 39> =227 -6

or LY Yy, By T yx
et on les évalue en (1,2) pour trouver f,(1,2) = 4-1-2—-3.22 = —4 et f,(1,2) =
2.12-6-2-1= —10. L’approximation linéaire est donc

L(z,y) = f(wo,y0) + fu(z0,y0)(® — z0) + fy(0,0)(¥ — vo)
=-8—4(x—1)—10(y — 2)
=16 — 4z — 10y
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A vous de jouer 2.4.5

Trouver "approximation linéaire de
z=eY+x 4242

en (2,0).

Finalement, notons que, pour la discussion qui précede, seule I'existence des dérivées par-
tielles a été nécessaire. Or, on sait que ceci n’est méme pas une garantie de la continuité des
fonctions! On ne peut donc pas espérer que 'approximation linéaire soit une bonne approxima-
tion, utile pour les applications.

Exemple 2.4.6

Soit f(z,y) = x'/3y'/3. Montrer que £.(0,0) et f,(0,0) existent, et calculer 'approximation
linéaire de f en (0,0). Q n’est pas un véritable plan tangent a la surface z = f(z,y), au
sens ol on le voudrait.

Solution. Par définition,

o HhO - 0,0 WSV
100 = i ORI o PR o <0

et de méme f,(0,0) = 0. Ainsi, les deux dérivées partielles existent (et sont nulles), de sorte
que ’approximation linéaire de f en (0,0) serait la fonction nulle, L(z,y) = 0.

Vérifions si ce plan mérite vraiment le nom
de plan tangent. Considérons le chemin donné
par x(t) = 2(t)i + y(t)j + F((t), y(t)k = ti +
tj+t?/?k. La courbe correspondante se trouve
sur la surface z = f(x,y) et passe par lorigine.
Nous avons r/(t) = i+j+ %t*1/3k, qui n’existe
pas pour t = 0. Le plan z = L(z,y) = 0 n’a
pas donc ce qu'il faut!

Figure 2.4.7 Le graphe de f(z,y) =
x'/3y1/3 avec un point anguleux & l’ori-
gine.

La différentiabilité

Nous avons vu comment calculer 'approximation linéaire d’une fonction f autour d’un
point rg. Dans les applications, il importe de savoir a quel point il s’agit d’une bonne approxi-
mation.

Regardons le cas des fonctions a une variable. Supposons donc que nous avons une fonction f
dérivable en xy. Son approximation linéaire en xg est

L(x) = f(x0) + f'(x0) (2 — z0).

La fonction et son approximation linéaire coincident en xg. Par ailleurs, on s’attend a ce
que, pour x pres de xg, lerreur commise lorsqu’on remplace f(x) par L(x) soit petite. Plus
formellement, nous devons comparer 1'écart |f(x) — L(z)| & |x — 20|, c’est-a-dire que nous devons
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considérer le rapport

[f(z) = L(x)| _ f(x) = f(xo) = f'(w0)(x — o)

|z — 20| |z — o]

_ f(z) — f(2o) —f’(ﬂio) )

r — X

Mais d’apreés la définition de f'(x¢), cette quantité tend vers 0 lorsque & — xp. Ainsi, pour
une fonction d’une variable, son approximation linéaire, aussitot qu’elle existe, est une bonne
approximation.

Ceci nous mene a la définition suivante.

Définition 2.4.8

Soit f : D — R une fonction avec D C R” et ry un point intérieur de D. La fonction f est
différentiable en rq s'il existe une matrice T' € R**™ (c’est-a-dire une matrice & une rangée
et a n colonnes) telle que

lim |f(r) = f(ro) = T(r —1o)|

r—r0 [r —rol|

=0.

Cette définition ne nous dit pas quelle est la matrice T, qu’il faut comprendre comme une
transformation linéaire de R™ & R. Plus précisément, c’est la partie linéaire de la transformation
affine r — f(rg) + T'(r — ro). Comme on s’y attend, on peut montrer que 7" est donnée par les
dérivées partielles de f évaluées en ry.

[ Théoréme 2.4.9 ]

Soit f différentiable en rg et T = [tl ty - tn] comme dans la définition 2.4.8. Alors,
t; = %(ro) pour i € {1,...,n}, et la matrice T est donnée par
) ) )
T=Df(x) = [#w0) @) - 2],

La matrice Df(rg) est la dérivée de f en rg, et la fonction L : R™ — R définie par
L(r) = f(ro) + Df(ro)(r —ro) est appelée approzimation linéaire de f autour de ry.

Démonstration. Soit f différentiable en rg et T' comme dans la définition. Avant de
poursuivre, notons que T'e; = t4.

Par ailleurs, posons r = rg + hey, nous aurons alors, en vertu de la différentiabilité de f,
que

|f(r) = f(ro) = T(xr —x0)|

0= lim

r—To [r —xo|

_ i L (xo +her) — f(ro) — T(he)|
h—0 ||heq]]

— lim |f(ro + he1) — f(ro) — hti|
h—0 ||

T f(r) = f(ro)

= jiy h h-

Ceci montre que t; = g—gfl(ro). Le reste de la preuve se fait de la méme fagon. |
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Remarque 2.4.10 Retour au plan tangent.

Revenons a la question laissée en suspens : le plan d’équation z = L(z,y), construit unique-
ment & partir des dérivées partielles de f en (z,yo), est-il vraiment le plan tangent a la
surface z = f(z,y), au sens ou tous les vecteurs vitesse des courbes tracées sur cette surface
et passant par ce point s’y trouvent ?

La réponse est oui, pourvu que f soit différentiable en (xg,yo). Ce fait dépend de la
régle de la chaine (voir le théoréeme 2.5.1), que nous verrons plus loin.

Il est commun de poser Ar =r — rg, de sorte que I'expression pour approximation linéaire

devient

L(rg + Ar) = f(rg) + Df(ro)Ar.

Voyons un autre exemple de calcul d’approximation linéaire.
Exemple 2.4.11

Soit r =zi+yjet f(r) = f(z,y) = Va2 + y2. Si (zo,y0) # (0,0), calculer 'approximation
linéaire de f en (xg,yo). Alors,

af 1 2z o

a(%y): §Wa fz(xOuyO):mu
O gy =2 2 o w0y o) = ——2—.
dy 2 a2 2 e Vg + i

Ainsi, Df(rg) = [ \/;giyz) NG +y2}, et Papproximation linéaire cherchée est
0 0
L(r) = f(ro) + Df(ro)(r —ro)
_ )22 o Yo x — xg
=\To+Y T+ |:\/Z§+yg \/:L’g+y0 |:y y0:|
=14/ ZL'O + yo

Zo vﬁf—jy—m%
O Yo

ou encore

Zo
22 2”@_
VIt Y
Yo
L(zo + Az, yo + Ay) = \/23 + 3 + AeriA
0+% Vg + Y

Avant de poursuivre, notons que la définition de différentiabilité est la méme pour les fonc-

tions a valeurs vectorielles, c’est-a-dire les fonctions de la forme f: D C R™ — R™. Dans ce cas,

pour chaque r dans le domaine de f, nous avons que f(r) € R™, c’est-a-dire que f a elle-méme

plusieurs composantes

fi(r)
fo) =1 :
fm(r)

Nous nous contentons d’énoncer le résultat suivant, dont la preuve dépasse (de si peu!) le contenu

de ce manuel.
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Théoréme 2.4.12 ]

Soit f: D CR™ — R™ une fonction différentiable et T € R™*™ une matrice telle que

o 106) = £(x0) = T = x0)]

= Ir ol

=0.

Alors, toutes les dérivées partielles de toutes les composantes de f existent en rg, et T est
la matrice

ofs ... 9N

oz oz,

ofs . Ofz
Df(rg) = | o+ = O

% « e afm

oxq ox ., o

Dans ce cas, lapprozimation linéaire de f autour de ro est L(r) = f(rg) + D f(ro)(r — ro).
Encore une fois, la matrice Df(rg) est la dérivée de f en rg.

Nous pouvons regarder la définition de ’approximation linéaire d’un chemin (voir la défini-
tion 1.5.20) d’un autre ceil. En effet, si r: I — R™ est un chemin, nous aurons

z1(t)
r(t)=|

T (1)
Dans ce cas, Dr(tg) est la matrice de R™*1 c’est-a-dire le vecteur colonne & m composantes
(puisque r est une fonction d’une partie de R dans R™ )

7 (to)

Dr(t()) = = I‘,(to).

2, (f0)

Il s’agit précisément du vecteur vitesse associé au chemin r. L’approximation linéaire de r est
L(t) = r(to) + Dr(to)(t — to) = r(to) +r'(to)(t — to),

ce qui est bien la formule de la définition 1.5.20.

Notons que, pour les fonctions d’'une seule variable, 'existence de la dérivée en un point
équivaut a la différentiabilité en ce point. Avec des fonctions de plusieurs variables, les choses
changent. Nous verrons plus bas un exemple de fonction dont les dérivées partielles existent, mais
qui n’est pourtant pas différentiable. Pire, nous avons vu a 1’ exemple 2.3.11 qu’il est possible
d’avoir des dérivées partielles sans méme avoir la continuité! ’exemple 2.3.11

La notion de différentiabilité telle que définie ci-haut peut étre difficile a vérifier. Heureuse-
ment, nous disposons du résultat suivant.

[ Théoréme 2.4.13 ]

Soit f: D — R une fonction de classe C*, c’est-a-dire que toutes les dérivées partielles du
premier ordre sont continues. Alors, f est différentiable sur D.

En particulier, si f est de classe C'' sur un ouvert D, alors ’approximation linéaire en un point
(z0,yo) de D donne bel et bien I’équation du plan tangent a la surface au point correspondant,

a savoir (2o, Yo, f (20, Y0))-
Voyons quelques exemples.
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Exemple 2.4.14

Soit f(x,y) = /22 + y2. Voir qu’elle n’est pas différentiable & ’origine.
Solution.
Pour commencer, notons que le graphe de
f est la moitié supérieure d’un céne. A 'ori-
gine, il n’y a pas de plan qui épouse bien la
forme du cdne : nous avons un coin prononcé,
le graphe ne s’aplatit pas. .
/& y
x

De fagon plus analytique, calculons les dérivées partielles en (0, 0). Nous avons, d’aprés
la définition,

£2(0,0) = lim f@0) = 10,0 _ Va2 _ m,
z—0 x x—=0 @ z—0 T

et cette limite n’existe pas. De méme, f,(0,0) n’existe pas. Ainsi, I'approximation linéaire

n’existe pas a 'origine. La fonction ne peut pas étre différentiable en ce point.

Par ailleurs, étudions les courbes de niveau de f. D’une part, les courbes de niveau autour
de Torigine : on voit bien qu’il s’agit de cercles. D’autre part, dans les deux autres figures,
on a les courbes de niveau autour du point (1/2,1/2), avec deux facteurs d’agrandissement
différents. En ce point, la fonction est différentiable. On observe que plus on regarde de pres,
plus ces courbes de niveau ressemblent & des droites, c’est-a-dire aux courbes de niveau des
fonctions linéaires. C’est ce qu’on entend par « linéarité locale de f ».

0.2 V """ ‘ 0.7
4 01

011 5 0.6

= 0 0.5
—0.1 O 04
02 .
0 —-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03
. . A . 0.46  0.48 0.5 0.52  0.54
T

Figure 2.4.15 Les courbes de niveau de f. A gauche, autour de l'origine. Les courbes sont
des cercles. Au centre et a droite, les courbes de niveau autour de (1/2,1/2). A mesure
qu’on regarde de plus pres, ces courbes se voient de plus en plus comme des droites.

Exemple 2.4.16

- . P _ =« _
Considérer la fonction définie par f(z,y) —L\/m lorsque (x,y) # (0,0) et que f(0,0)
0. Montrer que les dérivées partielles existent a ’origine, mais que la fonction n’est pas
différentiable en ce point.

Solution. Notons tout d’abord qu’il est aisé de montrer (par exemple en utilisant les
coordonnées polaires) que la fonction f est continue & lorigine. On trouve ci-contre son
graphe — on remarque notamment qu’elle est séverement froissée a 'origine — ainsi que
ses courbes de niveau prées de I'origine, qui ne ressemblent pas a celles d’une fonction linéaire.
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0.2

700

Figure 2.4.17 Le graphe de f(z,y) =
zy

Yal
U

Figure 2.4.18 Les courbes de niveau
de f pres de l'origine.

Par ailleurs, on calcule les dérivées partielles aisément :

£2(0,0) = lim L@V =00 _ 4y 070

z—0 xT z—=0 X

=0.

On calcule de méme f,(0,0) = 0. Ainsi, L(r), 'approximation linéaire de f autour de (0, 0),
est la fonction constante égale a zéro. Ceci suggere que la fonction f n’est pas différentiable
n (0,0). Voyons ceci de fagon plus formelle.
En effet, nous avons

Yy

lf(r) L) _ [f)] Ve ry

R N e s

et cette quantité ne tend pas vers 0 lorsque (x,y) — (0,0).
A la lumiere du théoréme 2.4.13, nous pouvons conclure qu’au moins une des dérivées
partielles de la fonction f n’est pas continue a l’origine.

Si une fonction f est différentiable autour d’un point, c’est qu’elle peut étre bien approchée
par une fonction linéaire pres de ce point. Ces derniéres étant continues partout, on a, sans
surprise :

[ Théoréme 2.4.19 ]

Soit f : D — R wune fonction différentiable en un point intérieur ro € D. Alors, f est
continue en rg.

Notons encore une fois qu’il est possible d’avoir 'existence des dérivées partielles sans la

continuité, comme a I’ exemple 2.3.11, et l'existence des dérivées partielles sans la différentia-

bilité, comme a 1’ exemple 2.4.16. Par ailleurs, il est possible d’avoir des fonctions qui sont
différentiables, sans étre de classe C' (on voit un tel exemple plus bas, il s’agit d'une fonction
d’une seule variable).
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Exemple 2.4.20

Soit la fonction f définie par

_ Ja?sin(l/z) siz#0
f(x,y){o siz = 0.

Utiliser les définitions pour montrer que f est continue et différentiable en x = 0, mais que
sa dérivée n’est pas continue en ce point.

Les regles usuelles pour le calcul des dérivées tiennent encore pour les fonctions a plusieurs
variables.

( Théoréme 2.4.21 ]

Soit D CR et f,g: D — R différentiables en un point ro a lintérieur de D. Alors :
(a) Pour c € R, la fonction cf : v — cf(r) est différentiable en rg, et

D(cf)(ro) = ¢D(f)(ro) ;
(b) La fonction f+ g :r+— f(r)+ g(r) est différentiable en rq, et

D(f + g)(ro) = Df(ro) + Dy(ro) ;

(¢) Sim =1, on peut multiplier les résultats des fonctions [ et g. La fonction fg:r +—
f(r) g(r) est différentiable en rg, et

D(fg)(ro) = Df(ro) g(ro) + f(ro) Dg(ro) ;

d) Sim =1 et que g(r 0 sur D, alors la fonction Lops L0 og différentiable en
7 g(r)

Io, et
f _ Df(ro) g(ro) — f(ro) Dg(ro)
P (g> (ro) = g(ro)?

La différentielle et ’estimation des erreurs

Soit f : D — R différentiable en rg, et posons Ar = r — ry. Pour tout € > 0, nous avons que,
lorsque Ar est suffisamment petit,

|f(ro + Ar) — f(ro) — Df(ro) Ar| <e
| Ar|] ’

c’est-a-dire

|f(ro + Ar) — f(ro) — Df(ro) Ar| < €||Ar||.

De 1a, on tire un version raffinée du principe 2.2.18.

( Principe 2.4.22 ]

St [ est différentiable en vy, on peut estimer les valeurs de f prés de ro au moyen de son
approzimation linéaire

f(ro+ Ar) = f(ro) + Df(ro)Ar. (%)
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Remarquons que si nous posons Af = f(r) — f(ro), alors () s’écrit !
Af ~Df(rp)Ar.

Pour les fonctions & deux variables, si on pose z = f(z,y), il est usuel d’écrire

0 0
A~ D ()Ar = 57 (a0, o) Ao+ 5 (a0, o) A,

et une adaptation évidente est faite si I’on a une fonction de trois variables et I'on pose w =
f(aj, Y, Z)

Il faut bien noter que Af = f(r) — f(rp) est la variation réelle de f lorsque le point d’évalua-
tion passe de rg a r. Par ailleurs, la quantité D f(ro)(r —rp) est la variation dans I’approximation
linéaire de f. Cette quantité est souvent appelée la différentielle de f en rg, et 'on écrit

df =Df(rg)Ar.

Comme ’écart Ar est arbitraire (et par analogie avec 'usage dans le contexte des fonctions a
une variable), on écrit dr au lieu de Ar, et la formule ci-haut devient

df = Df(rg)dr, (%)

qu’on comparera avec la formule dg = ¢'(tg) dt vue dans les cours de calcul différentiel des
fonctions & une variable.

Figure 2.4.23 La différentielle df approche la variation Af de f(z,y).

De nouveau, et au risque de paraitre redondants, spécialisons (x*) aux fonctions & deux ou
trois variables.

¢ Pour les fonctions a deux variables,

df = fa:($07y0)d$ + fy($07 ZUO)dy

0 0]
= %(l‘o,yo)dz + 872(‘%07y0)dy7
ou encore of of
df = fydx + fydy = %dx + a—ydy.

1Qu’on comparera & Ag ~ g’ (to)At, expression commune dans les cours de calcul & une variable.
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* Pour les fonctions a trois variables,

df = fe(20, 90, 20)dx + fy(x0,Y0, 20)dy + f.(x0, Y0, 20)dz

— aﬁi(x07y07 ZO)d-’L‘ + %(wo,yo,zo)dy + FJ;(‘TO,ZJO, ZO)dZ,
ou encore 5 ) )
df = fedx+ fydy+ f.dz = id$+idy+idz.

Voyons maintenant quelques exemples.

Exemple 2.4.24

Trouver une valeur approchée de

Solution.

(0.998)3
1.003 *

On calcule aisément f(1,1) = ? =1 et, puisque

on trouve aussi

af
or

(1,1

of _s o of_ o
or  y oy  y?¥
12 of 13
) 3 1 3 et 8y< ) ) 12

Ainsi, on pose Ax = —0.002 et Ay = 0.003, ce qui donne

0.9983

On comparera cette valeur a la valeur exacte avec 7 décimales, a savoir 0.9910389.

Exemple 2.4.25

of of

=—1.

= . 1. =fl+Az, 1+ A
1003 (0.998, 1.003) = f(1 + Az, 1+ Ay)

or oy
~ 1+ 3(—0.002) — 1(0.003) = 0.991.

Trouver une valeur approchée de (4.2)'/2 4 (26.7)1/3 + (256.4)1/4.
Solution. Soit f(x,y,z) = 2'/% +y/3 4 21/4. Afin d’approcher f(4.2, 26.7, 256.4), nous

calculons
£(4,27,256) = (4)1% + (27)Y/3 + (256)/* =243 +4 =9,
et puisque
af 1 af 1 ot aof 1
or  2x1/2’ dy  3y2/3 0z 4z3/4
on trouve facilement
of 1 11
2L 4,27,256) = ———— = — x =
g L220) = 5piE = 3 X g
of 1 1 1
2L (4,27,256) = ———— =~ x =
oy L2 26) = 35 =3 %
of 1 1 1
2la,27,256) = ———— == x —.
9: B 20250) = e ~ 1% @

107

3
Soit f(x,y) = % Nous allons trouver une valeur approchée de f(0.998, 1.003).
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Ainsi, si Pon pose Az = 0.2, Ay = —0.3 et Az = 0.4, on aura

(4.2)Y2 4 (26.7)1/3 4 (256.4)/4 = f(4.2, 26.7, 256.4)
= f(4+ Az, 27 + Ay, 256 + Az)

) )
~ f(4,27,256) + of (4,27,256) Az + or (4,27,256) Ay
Ox dy
of
=L (4,27,256) A
+az(’ ’ ) Az
~9+0.2 o.3+o.4 _9+i LJFL
- 2%x2 3x9  4x64 20 90 ' 640
=9.0405

arrondi & 1075, On peut calculer avec une calculatrice ou un ordinateur que la valeur &
1075 pres est 9.03980.
Ceci fait une différence de
9.0405 — 9.0398
10()#% = 0.008 %.

Remarquons que nous aurions pu, dans ce cas, utiliser les techniques de calcul différentiel a
une variable pour approcher (4.2)'/2, (26.7)'/3 et (256.4)/4, puis additionner les résultats.
En fait, ce qu’on a fait est équivalent.

A vous de jouer 2.4.26

Trouver la fonction L(z,y) représentant ’approximation linéaire de :
flx,y) = /52 — 422 — 5y? au point : (3,0).
L(z,y) =
Utiliser ensuite cette approximation linéaire pour estimer la valeur de :
£(2.9,0.1) =

Définition 2.4.27 Erreurs.
Soit ) une quantité approchée par @ + AQ. Alors :

* lerreur absolue dans I'approximation est |AQ)|;

* lerreur relative dans I’approximation est ‘% ;

* le pourcentage d’erreur est 100 ’% ‘

Exemple 2.4.28

Un triangle a des c6tés de longueur ¢ = 10.1 cm et
b = 19.8 cm formant un angle de 35°. On veut calculer une
valeur approchée de 'aire du triangle.
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Solution. Le triangle a pour hauteur A = asin 6, de sorte que l'aire est
( b@)—flbh—f1 bsin 6
A = = in 6.
a,b, 3 2@ S

Le facteur sin # dans cette formule cache un piege. Nous devons calculer la dérivée de sin 6,
mais la formule usuelle % sin @ = cos @ n’est vraie que si 8 est mesuré en radians — pas en
degrés.

Nous devons donc transformer 35° en
35° = (30 + 5)—— radians = ( 16

130 radian

+

N———

il
6

3
Nous devons donc approcher la valeur de A(10.1, 19.8, & + 3%). Nous allons choisir naturel-

lement
ap = 10, by = 20, 90:%’
T
a=0.1, b 0.2, =
On évalue donc
1 . 1 1
Al(ag, by, bo) = iaobo sinfy = 5(10)(2())5 = 50,
9A 1 1,1
da (ag, bo, o) = ibo sinfy = 5(2())5 =5,
9A I 1 1 5
b (@o,bo,60) = 590 sin 6y = 5(10)5 =5
90 (a()7b07(9()) = 50(]17() cos by = 5(]_0)(20)7 =50 \/37

de sorte que 'approximation linéaire est

Aire = A(10.1, 19.8, % + ?%) = Alag + Aa, by + Ab, o + A9)
0A 0A
~ A(ao,bo,ao) + % (a07b0,90) Aa + % (ao,bo,eo) Ab
0A
+ % (aOabOaGO) A0
=50 +5x 0.1+ g x (—0.2) +50\/§%
5 5 T
— 50 — 2 450v3 L
T 10" \[36
i
— 50 (1 n \/??%)
~ 57.56

a deux décimales pres. La valeur exacte, & deux décimales pres, est 57.35. Notre approxi-
mation entraine une erreur d’a peu pres

57.56 — 57.35
100 ——=——% =0. .
00 5735 % =0.37%

Une autre application des erreurs dues aux approximations linéaires est I’étude de comment
les erreurs faites lors de mesures se propagent lors de calculs qui utilisent ces valeurs. Voyons
un exemple.
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Exemple 2.4.29 exemple 2.4.28, suite.

Supposons que, comme a I’ exemple 2.4.28, nous voulons déterminer 'aire d’un triangle en
mesurant les longueurs de deux cotés et 'angle qu’ils forment, avec la formule A(a,b,0) =
%ab sin 6. Bien entendu, dans le monde réel ¢
angles de fagon exacte. Ainsi, si 'on a besoin de connaitre I'aire avec une erreur relative
« Avec quelle précision doit-on calculer les longueurs
et 'angle si 'on veut que laire calculée n’ait pas une erreur supérieure a 1 %7 »

Soit ag et by les longueurs exactes des cotés et Oy celle de 'angle, ainsi que ag + Aa,
bo + Ab et 0y + A0 les valeurs mesurées, de sorte que Aa, Ab et Af représentent les erreurs

d’au plus 1 %, le probléme devient :

de nos mesures. Alors, 'erreur dans 'aire calculée sera approximativement

AA =

et le pourcentage d’erreur sera

[AA]

10—
A(ao, bo, o)

En vertu de 'inégalité du triangle, a savoir |u + v|

A Ab 0
10022 + 10022 + 100405270
ao bo sin 6

0

< 10022 +100‘ +100]Ag| |20

n90

A 0A 0A
(ao,bo,ao) Aa + —- (ag, by, 0p) Ab+ —

0b

Aa
~ |100—
a

20 (ag, bo, B0) A

A Ab Af
Tbo sin 6y + 7110 sin 0y + 7a0b0 cos fy,

T 100% L 100002300

sinfg |

Nous voulons que cette quantité soit inférieure a 1.

Bien entendu, nous ne connaissons pas exactement ag, by ni #y. Mais supposons que
nous avons confiance dans le fait que ap > 10, by > 10 et &

cot Oy < cot § = V3 < 2. Alors,

Aa
ag
Ab
by
cos by

n90

100 |—

100

100 A9

et

[A4]

100—————
A(ao, bo, 0o)

<00<g7

A
<100| 22| =

0 =10 |Aal,

<100 |—| =10 |Ab

< 100]A0] 2 = 200 |A8)|

< 10 |Aal + 10 |Ab| 4 200 |Af),

de sorte qu'il suffira d’avoir des erreurs de mesure |Aal, |Ab| et |Af| vérifiant

10|Aal + 10| Ab] + 200|A6] < 1.

“Dans notre « monde réel », tout le monde utilise le calcul.

, on ne peut pas mesurer les longueurs et les

< |ul + |v], et du fait que |uv| =

de sorte que
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Exemple 2.4.30

Supposons que trois variables sont mesurées avec un pourcentage d’erreur €1, €9 et e3
respectivement. En d’autres termes, si la valeur exacte de la variable ¢ est x; et que 'erreur
mesurée de cette méme variable est x; + Ax;, alors

ASCZ‘

T4

100

= &;.

Supposons de plus qu'une quantité P se calcule comme le produit de trois variables. Ainsi,
la valeur exacte de P est P(z1,x2,23) = x1T223, et la valeur calculée a partir des mesures
est P(x1 4+ Axq, x2 + Axa, 23 + Azs). Quel est le pourcentage d’erreur dans cette valeur
calculée de P?

Solution. Le pourcentage d’erreur dans la valeur calculée P(z1+ Az, To+Axy, z3+Axs)
est

P(.’ﬂl =+ Al’l, T2 + AfEQ, xIs —+ Al’g) — P(zl,x2,$3)

100
P(xq,x2,x3)

On peut obtenir une valeur approchée beaucoup plus simple qui est souvent suffisante dans
les applications. L’approximation linéaire donne

P(l‘l -+ A.Tl, o + AI’Q, I3 + AIg)
~ P(w1,72,23) + Pr, (21,72, 23) Axy + Pp, (21,72, 73) Azy
—I—ng(l'h.%‘z,xg) Axs.

Les trois dérivées partielles sont

Py, (21,22, 73) = e [1‘1372333}: T2X3,
1

va2 (3317.’172,1)3) = O [1‘1332.%'3}: 13,
2

Py, (1,70, 23) = g[%xzxﬂ: T17T2.
3

Ainsi,
P(l’l + ACCl, o + AZL'Q, xr3 + A.’Eg)
~ P(x1,22,23) + xox3 Axy + w123 Ao + x120 Axs,
et le pourcentage d’erreur (approchée) pour P est

P(Z‘l =+ A.ﬁl,l‘Q + AJ)Q,Q?:J, =+ A.]?g) — P(l‘l,l‘g,xg,)
P($1;x23x3)

100 ‘

~ 100 Tox3Ax1 + T123Ax9 + T122AX3
P(l‘l,l‘g,xg)
— 100 .’E2$3A{E1 + £C1£L'3A£L’2 + 1’1$2A.’E3
T1X2T3
— 100872 1 100272 4 100278
Z1 Z2 Zs3

< e+ 69 +es.

Plus généralement, si 'on prend n variables plutot que 3, le pourcentage d’erreur dans le
n

produit devient approximativement »_ e;. C’est la base de la régle du pouce en sciences
i=1
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expérimentales qui dit que quand on prend des produits, les pourcentages d’erreur s’addi-
tionnent.
Encore plus généralement, si 'on prend un produit []}_, ], alors le pourcentage d’er-

n
reur dans ce produit est approximativement Y |m;le;.
i=1

A vous de jouer 2.4.31

Utiliser des différentielles pour estimer la quantité de métal que contient une boite de
conserve fermée ayant un diametre de 10.8 cm et une hauteur de 12 cm. L’épaisseur du
métal du dessus et du dessous de la boite est 0.1 cm, tandis que 1’épaisseur du matériau

utilisé pour la surface latérale est de 0.05 cm.

Remarque : on demande d’approximer le volume de métal utilisé pour la fabrication

de la boite et non le volume que la boite peut contenir. Par contre, ce volume de métal peut
étre considéré comme une petite variation du volume que peut contenir la boite.

La différentielle du volume est :
dv = dr + dh  (Utiliser les symboles

des variables impliquées.)

On a également :

dr = cm et
dh = cm
Le volume approximatif de métal est donc cm?.
Exercices

Pour se pratiquer.

1. Trouvez une valeur approximative pour f(z,y) = sin(rzy + Iny) en (0.01,1.05) sans
utiliser une calculatrice ou un ordinateur.

2. Soit f(z,y) = %&,2 Trouvez une valeur approximative pour f(—0.9, 1.1) sans utiliser
une calculatrice ou un ordinateur.

3.  Quatre nombres, chacun entre 0 et 50 (inclus), sont arrondis & la premiére décimale et
ensuite multipliés ensemble. Estimez ’erreur maximale possible du produit calculé.

4. Soit z = f(z,y) = ,1,22Tyy2 Trouvez une valeur approximative pour f(—0.8,2.1).

5. Utilisez les différentielles pour trouver une approximation raisonnable pour la valeur de
f(z,y) = xy\/2? + y? en & = 3.02, y = 3.96. Notez que 3.02 ~ 3 et 3.96 ~ 4.

6. Utilisez les différentielles pour estimer le volume de métal dans une canette de métal
fermée dont le diametre est de 8cm et la hauteur est de 12cm si le métal a une épaisseur
de 0.04cm.

7. Considérez la fonction f(z,y) = e=* T4v°,

(a) Trouvez I’équation du plan tangent au graphe z = f(x,y) au point (z,y) = (2, 1).
(b) Trouvez approximation tangente de la valeur de f(1.99,1.01) en utilisant le plan
tangent trouvé a la partie (a).
8. Soit z = f(z,y) = In(42? + y?).

(a) Utilisez une approximation linéaire de la fonction z = f(x,y) en (0, 1) afin d’esti-
mer f(0.1,1.2).



2.4. DIFFERENTIABILITE ET APPROXIMATIONS LINEAIRES 113

(b) Trouvez un point P(a,b,c) sur le graphe de z = f(z,y) tel que le plan tangent
du graphe de z = f(z,y) au point P est paralleéle au plan 2z + 2y — z = 3.

Pour mieux comprendre.

9. Soit zq et yo des constantes et soit m et n des entiers. Si m < 0 supposez que xy # 0,
et si n < 0 supposez que yg # 0. Définissez P(x,y) = z™y™.

(a) Trouvez lapproximation linéaire en P(zg 4+ Az, yo + Ay).

(b) Dénotez par

P A Ay) — P
P($07y0)
A
2o = 100 | 2%
Zo
A
yo, = 100 |22
Yo

le pourcentage d’erreurs en P, x et y respectivement. Utilisez ’approximation
linéaire pour trouver la (approximation) borne supérieure sur Py en termes de
m, n, Ty et yo.

10. Considérez le travail suivant.
Nous calculons, approximativement, la coordonnée y du point dont les coordonnées
polaires sontr = 0.9 et § = 2°. En général, la coordonnée y du point dont les coordonnées
polaires sont r et 0 est Y (r,0) = rsinf. Les dérivées partielles

Y, (r,0) =sinf Yy(r,0) = rcosb
Donc lapproximation linéaire 4 Y (ro + Ar,0p + Af) avec rg =1 et 6y = 0 est

Y(1+Ar,0+ Af) = Y(1,0) + Y:(1,0) Ar + Yy(1,0) A0
=0+ (0)Ar + (1)A8

En appliquant ceci avec Ar = —0.1 et A = 2 on a que la (approzimation) coordonnée
Y

Y(0.9,2) =Y(1—-0.1,0+2)~0 + (0)(=0.1) + (1)(2) =2

Cette conclusion est ridicule. Nous disons que la coordonnée y est plus que deux
fois la distance du point a lorigine. Quelle est 'erreur ?

11. Un c6té d’un triangle rectangle mesure 3 unités, avec une erreur d’au plus 0.1 en valeur
absolue (on dit : & 0.1 prés), et lautre c6té mesure 4 unités a 0.2 pres. Utilisez l'ap-
proximation linéaire pour estimer l’erreur maximale possible en calculant la longueur
de 'hypoténuse de ce triangle.

12. La gravité spécifique S d’un objet est donnée par S = ﬁ , ou A est le poids de
I'objet lorsque dans les airs et W est le poids de I'objet dans I’eau. Si A = 20 a 0.01
pres et W =12 a 0.02 pres, trouvez une approximation de ’erreur relative commise en
calculant S avec les mesures données.

13. La pression dans un solide est donnée par
P(s,r) = sr(4s® —r? —2)

ou s est la chaleur spécifique et r est la densité. On s’attend & ce que la mesure (s, )
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soit approximativement (2,2) et on voudrait avoir la valeur la plus précise possible pour
P. 11y a deux fagons différentes de mesurer s et r. La méthode 1 mesure s a 0.01 pres
et r a 0.1 pres, tandis que la méthode 2 mesure s et r a 0.02 pres.

Devrions-nous utiliser la méthode 1 ou la méthode 2 7 Expliquez votre raisonnement.

14. Une poutre rectangulaire qui est supportée a ses deux extrémités supportant une charge
uniforme s’affaisse d’une quantité

4
pl
S=0—7,
wh3
ou p = charge, £ = longueur, h = hauteur, w = largeur et C' est une constante.

Supposons que p = 100, ¢ ~ 4, w =~ .1 et h ~ .2. L’affaissement de la poutre sera-t-il
plus sensible aux changements de hauteur de la poutre ou a des changements dans la
largeur de la poutre ?

15. Deux c6tés d’'un triangle mesurent 3 m et 4 m, a 0.1 m pres, et 'angle qu’ils forment
mesure 90°, a 1° pres. La longueur du troisieme c6té est alors calculée en utilisant la
loi des cosinus C? = A2 4+ B? — 2AB cos . Quelle est 'erreur approximative maximale
de la valeur calculée pour C'?

16. Considérez la fonction f qui associe chaque point (z,y) dans R? & ye™*.

(a) Supposez que = 1 et y = e, mais que des erreurs de taille 0.1 sont faites en
mesurant chacun des x et y. Estimez ’erreur maximale que ceci peut causer sur

f(z,y).

(b) Le graphe de la fonction f se situe dans R3, et le point (1,e,1) se situe dans
le graphe. Trouvez un vecteur non-nul qui est perpendiculaire a ce graphe en ce
point.

17. Une surface z = f(x,y) admet les dérivées % =3et % =—2en (z,y,2) = (1,3,1).

(a) Siz croit de 1 & 1.2, et y décroit de 3 a 2.6, trouvez le changement en z a l'aide
d’une approximation linéaire.

(b) Trouvez I’équation du plan tangent & la surface au point (1, 3,1).

2.5 Regle de dérivation des fonctions composées

La regle de dérivation des fonctions composées, souvent appelée la « régle de la chaine », a
savoir
df

d dx
21 () = L) S,

nous est déja familiere. On s’en sert, par exemple, lorsqu’on calcule

%sin(tz) = cos(t?) 2t.

Dans cet exemple, f(x) = sin(x) et x(t) = 2.
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Le cas général

Nous allons généraliser la régle de dérivation des fonctions composées aux fonctions de plus
d’une variable. Nous donnerons la formulation générale, en utilisant le langage matriciel dévelop-
pé dans la section 2.4. Ceci nous permettra de donner un énoncé concis, qui reflete exactement
I'idée de base, sans nous encombrer avec des notations lourdes faisant intervenir des dérivées
partielles et des sommes qui apparaissent lorsque nous évitons le langage matriciel.

Les formules particulieres pour les cas spécifiques sont données plus bas.

Sommairement, 'idée & retenir est que si f et g sont différentiables (et composables), alors la
composée f o g sera différentiable également, mais aussi et surtout que 'approximation linéaire
de la composition f o g est donnée par la composition des approximations linéaires Df et Dg,
ce qui correspond au produit matriciel. Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

[ Théoréme 2.5.1 Regle de la chaine. ]

Soit D C R™ et £ C R™ des ouverts et g : D — R™ et f: & — RP des fonctions telles
que g(D) C &, de sorte que F = fog: D — RP est définie. Supposons de plus que g est
différentiable en vy et que f est différentiable en g(ro). Alors, F est différentiable en rg, et

DF(ro) = D(f og)(ro) = Df(g(ro)) Dg(ro).

Il est important de comprendre que le terme de droite de 1’égalité ci-haut est un produit
matriciel

D f(g(ro)) Dg(ro).
e e N —

pXn nxm

Voyons maintenant quelques exemples.

Composition avec un chemin : for(t). Soit r(t) = z(¢t)i+y(t)j+ z(¢t)k un chemin différen-
tiable et f définie sur une région de R? contenant la courbe C.. Nous pouvons donc considérer
F = for, cest-a-dire F(t) = f(x(t),y(t),2(t)). Il sagit d’une fonction d’une variable réelle, a
valeurs réelles. Selon le théoréme 2.5.1, nous avons, en tout point ¢,

F'(t) =DF(t) = D(f or)(t) = Df(x(t)) Dr(t) = Df(x(t)) r'(t)

a'(t)
) o) o
[ % ), v
Z(t)
of / of / of /
= = x () + == y(t) + =— 2 (t).
9 . (t) By | )+ 2 o (t)

On peut écrire aussi, en omettant le point d’évaluation des dérivées partielles (ce qui com-
porte un petit risque si 'on ne s’assure pas de bien avoir compris),

dF_0f dv  0fdy  0f dx
dt  Oxdt Oydt Ozdt

Par ailleurs, avec les variables de dérivation comme indices, ceci s’écrit
F(t) = fo(rx(t)a’(t) + f,(x(t)y' (t) + f=(x(£)2'(2).
Exemple 2.5.2 4 f (z(t),y(t)).

Calculer 2 f (z(t),y(t)) lorsque f(z,y) = 2* — y? avec x(t) = cost et y(t) = sint.
Posons r(t) = x(t)i+y(t)j = costi+sint jet F(t) = for(t) = f (x(t),y(t)). Nous avons,
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d’une part,
af d
Df =35 5] =[x -2

Y(t) = [m’(t)} _ [— sint} ’

cost

et, d’autre part,

de sorte que
dF  9f , of ,
A w3y
dt ox r(t) dy r(t)
= 22(t) - 2'(t) — 2y(t) - ' (1)
(2cost)(—sint) 4+ (—2sint)(cost)

= —4sintcost.

Bien entendu, dans cet exemple, on peut calculer F'(¢) explicitement,
F(t) = f(z(t),yt)) = z(t)* — y(t)* = cos’t —sin?¢,
puis calculer la dérivée

F'(t) = 2(cost)(—sint) — 2(sint)(cost) = —4sint cost.

Exemple 2.5.3 4 f(a+ ct).

Dans cet exemple, la variable intermédiaire n’est pas donnée. Posons donc u(t) = a + ct et
w(t) = fla+ct) = f(u(t)). Ainsi,

d . dw _ df du o

@f(x +ct) = E(t) =7 (u(t)) E(t) =cf'(a+ct).

A vous de jouer 2.5.4
0 . e . dz |
Utiliser la régle de dérivation en chaine pour calculer e ou :

z=ay+ay?, z=4—1t> et y=1+1°

On commence par dériver les expressions données :
0z __
oxr

On combine ensuite en une fonction de la variable indépendante :
dz _
dt =

A vous de jouer 2.5.5

Le rayon d’un cone circulaire augmente & un taux de 5 centimetres par seconde et sa hauteur
décroit a un taux de 4 centimetres par seconde. A quel taux est-ce que le volume du cone
change lorsque le rayon est 10 centimétres et la hauteur est 40 centimetres 7
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cm? par seconde

[ Corollaire 2.5.6 Retour au plan tangent. ]

Soit f : D C R? — R différentiable en (xq,yo), et soit S la surface d’équation z = f(z,y).
Alors le plan d’équation z = L(x,y), ou L est Uapprozimation linéaire de f en (xo,yo) (voir
2.4.8), est effectivement le plan tangent a S en (xq, Yo, f(x0,y0)) : il contient les vecteurs
vitesse en ce point de toutes les courbes différentiables tracées sur S et y passant.

Démonstration. Posons rg = zgi+ yoj+ f(zo,y0) k et

n= _fx(x07y0)i_ fy($07y0)j +ka

le vecteur normal du plan candidat établi plus haut. Les points x = xi+ yj + zk du plan
vérifient donc

n-(x—rg) =0,
de sorte qu’un vecteur v est une direction du plan (c’est-a-dire que ro 4+ v y reste) si et
seulement si n-v = 0.
Soit maintenant r(t) = x(t)i+y(t)j+ f(z(t),y(t)) k un chemin différentiable quelconque,

tracé sur S, passant par ro au temps to (c’est-a-dire z(to) = xo, y(to) = yo). On prétend que
le vecteur vitesse r'(tg) est orthogonal & n,

n-r'(t) =0,

ce qui montrera, par ce qui précede, que r’(¢g) est bel et bien une direction du plan candidat.
Calcul du vecteur vitesse. Par la régle de la chaine, la troisiéme composante de r’(t),
évaluée en to, est

GEOUO)] = Lo, ) (10) + fyw0.10) ).
Ainsi,
r'(to) = 2'(to) i+ 4 (to)j + [fz(0, y0) 2’ (to) + fy(xo,50) ¥ (to)] k.

Produit scalaire. On calcule directement

n-1'(tg) = — fo(20,90) ¥’ (to) — fy (0, 90) ¥ (to)

+ [fa(z0,90) &' (to) + fy(x0,y0) ¥ (to)]
=0.

Comme le chemin r(t) était arbitraire, tout vecteur vitesse en rg de toute trajectoire tracée
sur S satisfait n - r'(¢9) = 0, c’est-a-dire se trouve dans le plan candidat. Par définition, ce
plan est donc bel et bien le plan tangent a S en ry. |

Composition avec une fonction de deux variables. f(z(s,t),y(s,t)). Soit, comme avant,
f une fonction de deux variables z, y, mais, cette fois, nous considérons qu’elles sont a leur tour
des fonctions des variables s, ¢. Plus formellement, posons ¢(s,t) = x(s,t)i+y(s,t)j et supposons
que g est différentiable. Alors, on peut définir F'(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)), qui est une fonction de
deux variables réelles, a valeurs dans R. Elle admet donc deux dérivées partielles, et sa dérivée

est

DF =[50 3
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Par ailleurs, le théoréme 2.5.1 nous dit aussi que

DF(S,t) = D(f Og)(sat) - Df(g(svt)) Dg(s,t).

Or,
Df(g(s,)) = |5

Ceci donne directement

aof ge

0s

_ [2r0x 4 00y
— | 9z Os Oy Os

9z
gt]
Y
ot
of ox
Ox Ot

Composante a composante, on déduit les formules usuelles

OF _ Of Ox
ds Oz Os
OF _ Of Ox
ot Oz ot

of oy
oy 0s
of oy
oy ot

of 0y
+ 5y ot

oz
et Dg(s,t) = {8;
s

.

oz
t

9y

ot

(s,t)

ou il faut garder a l'esprit que les dérivées partielles de f sont évaluées en g(s,t) = (z(s,t),y(s,t)).

Exemple 2.5.7 %f (z(s,t),y(s,1)).

Dans cet exemple, on trouve %f (z(s,t),y(s,t)) lorsque

f(x,y) =

e,

xz(s,t)=s

, y(s,t) = cost.

Posons F(s,t) = f (z(s,t), y(s,t)). Le théoréme 2.5.1 ou, plus directement, la formule (x)

ci-haut donnent

OF ,  Of
25 5D = 55

Pour les fonctions données,

flz,y) = e,
87;13(%2/) = ye*?,
%(:&y) = ze"Y,

de sorte que

o
ds

ox

(.L“(S,t), y(s,t)) %(S,t) =+ ay

of

Ox
of

y

of

De la méme facgon, on calcule

oF

E(Sat) =

of

—gsinte® st

(z(s,t), y(s,t)) E(s,t).

(z(s,1),y(s,t)) = y(s, t)ew(s7t) v — cost e cost,

(‘T(S,t)7y(s7t)) = m(s’t)ex(s,t)y(s,t) =3 escost7

—_—N— A ——
t) — {COSt 6scost} (1) —|—{S escost} (0) — cost eSCOSt.
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Exemple 2.5.8 Coordonnées polaires.

Soit z = f(x,y) donnée (et différentiable), avec x(r,0) = rcosd et y(r,8) = rsin . Calculer
les dérivées partielles de z par rapport a r et 6.
De nouveau, posons z(r,0) = f(x(r,8),y(r,0)). Alors, la formule (%) donne directement

0: _0fos ofoy_ of . of
dr Oz Or + oy or 00598:1: +Sm68y
et
0= _0fox 0foy _0f . 0f
90 0000 " ayo0  ogl om0+ g, (reos?)
:—rsinHZ—i—i—rcos@%.

Exemple 2.5.9

Soit f(z,y) une fonction différentiable et F(s,t) = f(s% — t2,t? — s2). Calculer t%—f + s%—f.
De nouveau, dans cet exemple, les variables intermédiaires ne sont pas données. Posons
donc g(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) = (s2 —t2,t? — s?), de sorte que F(s,t) = f o g(s, ).
Nous avons, toujours d’apres (x) :
OF _0fox Oofoy _ Of af

25— — 25—,

%‘a?as+5yas_ ox dy

ox oy
De la méme facon,

et donc t%—f = 2ts <ﬁ _ ﬂ).

oF _0fox  dfdy  ,9f ,0f
ot~ or ot "oyt - lar T2ay

et donc t%—? = 2ts (—% + %). Il s’ensuit que

oF | OF _, . (9f Of _Of L Of\ _
t88+58t_28t(8m 8y>+28t< 9 "y =0.

Exemple 2.5.10

Soit f(z,y) ou f est une fonction de classe C2. Si z(u,v) = u? + v? et que y(u,v) = 2uv,
alors on considere F'(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)). Calculer ‘g—i et ‘?;5.

Le calcul de la dérivée du premier ordre est immédiat, on a

OF _0for ofoy _0f ,  0f

ou Oxrdu Oydu Ox b oy v
_ o (2 .o
—Q(Uax—i—vay).

Afin de calculer la dérivée du deuxieéme ordre, nous devons dériver de nouveau et tenir
compte de la regle du produit dans un premier temps :

o2 dudu  ou

U+ UV

0%F 0 oF 5 0 of of
ox dy
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of
=22l pou— 2L 402l o2
6‘x+ u8u8x+05‘y+ Uﬁuay

_,0f , 99f ., 09f
=25 "800 T P auay

Or, il faut bien comprendre que les dérivées partielles % et 2—5 sont évaluées en (z(u, v), y(u,v)),
ce qui donne le sens aux expressions %% et %%. On calcule alors

00f 0 (O0f\ 0x O [(Of\ oy O°f 0% f

ARy (= R = T 2

Oudxr Oxr \Oxr) du Oy \dx/) Ou Oz Oy Oz

00f 0 (Of\ 0x O [(Of\ Oy 0%f 0% f

— == =+ == === 2u+ —5 2v.

Oudy Oxr\dy) Ou Oy \Ody/) du Oxdy Oy?

La fonction f étant de classe C2, les dérivées partielles mixtes sont égales. Ainsi, on
obtient
0*F af 0 of 0 Jf

RO AN i A WA
Ou? 8x+ u8u8x+ Uauay

of 0% f 0% f 0% f 0% f
=2—=—+4+2u|—= 2 2 2 2 — 2
8x+ u{&‘:ﬁ u+0y8x vl e Oz Oy u+8y2 v
of | L0 P L L0
=2— +4u°—= 4o —=.
Oz +au Ox? +8m}8x8y A Oy?

% A vous de jouer 2.5.11
Soient z = x?siny, = = —4s>—-t2> et y= —2st.
0z | 0z
(a) Utiliser la régle de dérivation en chaine pour calculer — et — comme des fonctions

ds Ot
de x,y,s et t:
0z

0s
5 _
ot
. 0z 0z
(b) Trouver les valeurs numériques de s et 5 lorsque (s,t) = (—1,3) :
s
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Plus d’exemples, et une preuve

Revenons au cas général et écrivons x au lieu de r, avec

1 uy 91(x) 21
x=| |, u=| | =gx)=| |, pusz= || =f(u)
Tm Un 9n (X) Zp
Ainsi, z = fog(x), et nous avons p variables 21, ..., z, qui dépendent des m variables 1, ..., Zy.

La fonction F' = f o g va d’une partie de R dans RP. Sa dérivée évaluée en un point est donc
une matrice ayant p rangées et m colonnes.

DF(x) = D(f o g)(x) = Df(g(x)) Dg(x) = Df(u) Dg(x).

L’entrée en position (,7) de cette matrice est gi Elle s’obtient en multipliant la i®™¢ rangée
J

de Df(u) avec la j*m¢ colonne de Dg(x). Cette rangée et cette colonne sont, respectivement,

Ouy

a.'L'j

Quay

0z; Oz; 0z; Oz

|:8’U.1 Ousg T au‘n:| et :
Ounp
Szj
On en déduit donc la formule
0% i 0z; Ouy, (44)
= —, Kk
an b1 8uk 895]

ou, a nouveau, il faut garder a I'esprit que les dérivées partielles de z; sont évaluées en u.

Dans la pratique, la différentiabilité est assurée par la continuité des dérivées partielles (c’est
le théoreme 2.4.13).

Bien que le théoreme 2.5.1 ne requiére pas la continuité des dérivées partielles, la preuve que
nous présentons plus bas sera faite avec cette hypotheése supplémentaire.

Exemple 2.5.12

Soit g(s,t) = (st, 5(t* — 5%)) et f(z,y) = (z +y,y,x?). Posons F(s,t) = fog(s,t). Notons
que F est une fonction de deux variables qui prend des valeurs dans R3. On a

DF(s,t) = Df(g(s, 1)) Dg(s,t).
Or, on calcule sans peine
1 1 .
Df(z,y)=|0 1 et Dg(s,t) = [_S ;j .
2z 0

La dérivée de f doit étre évaluée en g(s,t). Il vient donc que

1 1 P t—s s+t
DF(s,t)=|0 1 { ]z —$ t
2st o) L5 1 252 252t
On vérifie aisément que
st+ (2 — s?)
F(s,t) = %(t2 — 5?)

s2t2
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& savoir 2st? et 2s%t, sont les dérivées par-
savoir s2t?, par rapport aux variables s et ¢

Les entrées de la troisiéme rangée de Df(s,t
tielles de la troisiéme composante de F(s,t),
respectivement.

);
a

Démonstration du théoréme 2.5.1. La stratégie de la preuve suivra la progression des
exemples que nous avons rencontrés, a savoir :

* Dans un premier temps, on considére le cas ot g est un chemin dans R", c’est-a-dire
une fonction d’une seule variable, ¢, puis f prend des valeurs dans R.

* Une fois le premier cas traité, tout en gardant f comme une fonction a valeurs dans
R, on permettra a g d’étre une fonction de plusieurs variables. Comme la dérivation
partielle par rapport a une variable laisse fixes toutes les autres, ce deuxieme cas suivra
directement du premier.

* Finalement, on permet & f de prendre des valeurs dans RP. Ceci revient a dire que f
est donnée par p fonctions f1,..., f,. Ainsi, f o g est la donnée de p fonctions comme
celles qui ont été considérées dans le point précédent, a savoir fiog, foog, ..., fpog.
Le résultat suivra.

Afin de traiter le premier cas, faisons, pour des fins d’écriture, I’hypothése supplémentaire
que g est un chemin dans R?, c’est-a-dire g : ¢t — (z(t),y(t)). On se donne aussi f : (x,y) —
f(z,y) et V'on s’intéresse a F(t) = (f o g)(¢). Nous avons, par définition,

AF o) PO = F(to) _ 1 (9(8) = Fg(t0)

E( ) I =< it t—to
oy .50 o) (ko))
t—to t— to

Or, on peut écrire le numérateur du quotient comme

F(@(t),y(t) = f(x(to),y(1)) + f(z(to), y(t)) — f(2(to), y(to)).

y(t) est fixe z(to) est fixe

Les deux premiers termes sont la différence des valeurs de f évaluée en deux points dont
le deuxiéme argument est fixe, & savoir y(¢). De méme, les deux derniers termes sont la
différence de deux valeurs de f évaluée en deux points dont le premier argument, z(tg), est
fixe.

Etant donné qu’on suppose que f admet des dérivées partielles continues, le théoréme
des accroissements finis appliqué a f comme fonction de chacune des variables séparément
donne qu’il existe

* un réel z* entre x(t) et x(tg) tel que

f(@t),y(t) — fla(to), y(t)) = %(l’*,y(f)) ~(@(t) — (o)) ;

* un réel y* entre y(t) et y(to) tel que

fla(to), y(t) — f(z(to), y(to)) = %

(x(to),y") - (y(t) — y(to))-

Ainsi, le quotient des différences qui nous intéresse est

F(t) = Fto) _ f(z@),y(t)) — f(z(to), y(to))

t—to t—to
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L, y(1) - (@) — (to)) + G (@ (to), y™) - (w(t) — y(to))

t—to
of , . z(t) —x(to)  Of () —y(to)
Z%(x ’y(t))t—itoo+87y(x(t0)’ )t—itoo'

Il suit de la continuité des dérivées partielles de la fonction f et de la définition de la
dérivée de = et y comme fonctions de t que la limite qui nous intéresse est
of af

%(x(to)’y(fo)) 2! (to) + Fy(fﬁ(fo)’y(to)) -y (to).

Or, nous avons

Nous obtenons le résultat voulu. |
Voyons une application de la regle des fonctions composées au calcul d’erreurs relatives. Nous
avons vu, a la définition 2.4.27, que 'erreur relative lors du calcul ou de la mesure de f est, par
définition, ‘% ’
Prés du point d’évaluation ry, la variation A f (qui résulte d’une variation Ar) est approchée
par

df =Df(rg) Ar.

Supposons que f(rg) # 0 et posons alors g(r) = In(f(r)), de sorte que, en vertu de la regle des
fonctions composées,

Dy(xo) = 7D (x0).
et donc la différentielle de g (en rp) vaut
dg = Dg(rg) Ar = ﬁDf(ro) Ar = f(io)df'

Exemple 2.5.13

Soit T'(l,g) = 2m/l/g. Si l et g sont mesurées avec des erreurs relatives d’au plus 1 %,
montrer qu’il en va de méme pour T'.

Solution. Posonst = (I,g) et w =InT(l,g) = In(27) + + Inl — 2 Ing. Alors,
2g

dw =Duw(r)dr = [ 4 5] [dl] _d_dg

dg| — 20 2g°

Ainsi, nous avons

dT Lldl dg| _1/|dl] |dg
Zl=ldw|l==|— - 2| <= (= -
‘T ] 2'1 g 2<‘l+‘9)

1/1 1 1
< (et ) ==
2(100 100) 100
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Les fonctions implicites

Une application importante de la régle de dérivation des fonctions composées est la technique
de dérivation implicite. Celle-ci repose sur le théoréme des fonctions implicites, qui est valable
dans un cadre tres général, mais dont la preuve dépasse le cadre de ce manuel. Contentons-nous
de faire une discussion informelle dans le cas de deux variables.

Supposons que nous avons une courbe du plan donnée par I’équation f(z,y) = 0 et que nous
avons aussi un paramétrage de cette courbe r(t) = x(t)i + y(¢)j. Ainsi, nous devons avoir

0= f(z(t),y(t)) = for(t).

D’apres la formule de dérivation des fonctions composées, apres dérivation par rapport a ¢, nous

avons
_ofde ofdy

0=D(for) = (Df)r' = 1= 9y

Ainsi, nous avons que le vecteur Yy
%i + g—ch j (que nous appellons le
« gradient de f », il jouera un réle cru-
cial dans les sections & venir) est or-
thogonal au vecteur vitesse r'(tg) =
2’ (to) i+ (to) j et donc orthogonal a la
courbe. Si (x,yo) = r(to) est un point \
sur la courbe, la connaissance du vec- U2
teur normal nous permet d’obtenir di- Py(z2,ys)
rectement une équation de la tangente. .

Pz,

RN

T

Figure 2.5.14 Une courbe f(z,y) = 0 et quelques
tangentes.

En effet, il suit de I’équation (1) d’une droite dans le plan, appliquée a la tangente en (z, yo)
avec vecteur normal %(xo, Yo)i+ %(xm Y0)j, que celle-ci a pour équation

of

%(l‘()a Yo)(z — o) + %z(anyO)(y —yo0) = 0.

Si g—i(xo, yo) # 0, la tangente n’est pas verticale, et sa pente est précisément

_%(‘r07 yO)
-5 -
3*5(30073/0)

Par ailleurs, si, dans cette situation, on a en plus que les dérivées partielles sont continues, alors
il existe un voisinage de xy ou chaque valeur de x détermine une unique valeur de y, qu’on
note y(z), telle que (z,y(z)) se trouve sur la courbe. On dit alors que « la relation f(z,y) =0
définit implicitement y comme fonction de x pres de zy ». De plus, cette fonction est g?rivable
_ﬁ(x()yy())

et, puisque la dérivée y'(zo) est la pente de la tangente, on s’attend a avoir y/(zg) = % o)
ay (T0:Y0

Ce résultat peut étre obtenu avec la regle de dérivation des fonctions composées. En partant de
f(z,y) =0, aprés dérivation par rapport a x, on obtient
d of de  Ofdy Of Ofdy
0= —flr,ylz) =5+ = "+ 7——, *
dx (@, y()) Ordx Oydxr Ox Oydx (+)
d’ot le résultat voulu. )
Notons que, si nous avons plutot g—f(:no,yo) # 0, nous pouvons reprendre les arguments

xr

ci-haut et obtenir z = z(y) et, sans surprise,

il
—a%(xowo)

' (yo) = :
%(9607%)
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Pour les fonctions a plus de deux variables, nous avons quelque chose de semblable : le
fait d’avoir une dérivée partielle qui ne s’annule pas permet de définir implicitement 1'une des
variables comme fonction des deux autres. Cette fonction admet des dérivées partielles, et la
regle de dérivation des fonctions composées permet de les calculer.

Sans aller dans les détails, contentons-nous d’énoncer le théoreme des fonctions implicites
pour les fonctions a trois variables.

-

Théoreme 2.5.15 ]

Soit f(x,y,z) une fonction d valeurs réelles ayant des dérivées partielles continues *. Si
(%0, Yo, 20) est tel que

0
f(xo,y0,20) =0 et aszc(fmymzo) # 0,

alors :
(a) il existe un voisinage U de (xo,yo) et une unique fonction z = g(z,y) telle que
f(@,y,9(x,y)) =0 pour (x,y) €U ;

(b) de plus, z = g(x,y) admet des dérivées partielles continues en (xo,yo) et, au point
(mOa 90)7 on a

of of
% __2 et % __2
Ox gL dy gL

Comme cela a été mentionné plus haut, la preuve dépasse le cadre de ce texte. C’est le point 1
qui est délicat, mais, si I'on accepte l'existence de la fonction z = z(x,y), on obtient les formules
du point 2 avec la régle de la chaine, de la méme fagon que ce qui a été fait en (x), & savoir

afdx  0fdy 0f0z 9f  0f9x

0
0= %f(x,y,z(x,y)) " 9z 0x +5'7y893 +$8x - Oz * 9z 0z’

ou la derniere égalité suit du fait que x et y sont indépendantes. Il vient alors que

of
82 _ @

—=-2
ox oL

Encore une fois, il serait tentant de penser que ceci découle de « simplifier les fractions », mais
il n’en est rien.

On procede de la méme fagon, mais en dérivant par rapport a y pour obtenir la deuxieme
formule.

Voyons quelques exemples.

Exemple 2.5.16

Supposons que trois quantités, z,y et z, sont liées par la relation © —z = arctan(yz). Trouver

s e s . 62 82
les dérivées partielles 9% et 5e

Posons f(z,y,z) = x—z—érctan(yz), de sorte que ’égalité donnée équivaut a f(z,y, z) =

0. On calcule alors g—z =-1- H#ZQ Ainsi, la relation donnée définit implicitement z en
fonction de z et y sauf lorsque 1 + y?2? = —y. Par ailleurs :
o 9 — 1 Joun 22 = -5 _ —1 _ 14yt
oz ) oz % 7171_*_1/% 1+y222+y ?

20n dit alors quef est « de classe » CT.
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af z
e Of _ —z d’ou 0z __ "oy __ 149222 _ —z
= 2.2 = "Taf T Ti__—_=® = 2,21,
oy T 1+y%z? oy o - 1+y?2%+y

A vous de jouer 2.5.17

Soit la relation sin(z — (bx + 10y)) = 0.

0z | Oz
Déterminer, par dérivation implicite, les dérivées partielles — et — au point (0,0, 0).

dr Oy
0z

(a) 52(0,0,0) =

) %(o,o,o> -

Procédure (optionnelle)

L’approche présentée ci-haut est plutdt abstraite, dans le sens qu’elle met l'accent sur la

dérivée en la considérant comme une application linéaire. D’un point de vue trés pratique,
il importe de pouvoir effectuer les calculs des dérivées partielles. Ci-apres, on présente une
démarche qui peut étre utile les premieres fois qu’on effectue ce genre de calculs.

» Etape 1 : Ecrire expliciternent toutes les fonctions concernées et spécifier les arguments

(les variables) de chacune d’elles. Il faut s’assurer que des fonctions différentes ont des noms
différents. Au besoin, on pourra introduire de nouveaux noms pour certaines fonctions.
Dans le cas du théoreme 2.5.1, cette liste est :

f(m,y)7 .Z‘(S,t), y(87t)7 F(S,t) =f (x(s,t),y(&t)) :

Bien que les fonctions f et F' soient intimement liées, elles ne sont pas la méme chose.
L’une est une fonction de x et y tandis que l'autre est une fonction de s et .

Etape 2 : Ecrire le modele
oF _of
ds  0s
Noter que

o la fonction F' apparait une fois dans le numérateur a gauche, et la fonction f, & partir
de laquelle F' est définie au moyen d’un changement de variables, apparait une fois
dans le numérateur a droite;

o la variable du dénominateur de gauche apparait une fois dans le dénominateur de
droite.

Etape 3 : Remplir les espaces restants avec chacune des variables pour lesquelles cela a
du sens, c’est-a-dire chacune des variables de la fonction f. En particulier, si f est une
fonction de x et y, elle peut étre dérivée par rapport & x et y seulement. Ainsi, on ajoute
deux copies du modele ci-haut, une pour = et une pour y :

oF _osor oty
ds  O0xds Oyos

Remarquer que x et y sont des fonctions de s, de sorte que les dérivées partielles % et %

S
sont définies. Le premier terme, %%, tient compte de la variation de x par rapport a s,

et le second terme, %%’ tient compte de la variation de y par rapport a s.



2.5. REGLE DE DERIVATION DES FONCTIONS COMPOSKEES 127

» Etape 4 : Ecrire explicitement la relation fonctionnelle et ses variables. Il y a une seule
relation fonctionnelle qui a du sens. Le terme de gauche est une fonction des variables s
et t. Ainsi, le terme de droite doit aussi étre une fonction de ces variables. Comme f est
une fonction de x et y, ceci est obtenu en évaluant f en x = z(s,t) et y = y(s, ).

e (5:0) = 2L (2l 0)y(5,) o (5.0) + 5 (a5, G500

Si 'on omet les arguments, ou si 'on oublie quels sont ces arguments, il est possible

d’oublier que % et g—fj dépendent de s et t. Ainsi, si 'on doit calculer une autre dérivée,

on aura des problémes pour différentier les facteurs % (z(s,t),y(s,t)) et gTC (z(s,t),y(s,1)).

Afin de s’aider a retenir les formules du théoreme 2.5.1, il peut étre utile de penser que les

variables sont des quantités physiques : f et F' mesurées en grammes, x et y mesurées en metres,
et s et t mesurées en secondes. Notons alors que

* le terme de gauche, %—f, a pour unités des grammes par seconde;

* chaque terme du coté droit contient la dérivée partielle de f par rapport & une variable
différente. La variable indépendante apparait une fois dans le dénominateur et une fois
dans le numérateur, de sorte que ses unités (dans notre cas des metres) s’annulent. Ainsi,

les deux termes %% et %% a droite ont aussi des grammes par seconde comme unités.

Voici une représentation graphique qui utilise un arbre de dépendances afin de se rappeler la
régle de dérivation des fonctions composées. %f (z(s,t),y(s,t)) = %% + %%. Comme dans

la figure de gauche ci-bas :
* Ecrire, dans la rangée supérieure, « f »;

¢ Ecrire, dans la rangée du milieu, chacune des variables de la fonction f(z,y), c’est-a-dire
«x et «y»;

Ecrire, dans la rangée inférieure,

° sous z, chacune des variables desquelles z(s,t) dépend, dans ce cas « s » et « t », et,

° sous ¥y, chacune des variables desquelles y(s,t) dépend, & savoir « s » et « ¢ »;
¢ Joindre par une ligne chaque fonction aux variables desquelles elle dépend ;

¢ Puis, comme dans la figure de droite ci-bas, écrire a c6té de chaque ligne la dérivée partielle
de la fonction au-dessus de la ligne par rapport a la variable sous celle-ci.

f
/ \ 7N
ox oy
T Y Y
ANVANE A S A
0s ot 0s ot
S t s t t

S t S
¢ Finalement :

o Remarquons, dans la figure ci-bas, qu’il y a deux chemins entre f, tout en haut, et s,
tout en bas. L'un d’eux passe par x et 'autre passe par y.
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Pour chaque chemin, on multiplie les dérivées partielles des deux cotés des traits qui
composent le chemin. Dans cet exemple, les deux produits sont f 6”” ~ pour le premier

chemin et af ay pour le second.

° On additionne tous ces produits, ce qui donne dans notre exemple g£ gf: + gi; gi’

° On écrit les arguments, comme a 1’étape 4 ci-haut.

¢ On obtient alors

A7 (0 9(5,10) = L (25,0905, 1)) e (s.)
+ 5 00000 st

of of
ox oy
T Y
0s, ot Os ot
s t s t
Exemple 2.5.18
Le terme de droite de I'égalité
d 8f dx af dy
8f dz

+ 5, (@(®),5(1), () = (2),

sans les variables, est 8£ dz 4 gi ‘Liff + gf,: flif Le diagramme d’arbre qui correspond est le
suivant :

of of
ox /) of 0z
oy
i V4
do dy dz
dt dt dt
t t t

Etant donné que x(t), y(t) et z(t) sont des fonctions d’une seule variable, les dérivées
indiquées dans les traits du bas sont des dérivées ordinaires, pas des dérivées partielles.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Ecrivez la régle de dérivation des fonctions composées pour toutes les fonctions sui-
vantes.
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(a) 2% pour h(z,y) = f (z,u(x,y)).
(b) % pour h(x) = f (z,u(x),v(x)).

(c) gy pour h(z,y,2) = f (u(z,y, 2),v(z,y), w()).

Supposons que z = f(z,y) admet des dérivées partielles de deuxiéme ordre continues,
et x = rcost, y = rsint. Exprimez les dérivées partielles suivantes en termes de r, t,
et des dérivées partielles de f.

(a) % (b) Zz.

Soit z = f(x,y), ou f(z,y) admet des dérivées partielles de deuxiéme ordre continues,
et

fa:(271):57 fy(2a1):_2a
fmc(27 1) =2, fmy(Qv 1) =1, fyy(Qv ]-) =—4
Trouvez %z (x(t),y(t)) lorsque z(t) = 2t%, y(t) = t3 et t = 1.

Supposez que f(z,y) est différentiable deux fois (avec fry = fyz), et € = rcosf et
y =rsin.

(a) Evaluez fy, f, et frg en termes de r, 0 et les dérivées partielles de f par rapport
axety.

(b) Soit g(z,y) une autre fonction satisfaisant g, = fy et g, = —f,. Exprimez f, et
fo en termes de r, 6 et g, gg-
Evaluez
(a) % siev? —22zIny = .

(b) % si F(z,y,2% —y?) = 0.

(c) (%) sizyuww=1letz+y+u+v=0.
u

Soit z = f(x,y) donnée implicitement par
e€+yz=x+y.

(a) Trouvez la différentielle dz.

(b) Utilisez 'approximation linéaire au point (1,0) pour approximer f(0.99,0.01).
La surface x* + y* + 2* 4+ 2yz = 17 passe par le point (0,1,2), et prés de ce point la
surface détermine x comme une fonction, x = F(y, z), de y et de z.

(a) Trouvez F, et F, en (z,y,2) = (0,1,2).

(b) Utilisez 'approximation par le plan tangent (aussi connue sous le nom d’approxi-
mation linéaire de premier ordre ou approximation différentielle) pour trouver
la valeur approximative de x (prés de 0) tel que (x,1.01,1.98) se trouve sur la
surface.
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8.

3

Considérez la surface donnée par : 22 — zyz2 — 4z = 0.

(a) Trouvez les expressions pour 9z 9z comme fonctions de z, y et z.
oz’ Jy )

(b) Evaluez g—;, g—; en (1,1,2).

(¢) Les mesures sont entachées d’erreurs : on a mesuré x = 1, avec une erreur d’au
plus 0.03, et y = 1, avec une erreur d’au plus 0.02. Trouvez I'erreur maximale de
mesure pour z.

(d) Une particule se déplace sur la surface le long d’un chemin dont la projection
dans le plan xy est donnée en termes de I'angle 6 comme étant

z(0) =1+ cosb, y(f) =sind

du point A : x =2, y =0 jusqu’au point B : x = 1, y = 1. Trouvez % aux points
Aet B.

Pour mieux comprendre.

9.

10.

11.

12.

13.

Une partie de la surface z = f(z,y) est montrée ci-dessous pour quelques fonctions
différentiables f(z,y). Les courbes de niveau f(z,y) = z; sont marquées par des lignes
bleues. Les trois points Py, P;, et P; se trouvent sur la surface.

z:zlz z:f(;my)

/

Sur la courbe de niveau z = 2z,
on peut penser a y comme une fonc- Z=12
tion de . Soit w(x) = f(z,y(x)) =
z1. On approxime, & Py, fi(z,y) =~
ﬁ—fcf et %’(:r) R ﬁ;‘j. Identifiez les
quantités A f, Aw, et Az sur le dia-

gramme.

Py

Soit w = f(x,y,t) avec x et y dépendant de t. Supposons qu’a un point (z,y) et un
temps t, les dérivées partielles f, f, et f; sont égales a 2, —3 et 5 respectivement,
dz

tandis que F =1 et % = 2. Trouvez et expliquez les différences entre %) et fi.

Qu’est-ce qui ne fonctionne pas dans 'argument suivant ? Supposez que w = f(z,y, z)
et z = g(x,y). Par la régle de dérivation en chaine,

ow 3w% 5‘w@ ow 0z Ow 8w%

9z 0z0r  Oyor  0z0¢ oz 020w

fal __ Ow 0z ow __ Jz __
Ainsi, 0 = 57 5% et donc 37 =0 ou 5= = 0.

Utilisez deux méthodes (une en utilisant la régle de dérivation en chaine) afin d’évaluer
%—f et %—If étant donnée la fonction w = 22 4+ y? + 22, avec * = st, y = scost et

z = ssint.

Evaluez #03242 f(2x+3y, xy) en termes des dérivées partielles de f. Vous pouvez supposer
que f est une fonction lisse de fagcon a ce que le Théoréme de Clairaut et la regle de
dérivation en chaine s’appliquent a I’égalité des dérivées partielles mixtes.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2.5. REGLE DE DERIVATION DES FONCTIONS COMPOSEES 131

Trouvez toutes les dérivées d’ordre deux de g(s,t) = f(2s + 3t,3s — 2t). Vous pouvez
supposer que f(x,y) est une fonction lisse de facon a ce que le Théoréme de Clairaut
et la régle de dérivation en chaine s’appliquent a 1’égalité des dérivées partielles mixtes.

Supposons que f(z,y) satisfait ’équation de Laplace azf + 2 a = 0. Montrez que c’est
également le cas pour la fonction composée g(s,t) = f(s —t,s + t), i.e. montrez que

99 4 % = 0. Vous pouvez également supposer que f(z,y) est une fonction lisse de
telle sorte que la régle de la chaine et le Théoreme de Clairaut sur ’égalité des dérivées
partielles mixtes s’appliquent.

Soit z = f(x,y), ou x = 2s+t et y = s — t. Trouvez les valeurs des constantes a, b et ¢
telles que
0%z 0%z 0%z 0%z 0%z
“ou2 VPor0y T 02 ~ 022 T o2
Vous pouvez supposer que z = f(x,y) est une fonction lisse de telle sorte que la regle
de la chaine et le Théoreme de Clairaut sur 1’égalité des dérivées partielles mixtes

s’appliquent.

Soit F' une fonction définie sur R2. Dénotons les points dans R? par (u,v) et les dé-
rivées partielles correspondantes de F' par F,(u,v), F,(u,v), Fyu,(u,v), Fyu,(u,v), etc.
Supposez que ces dérivées sont toutes continues. Exprimez

62

F(z? — 42,2
920y (z* —y*, 2zy)

en termes des dérivées partielles de la fonction F'.
u(x,y) est définie par

u(z,y) =€’ F (zefyrz)
pour une fonction arbitraire F'(z).

. Bu
(a) Si F(z) = In(2), trouvez 2% et

(b) Pour une fonction arbitraire F'(z) montrez que u(x,y) satisfait

2z % + % =u
dr Oy
Soit f(z) et g(z) deux fonctions de z satisfaisant f”(7) = —2 et ¢”"(—4) = —1. Si

z = h(s,t) = f(2s + 3t) + g(s — 6t) est une fonction de s et de ¢, trouvez la valeur de
2

8t2 lorsque s =2 et t=1.

Supposez que la fonction F(x,y,z) satisfait I’équation %—f = 812 +

et aayg; sont égales. Soit A une constante et soit G(v, s,t) =

F(y+s,v— s, At). Trouvez la valeur de A telle que % = %2762" %1?.

8y2 et que les

2
dérivées partielles 2 5 8y

Soit f(z) une fonction différentiable, et supposons que f'(0) = 10. Soit g(s,t) = f (as—

bt), oil a et b sont des constantes. Evaluez g—g au point (s,t) = (b, a), i.e. trouvez 8s |(b o)

Soit w(s,t) = u(2s + 3t,3s — 2¢) pour une fonction différentiable deux fois u = u(x, y).

(a) Trouvez wgs en termes de Ugy, Ugy , €t de uy,. Vous pouvez supposer que Ug, =

Uyg -

(b) Supposez que gy + uyy = 0. Pour quelle constante A est-ce que wgs = Awyy ?
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23. Par définition, le gradient d’une fonction différentiable f(x,y) & un point (zq, yo) est

0 0
V f(zo,v0) = (8£ (zo, Yo) » 875 (2o, Z/o))
Supposons que
V(3,6) = (7,8)

Supposons également que
Vg(1,2) =(-1,4),

et
Vh(1,2) = (-5,10).

Supposons que g(1,2) = 3, h(1,2) =6, et 2(s,t) = [ (g(s,t), h(s,t)), trouvez

Vz(1,2)

24.

(a) Soit f une fonction différentiable arbitraire définie sur la droite réelle. Montrez
que la fonction w définie sur le plan réel par
w(z,y) =e "V f(z—vy)

satisfait I’équation différentielle partielle :

2

(b) Les équations z = u® — 3uv?, y = 3u?v — v et 2 = u? — v? définissent z comme
0z

une fonction de z et de y. Déterminez 52 au point (u,v) = (2,1) qui correspond
au point (z,y) = (2,11).

25. Soit f(u,v) une fonction différentiable, et soit u = z + y et v = & — y. Trouvez une
constante, «, telle que

(fe)* + (f)* = a ((fu)® + (f)?)

Pour aller plus loin.

26. Les équations

z? — ycos(uv) = v

2?2 +y? —sin(uwv) = —u
™
définissent x et y implicitement comme fonctions de u et de v (i.e. z = z(u,v), et
y =y(u,v)) prés du point (z,y) = (1,1) auquel (u,v) = (%,0).

(a) Trouvez
Oz 9y
Oou  Ou
a (u,v) = (%,0).
oz

(b) Si z =a*+y*, déterminez 5% au point (u,v) = (3,0).
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Les textes sur la thermodynamique utilisent la relation

N\ (92 (9= _ _,
Or oy 0z)
Expliquez la signification de cette équation et prouvez qu’elle est vraie.

Supposez que w = f(zz,yz), ou f est une fonction différentiable. Montrez que

ow ow ow
r— + =z

or yﬁiy 70z

Soit f(u,v) une fonction différentiable de deux variables, et soit z une fonction diffé-
rentiable de z et de y définie implicitement par f(xz,yz) = 0. Montrez que
0z 0z

x%—i—ya—y:—z

Soit z une fonction de = et de y telle que
3 2 _ _
20— z42xy —y =0, 2(2,4) = 1.
(a) Trouvez l'approximation linéaire de z au point (2,4).

(b) Utilisez votre réponse de la partie (a) pour estimer la valeur de z en (2.02,3.96).

Si deux résistances ayant une résistance de R; et de Ry sont en paralleles, alors la résis-
tance résultante R satisfait I’équation % = R% + R%. Utilisez I'approximation linéaire
pour estimer le changement dans R si R décroit de 2 a 1.9 ohms et Ry croit de 8 a 8.1
ohms.

La résistance totale R de trois résistances, R;, Ra, R3, connectées en paralleles est
déterminée par

1 1 1 1

R R R Ry
Si les résistances, mesurées en Ohms, sont R; = 25 ohms, Ry = 40 ohms et R3 = 50
ohms, avec une erreur possible de 0.5% dans chaque cas, estimez ’erreur maximale
dans la valeur calculée de R.

(a) Trouvez I’équation du plan tangent & la surface 2?2 + ysin(nz) = —y? au point
P(1,1,-1).

(b) Soit z défini implicitement par z%2% + ysin(rz) = —y?. Trouvez g—; au point
P(1,1,-1).

(¢) Soit z la méme fonction implicite que dans la partie (ii), définie par I’équation
2223 + ysin(mx) = —y2. Soit x = 0.97, et y = 1. Trouvez la valeur approximative
de z.

Supposez qu’une fonction z = f(z,y) est implicitement définie par une équation :

zyz+x+1y2+22=0

(a) Trouvez 9.

(b) Si f(—1,1) < 0, trouvez 'approximation linéaire de la fonction z = f(z,y) a
(—1,1).
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(¢) Si f(—1,1) < 0, utilisez 'approximation linéaire en (b) pour approximer
£(—1.02,0.97).

35. Une surface est définie implicitement par z* — zy?2% +y = 0.

(a) Calculez %, g—; en termes de z, y et 2.
(b) Evaluez g—; et g—z en (z,y,2) = (2,—1/2,1).

(c) Six décroit de 2 & 1.94, et y croit de —0.5 & —0.4, trouvez le changement approxi-
matif de z en 1.

(d) Trouvez I’équation du plan tangent a la surface au point (2, —-1/2,1).

36. D’apres ’équation de van der Waal, un gaz satisfait ’équation
(pV? +16)(V — 1) = TV?,

ou p, V et T dénotent la pression, le volume et la température respectivement. Suppo-
sons que le gaz est maintenant a une pression de 1, un volume de 2 et une température
de 5. Trouvez 'approximation du changement de volume si p augmente de 0.2 et T
augmente de 0.3.

37. L’équation des ondes
Pu 1 0%u B
ax2 2 a2
se présente dans plusieurs modeles impliquant des phénomeénes se comportant comme
des vagues. Soit u(z,t) et v(&,n) relié par le changement de variables

2 2 . . 2
(a) Montrez que gmg — 6%8877; =0 si et seulement si 8856”77 =0.

(b) Montrez que g%‘ - C%g%‘ =0 siet seulement si u(z,t) = F(x—ct)+ G(z + ct)

pour des fonctions F et G.

(¢) Interprétez F(x—ct)+G(xz+ct) en termes d’ondes progressives. Pensez & u(z,t)
comme la hauteur, a la position x et au temps ¢, d’une onde qui progresse le long
de 'axe des x.

Remarque : Ne vous laissez pas déconcerter par les symboles étranges & et 7. Ce
sont juste deux lettres inoffensives de ’alphabet grec, appelées « xi » et « eta » respec-
tivement.
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2.6 Vecteur gradient

Motivation

Dans cette section, nous nous intéressons aux fonctions f a valeurs dans R. Supposons, pour
motiver la discussion, que D C R? et f : D — R sont données. On s’intéresse & Df, mais vue a
travers une lentille différente de celle de la section 2.4. Jusqu’a présent, on a surtout considéré
Df(rp), la dérivée évaluée en un point, et on la comprend comme une transformation linéaire
(c’est pour ¢a qu'il s’agit d’un vecteur rangée plutét qu’un vecteur colonne). Le changement de
point de vue consiste & considérer une fonction & valeurs dans R?, & savoir la fonction

L)
() [?i(w)} '

Cette nouvelle fonction D — R? est ce qu’on appelle le champ gradient de f. Nous
Pavons déja évoqué tres tangentiellement lors de la discussion sur les fonctions implicites (voir
les paragraphes juste avant la figure 2.5.14 ). Ce champ gradient jouera un rdle crucial par la
suite, notamment dans le dernier chapitre, celui sur le calcul vectoriel.

Nous rencontrerons deux contextes également importants, mais les interprétations du gra-
dient seront différentes.

¢ D’une part, lorsqu’on aura une relation de la forme z = f(x,y) ou, plus généralement,
z = f(x), ol une variable (ici z ) est définie explicitement en termes d’autres variables (ici
(z,y) ou x ), le gradient de f sera surtout lié & la notion de dérivée directionnelle.

* D’autre part, lorsqu’on aura plutdt une relation de la forme g(x,y) = k ou, plus générale-
ment, g(x) = 0, c’est-a-dire lorsqu’on aura une relation implicite entre certaines variables,
le gradient de g sera plutot lié a des considérations géométriques comme les objets tangents
ou normaux a des ensembles de niveau.

Bien entendu, ces deux contextes sont liés, et il est (presque tout le temps) possible de passer
de I'un a l'autre. Nous verrons comment.

Définition 2.6.1

Soit D C R™ donné et f: D — R ayant des dérivées partielles (sur D ). Le gradient de f
est la fonction o
371(1'0)

Vf:D — R" donnée par V f(rg) =

) .
6wfn (1‘0)

On représente les champs vectoriels (dans le plan) en dessinant au point (z,y) un vecteur
représentant le vecteur V f(z,y), a facteur d’échelle pres. En effet, afin de ne pas surcharger la
figure, il est commun d’ajuster la norme de V f(z,y).
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Exemple 2.6.2

Soit f(x,y) = x? — 2y%. Le champ
gradient de f est Vf(z,y) = 2zi — 4yj.
La figure ci-contre représente le champ
gradient V f ainsi que certaines courbes
de niveau de f. Par exemple, au point
(2,1), plutét que de dessiner le vecteur
V£(2,1) = 4i — 4j, on représente un mul-
tiple de celui-ci. Plus bas, nous allons ex-
pliquer le lien apparent entre le gradient
et les courbes de niveau.

Figure 2.6.3 Courbes de niveau et champ
gradient de f(z,y) = 22 — 2y2.

A vous de jouer 2.6.4

Si f(x,y,2) = 22y?, alors le gradient au point (5,3, 6) est :

V£(5,3,6)= (Indigquer un vecteur comme (0, 1,2) par
<0,1,2>.)
Remarquons que Vf(rg) = Df(rg)?, c’est simplement la transposée de la dérivée de f,

de sorte que l'approximation linéaire de f au point ry (voir théoréme 2.4.12 ) peut s’écrire
simplement

L(r) = f(ro) + Vf(ro) - (r — 1),

c’est-a~dire que le produit matriciel devient un produit scalaire.
Dérivées directionnelles et le vecteur gradient
La principale interprétation de %(a) est le taux de variation instantané de f(z), par unité

de x, au point x = a. L’analogie naturelle pour les fonctions de plusieurs variables est celle de
dérivée directionnelle.
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Supposons que nous nous trouvons a
proximité d’un feu de camp. La tempéra-
ture pergue au point r = (z,y) est f(z,y).
Supposons que nous nous déplagons avec
une vitesse de norme constante (que nous
supposouns égale & 1 ) en passant par le point
ro = (%0, yo). Lors du passage, la vitesse est
u=wuii+ usj, et 'on se demande quel est
le taux de variation de la température res-
sentie. Par exemple, dans la figure ci-contre,
en partant de (—1,—1) avec la direction u
indiquée, on se demande comment on per-
coit le changement de température.

Figure 2.6.5 Les courbes isothermes sur une
région du plan.

Plus précisément, nous avons un chemin -(¢) qui, au temps ¢ = 0, passe par le point r,
c’est-a-dire tel que 4(0) = rg. De plus, la condition sur la vitesse constante lors du déplacement
revient & dire que 4’(0) = u est un vecteur unitaire.

Nous pourrions considérer n’importe quel chemin vérifiant ces conditions : un exemple serait
~(t) = ro + tv, la droite par rq dirigée par v.

On s’intéresse au taux de variation de f le long de la courbe décrite par (t), c’est-a-dire
au taux de variation de f o+(t). Ce taux de variation est précisément la dérivée % (f o7) (t)
évaluée en t = 0.

Bien entendu, ceci peut étre généralisé aux fonctions de plus de deux variables.

Définition 2.6.6

Soit D C R™ et f : D — R ayant des dérivées partielles. Soit, par ailleurs, u un vecteur
unitaire. La dérivée directionnelle de f dans la direction de u en rq est

Daf(ro) = 5 (ro +1u)
t=0

lorsque cette dérivée (qui est une limite) existe.

Remarquons que 'hypothese |lul| = 1 donne que Dy, f(rg) est le taux de variation de la valeur
de f lorsque, en partant de rp, on part dans la direction de u par unité de distance.

Dans certains textes, on n’impose pas cette condition. Ceci revient a dire qu’on passe par
ro avec une vitesse arbitraire v. Dans ce cas, on parlera plutét de la dérivée directionnelle
de f le long de v en ry. La formule est la méme, mais l'interprétation est différente : cette
fois, Dy f(ro) est le taux de variation de la valeur de f lorsque, en partant de ro, on part dans
la direction de v par unité de temps.

Exemple 2.6.7

Soit f(z,y) = z'/3y'/3. Etudier D'existence de dérivées directionnelles de f & 'origine, dans
la direction du vecteur unitaire u = \/75 i+ \/75 j



138 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Par définition, on s’intéresse a la limite

2/3
lim = lim
h—0 h h—0
2/3
— lim (‘/5) 13,
h—0 2

Or, cette limite n’existe pas. Cette fonction n’admet donc pas de dérivée directionnelle en
(0,0) dans la direction donnée, et ce, méme si les dérivées partielles de f existent. On voit de
la méme fagon qu’il n’y a pas de dérivée directionnelle dans toute direction u = ai+ bj telle
que ab # 0. Dans les directions des axes, par contre, f est nulle, et les dérivées directionnelles
existent et valent 0.

( Proposition 2.6.8 ]

Soit D CR™ et f: D — R différentiable en un point rog € D. Alors, f admet des dérivées
directionnelles dans toutes les directions en rq, et

Dy f(ro) = Vf(ro) - u.

Démonstration. En effet, avec les notations et les hypotheses de 1’énoncé, posons () =
ro + tu. Par définition, nous avons D, f(rg) = (f o4)  (0). Or, f étant différentiable, la régle
de la chaine donne :

(f0%)"(0) = D(f 7)(0) = Df(7(0)) Dy(0) = D f(ro)¥'(0)
=V /(o) -7'(0) = Vf(ro) - u.

Voyons maintenant quelques exemples.
Exemple 2.6.9
Trouver la dérivée directionnelle de f(x,y) = e au point (0,1) dans la direction de
—i+j.
Solution. Afin de calculer la dérivée directionnelle, nous avons besoin du gradient et donc

des dérivées partielles de f au point (0,1) :

F00,1) = | = et £,(0,1) = 2"V =2,

y=1 y=1

de sorte que le gradient est

Par ailleurs, le vecteur donnant la direction doit étre normalisé, puisque la norme de —i—+j
est /2. Posons donc u = %(—i—i—j)7 le vecteur unitaire dans la direction de —i + j. La
dérivée directionnelle cherchée est
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Exemple 2.6.10

Trouver la dérivée directionnelle de la fonction w(zx,y, z) = zyz + In(zz) au point (1,3,1)
dans la direction de i+ k.

Solution. Pour commencer, les dérivées partielles de w en (1, 3, 1) sont

1 1
wz(l,?),l){szr} =3x14 = =4,
L1 1(1,3,1) 1
wy(1,3,1) = 22 =1x1 =1,
(1,3,1)
1
wz(1,3,1)={xy+} =1x34+ = =4,
Z11,3,1)

de sorte que le gradient qui nous intéresse est

Vuw(1,3,1) = wa(1,3,1)i+wy(1,3,1)j + w.(1,3,1) k = 4i + j + 4k.

1

Le vecteur unitaire dans la direction de i +k est u = 7

(i+k), et la dérivée directionnelle
cherchée est
i+k

Dyw(1,3,1) = Vw(1,3,1) -u= (4i+j+4k) - NG

8
:ﬁ:m@.

La dérivée directionnelle de w en (1,3, 1) dans la direction de d # 0 est nulle si et seulement

si, en posant u = H%IH’

d
0=Dyw(1,3,1) =Vw(1,3,1)-u= (4i+j+4k) - m,
ce qui arrive si et seulement si d est orthogonal & 4i+ j+ 4k. Ainsi, si ’on se déplace dans
la direction de n’importe quel vecteur dans le plan 4x 4+ y + 4z = 0 (dont le vecteur normal
est 4i+ j+ 4k), alors la dérivée directionnelle est nulle.

A vous de jouer 2.6.11 %
Calculer la dérivée directionnelle de f(z,y,z) = z* — 2%y au point (—1,—-2,2) dans a

direction du vecteur v = (1, —2, —4).

On vient de voir que le taux de variation instantané de f par unité de distance lorsqu’on
quitte rg dans la direction du vecteur unitaire u est un produit scalaire que I’on peut écrire sous
la forme

Vf(ro) -u=[[Vf(r)[ cosb,

ou 6 est Pangle formé par le vecteur gradient V f(rg) et le vecteur de direction u. Le fait de
I’écrire de cette facon et que le cosinus d’un angle se trouve toujours entre —1 et 1 nous permet
de faire quelques remarques importantes :

* La direction de plus grande augmentation de f lorsqu’on est a rg est celle qui correspond a
I’angle § = 0. Ainsi, afin d’avoir ce taux d’augmentation maximal, on doit quitter ry dans
la direction donnée par le gradient V f(rp). Le taux d’augmentation par unité de distance
sera alors ||V f(ro)]|.

* La direction de taux d’augmentation minimale (c’est-a-dire le plus négative) est celle qui
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correspond & # = 7. Afin d’obtenir le taux minimal de variation par unité de distance, on
doit quitter ro dans la direction opposée de celle donnée par le vecteur gradient. Dans ce
cas, le taux de variation est — ||V f(rg)||.

¢ Les directions donnant un taux de variation nul sont celles perpendiculaires au vecteur
gradient V f(rg). Si 'on se déplace dans une direction orthogonale a V f(ry), alors f reste
constante. A cet instant, on se déplace de sorte que f (r) reste constante, c’est-a-dire qu’on
se déplace le long de 'ensemble de niveau de f (une courbe de niveau si f est une fonction
de deux variables, ou une surface s’il s’agit d’une fonction de trois variables). Dans tous
les cas, nous avons que V f(rg) est orthogonal a l’ensemble de niveau f(r) = f(rg). Nous
reviendrons sur ces considérations un peu plus tard.

A vous de jouer 2.6.12

Find the maximum rate of change of f(z,y) = In(z? + y?) at the point (5, -4) and the

direction in which it occurs.
Maximum rate of change :
Direction (unit vector) in which it occurs : ( , )

Exemple 2.6.13

Soit f(z,y) =5 — 22 — 2y? et (wo,y0) = (=1, —1). Dans cet exemple, on étudie le compor-
tement de f(z,y) autour du point (zo, yo)-

Remarquons que, pour toute valeur de fy < 5, fixe, la courbe de niveau f(z,y) = fo est
lellipse 2 + 2y? = 5 — fo. Ainsi, le graphe de z = f(z,y) est formé d'un amoncellement
d’ellipses les unes par-dessus les autres.

» Puisque lellipse 2% 4+ 2y? = 5 — fy a pour demi-axes \/5 — f, dans la direction des z
et 4/ % dans la direction des y,

o les ellipses commencent en étant réduites a un point sur I’axe des z lorsque fo =5
et

o voient leur taille grandir a mesure que fy décroit.

* La portion du graphe z = f(x,y) dans le premier octant est esquissée dans la figure
de gauche ci-bas.

* Plusieurs courbes de niveau f(z,y) = fo sont esquissées dans la figure de droite.

* Le vecteur gradient
V f(wo,90) = (~20i—dyj)[ _, ) = 2i+4j =2(i+2))
au point (—1, —1) est aussi illustré dans la figure de droite.

A (zo,90) = (=1,-1) :

* Le vecteur unitaire donnant la direction de taux d’accroissement maximal est le vec-
teur gradient normalisé, c’est-a-dire 2(i 4+ 2 j) normalisé : %(1 + 2j). Le taux maximal
d’accroissement est [|21 + 4j|| = 21/5.

e Le vecteur unitaire donnant la direction de décroissance plus rapide est ——= (i + 2j),

V5
et le taux de décroissance est — ||2i + 4j| = —2v/5.

e Les directions donnant lieu a un taux de variation nul sont les directions orthogonales
au gradient V f (o, yo). Un tel vecteur est ® 2i—j. Ainsi, les vecteurs unitaires donnant
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un taux de variation nul sont j:%@i —j). Il s’agit, bien entendu, de deux vecteurs

directeurs pour la tangente & la courbe de niveau f(zg, o) au point (zg,yo), c’est-a-
dire la courbe f(z,y) = f(zo,yo)-

X

Changeons un peu les choses pour le prochain exemple. Les taux de variation en deux directions
différentes sont fournis, on verra comment ceci permet de déterminer le taux de variation dans
n’importe quelle direction.

Exemple 2.6.14

Le taux de variation d’une fonction donnée f(z,y) au point Py(1,2) dans la direction du
point P;(2,3) est 2v/2 et dans la direction de P»(1,0) est —3. Quel est le taux de variation
de f en P, dans la direction de l'origine P5(0,0)?

Solution. On pourra facilement calculer le taux de variation de f au point Py dans
n’importe quelle direction lorsqu’on connaitra le gradient Vf(1,2) = ai+ bj. On utilisera
donc les deux taux de variation donnés pour trouver a et b, puis pour déterminer le taux
de variation dans la direction de (0, 0).

Les deux taux de variation sont ceux dans les directions des vecteurs

— —
PP =i+], PPy = —2j,

dont les vecteurs unitaires sont uy = %(1 +j) et uy = —j. Ainsi, on sait que :

i+]

V2

2v2 =Dy, f(1,2) = Vf(1,2) - u; = (ai+bj)-
a b

RNV
—3=Dy,f(1,2) =V[f(1,2) -uz = (ai+dj) - ()
= —b.

Ces deux calculs fournissent ainsi deux équations linéaires en a et b. La seconde équation
donne directement b = 3. En remplacant dans la premiere, on obtient a = 1. Le vecteur
direction de Py(1,2) vers P5(0,0) est

—
PPy =—i—2j,

de vecteur unitaire ug = —%(i +2j), et le taux de variation (par unité de distance) dans

%Vérifiez-le avec le produit scalaire !
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cette direction est

Dusf(]-vz) :Vf(]-72) : (Gl+bJ
—i—2j o

7 .

=(@{i+3J)-

ot

A vous de jouer 2.6.15

Supposons qu’une fonction réelle & deux variables f(z,y) ait des dérivées directionnelles au
point (4,4) données par :

\/% dans la direction du vecteur (5,4), et

4l
Le gradient de f au point (4,4) est

( ; )-

2 . .
7 dans la direction du vecteur (4,5).

Exemple 2.6.16 Le gradient en coordonnées polaires.

Trouver le gradient en coordonnées polaires.

Solution. Comme c’est souvent le cas, bien comprendre la question est plus que la moi-
tié du travail. Par la définition 2.6.1, le gradient d’une fonction g(z,y) est le vecteur
9o (z,y) 1+ gy(x,y)j. Dans cette question, on nous donne une fonction f(r, ) exprimée avec
les coordonnées polaires r et 6. Nous convertissons celle-ci en coordonnées rectangulaires et
nous considérons la fonction

9(z,y) = [ (r(z,y),0(z,y)),
ou
T(l‘,y) =V ‘TQ +y25
O(x,y) = arctan %

Puis, nous voulons calculer le gradient de g(x,y) et Pexprimer en termes de r et 6. En vertu
de la regle de la chaine,

dg _of or o5 %
dxr  Or 9z 08 Ox

_of 1 2z +8f —y/x?
" or 2./3;2+y 00 1+ (y/z)?
af x af Y

37]” rcos@_@i rsin 6
or r 00 r2

puisque x = rcosf et y = rsinf |

af af sm@
= cosf — —

~ or o0 r

De la méme facon,

o9 _of or o 00
Oy Or 9y 00 Oy
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of 1 2y 8f 1/z
~or 2,/;g2+y 80 1+ (y/z)?
_of _y | Of =@

- or Vaz+y? o 00 2% +y?
_8f Of cos@
- or Sln9+39 r’

de sorte que
Vg=gsi+g,j= fr(cosi+sinbj)+ %(—sin&ﬂ—cos@j).
Les deux vecteurs qui apparaissent ici sont unitaires et orthogonaux. Si on les nomme
e, =cosfi+sinfj et ep = —sinfi—+ cosbj,
le premier pointe dans la direction ou r croit, et le second dans la direction ou 6 croit. Le

gradient s’écrit alors simplement

fo
Vg = fre. + 7 €9
ou, avec les points d’évaluation écrits explicitement,

Vy(x,y) = fr (r(x,y),0(x,y)) (cosb(z,y)i+sinb(z,y)j)

T(;iﬁg)fe (7’(177?/)7 H(x,y)) ( - Sin@(x, y) i+ COSH(x,y)j)-

Le calcul de 'exemple précédent repose sur la regle de la chaine, appliquée séparément a
chacune des deux dérivées partielles. La forme matricielle de cette regle (théoréme 2.5.1) permet
d’organiser le méme calcul de fagon plus compacte, en travaillant avec la dérivée Dg (un vecteur
ligne) plutot qu’avec le gradient. C’est ce que fait I’exemple suivant.

Exemple 2.6.17 Le gradient en coordonnées polaires : approche matricielle.
Reprendre 'exemple 2.6.16 précédent en utilisant la forme matricielle de la regle de la
chaine.

Solution. Comme dans ’exemple précédent, posons g(z,y) = f(r(a:,y),@(x,y)). Autre-

ment dit, g = f o ®, ot ®(z,y) = (r(x,y),&(z,y)), avec r = \/x? +y? et § = arctan £. La
regle de la chaine donne

Dg(x,y) =Df(r,0) D®(x,y),

un produit d’un vecteur ligne 1 x 2 par une matrice 2 x 2.
La dérivée de f est le vecteur ligne Df(r,0) = [f. fo]. La matrice D®(x,y) regroupe
les dérivées partielles de r et de 6, déja calculées dans 'exemple précédent :

E 1 v Y

[ cosf  sinf

D(I)(‘ra y) =

= sinf cos@

L r r
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Le produit matriciel donne alors, en une seule étape,

cos sin 0
[gw gy] = [fr fO] sin@ cos6

r r

= [fTCOSQ— @sinﬂ frsinf + fecos@} .
r r

Le gradient est la transposée de la dérivée, Vg = Dg”. On retrouve donc
Vg = (fTCOSQ - &sirﬂ)i—}- (fTsiHH—l— @cosﬁ)j = fre,+ @99,
r r r

comme dans ’exemple 2.6.16 précédent.

Gradient et ensembles de niveau

Considérons le cas des fonctions & deux variables et posons r = (x,y). Nous avons déja vu
que si C est une courbe de niveau donnée par f(x,y) = 0 et que rg = (zo,y0) € C, alors la
tangente a C en rq est

Df(ro)(r —ro) =0, (%)
ou, en développant,
0 0
%(mo,yo)(x — o) + (ijc(xo,yo)(y — o) =0.

Ayant a Pesprit la définition du gradient 2.6.1, nous obtenons plus que la moitié de la preuve
du résultat suivant :

f Théoréme 2.6.18 ]

Soit D C R?, f : D — R différentiable et vy = (x9,y0) un point sur la courbe de niveau
f(x) =c. Alors,

(a) Uéquation de la tangente a C en g est
Vf(ro) - (r—ro) =0;
(b) Uéquation de la droite passant par ro et orthogonale d C en ce point est

r(t) =ro +tVf(ro).

Démonstration. Le premier énoncé est simplement une reformulation de 1'équation ().
Le second énoncé découle du fait que le vecteur V f(rg) est un vecteur normal pour la
tangente, donc un vecteur directeur pour la droite normale. [ ]

Exemple 2.6.19

Soit C donnée par \/x + \/y = y/c. Soit T la tangente a C en un point quelconque, et
(z*,0), (0,y*) les points d’intersection de T avec les axes de coordonnées.
Montrer que la quantité * + y* ne dépend pas du point de tangence choisi.
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Solution. Soit f(z,y) =z + /Yy et (x0,%0) € C. Le gradient de f est
fo(@, )i+ fy(z,y)i= 2\[ +2\7J

L’équation de la tangente & C en (z9,yo) est alors

0= —
2\/%( )+2\r(y Yo)
T Zo Yy Yo
—0l=——--"——=+—=-—F
Zo Zo VYo VYo
x Yy
= Vo= —+

ou la derniére égalité vient de ce que (z9,yo) se trouve sur C.

y
Les intersections de la tangente 7 avec
les axes des coordonnées se calculent aisé-
ment
¢ avec 'axe des abscisses : y = 0 donne -
Tt = /cxg;
¢ avec 'axe des ordonnées : x = 0 donne Po(z0,90)
y* = v €Yo-
Ainsi, x
.7: *
¥yt = Jexo+y/eyo = Ve (Voo + o) =

Figure 2.6.20 La courbe f(z,y) = /z +
V¥ = V/c ainsi que sa tangente en un point
quelconque

A vous de jouer 2.6.21

Considérez la courbe (y — 2)? + 2 = 2y — 3 comme une courbe de niveau de f(x,y).

(a) A laide de Vf(3,2) trouver un vecteur normal a la courbe au point (3,2).

(b) Avec la réponse de (a) trouver I’équation (implicite) de la tangente a la courbe au
point (3,2).

Avec une variable de plus, nous assistons a une métamorphose :

* La courbe d’équation f(z,y) = k devient une surface S d’équation f(x,y,z) = k, et le
point (g, yo) devient un point (xg,yo, z0) sur S;

* La droite tangente a la courbe devient le plan tangent a la surface S.

Nous allons utiliser un procédé semblable & celui qui nous a servi lors de notre discussion
au sujet des fonctions implicites, mais avec une surface au lieu d’une courbe. Soit S la surface
G(z,y,z) =0 et Ro(x0, Yo, 20) un point sur S.
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G(z,y,2) =0

Imaginons que nous nous promenons sur

la surface et que, a linstant ¢ = 0, nous

passons au point Rg (xg, Yo, 20)- Soit r(t) =
(z(t), y(t), 2(t)) la position au temps t.

xr

Puisque notre balade a lieu sur la surface, nous savons que r(t) se trouve sur la surface,
c’est-a-dire

Gor(t) =G (x(t), y(t), 2()) = 0

pour tout t. En dérivant par rapport a t, on obtient, en vertu de la régle de la chaine,
(DGorx(t))r'(t) =0,

c’est-a-dire

e (0. 40, 2(0) #(0)+ G (200, y(O) 2(0) ¥'(0)
+ 97 (o), ), =(6)) #(1) =0

En particulier, en ¢ = 0, on obtient

oG e ,
97 (%0, Yo, 20) «'(0) + M (%0, Yo, 20) ¥'(0)
oG ,
+ e (w0, Yo, 20) 2'(0) = 0. (1)

A nouveau, compte tenu de la définition du gradient de G, 'égalité (+1) se lit simplement
VG(rg) -ty =0,

c’est-a-dire que le gradient VG(rg) est orthogonal a r(.
Ceci étant vrai pour toute courbe sur S passant par rg, on a que VG(rg) est orthogonal au
plan tangent a S en ry. Ceci donne la preuve du résultat suivant.

-

Théoréeme 2.6.22 Plan tangent et droite normale : surfaces de niveau. ]

Soit S la surface d’équation G(x,y,z) =k etro = xoi+ yoj+ 20k un point de S ot le gra-
dient VG(rg) existe et est non nul. Pour un point (x,y, z) quelconque, posonst = zi+yj+ zk.
Alors :

(a) le vecteur VG(rg) est orthogonal 4 S en rg ;

(b) le plan tangent 4 S en ry a pour équation
VG(ry) - (r —rg) =0,
c’est-a-dire, en coordonnées,

G (ro) (v — 20) + Gy(ro) (¥ — o) + G (o) (2 — 20) = 0;
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(¢) la droite normale ¢ S en rg admet le paramétrage

r=rg+tVG(ry), teR.

Remarque 2.6.23

Nous avons quelques idées au sujet des plans tangents aux surfaces z = f(x,y) et des
approximations linéaires, voir la définition 2.4.3 et le paragraphe qui la suit. Il s’agit de
conséquences du théoreme 2.6.22. En effet, il est toujours possible d’écrire ’équation z =
f(z,y) sous la forme z — f(z,y) = 0 et d’invoquer le théoréme 2.6.22 avec G(zx,y,z) =

z— f(x7 y)7 puisque
VG(20,90,20) = —fa(w0,90)1— fy(z0,90)j + k.

Le théoreme 2.6.22 donne alors ces faits comme une conséquence.
Il est trés important de pouvoir passer d’un contexte a l'autre.

Remarque 2.6.24 Deux interprétations du gradient.

Le gradient joue deux roles différents, selon le contexte. Supposons que f: R? — R est

différentiable. , . .
Soit S la surface d’équation z = f(z,y), c’est-a-

dire le graphe de f. Alors V f(xg,y0) est un vecteur
qui vit dans le domaine de f : il pointe, a partir de
(z0,Yo0), dans la direction de plus forte croissance de
f (voir la sous-section « Dérivées directionnelles et le
vecteur gradient »).

Si on voit plutdt cette méme surface comme une A0S
surface de niveau, celle d’équation G(z,y, z) = 0 avec e
G(z,y,z) = f(z,y) — z (au signe prés, comme a la re-
marque 2.6.23), alors, au point (g, yo, 20) de la sur- /\ y
face (avec zop = f(zo,0)), VG(x0, Y0, 20) est un vec- - vf Q

teur normal d la surface, orthogonal au plan tangent
en ce point (théoreme 2.6.22). Cest la méme idée que Figure 2.6.25 Vf dans le do-

pour les courbes de niveau, une dimension plus haut. maine, VG normal & la surface

La figure 2.6.25 montre les deux sur un méme exemple. En rouge, V f(z,yo), dans le
domaine, pointe dans la direction de plus forte croissance de f; en bleu, VG(zg, yo, 20) =
fo(zo,y0)1 + fy(xo,y0)j — k est normal & la surface au point correspondant. Sa partie
horizontale est précisément V f(xo, yo)-

Voyons maintenant quelques exemples.

Exemple 2.6.26

Trouver le plan tangent et la droite normale & la surface S d’équation z = 22 + Sy — 2>

au point (1,2, 3).
Solution. Vérifions pour commencer que 12 +5 x 1 x 2 — 2(2)? = 3, de sorte que le point
(1,2, 3) appartient effectivement & la surface S.

Ecrivons 1’équation de la surface sous la forme G(z,y, z) = 2% + 52y —2y* — 2 = 0. Alors,
le gradient est

VG(z,y,2) = 2z +5y) i+ (5 —4y)j — k,
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de sorte que, en vertu du théoréeme 2.6.22, n = VG(1,2,3) = 12i — 3j — k est un vecteur
normal & la surface au point (1,2,3). Ayant le vecteur normal, nous n’avons plus qu’a
trouver I’équation du plan tangent.

12 z—1
n-((z-1)i+@y-2)j+(z-3)k)=| -3 |-|y-2]=0
-1 z—3

ou encore
1220 =3y —2=3

On vérifie aisément que (1,2,3) se trouve bel et bien sur le plan : 12 x 1 -3 x2—3 = 3.
La droite normale est donc

r—1 12
y—2 | =tn=t| -3
z—3 —1

ou

Mise en garde 2.6.27

Le vecteur VG(x,y, z) n’est pas orthogonal a la surface G(z,y, z) =K au point (zo, yo, 20)-
Le vecteur VG(xq,yo, 20) est orthogonal & la surface en ce point (pourvu, bien entendu,
qu’il s’agisse d’un point de la surface, c’est-a-dire G(zo, yo, 20) = K ).

Considérons ’exemple suivant pour illustrer les problemes qui peuvent arriver si nous
omettons d’évaluer VG(z,y, 2) en (xq,yo, 20)-

Trouver le plan tangent & la surface 22 + y? 4+ 22 = 1 au point (0,0,1).

Dans ce cas, la surface est donnée par G(z,y,z) = 22 + y? + 22 = 1. Le gradient de G est
VG(z,y,z) = 2xi+2y j+2z k. Afin d’invoquer correctement la partie (b) du théoréme 2.6.22,
on doit évaluer VG(0,0,1) = 2k et trouver que le plan tangent en (0,0, 1) est

VG(0,0,1) - (zi+yj+(z—1)k) =0 ou 2(z—1)=0 ou z=1.

Ceci est correct : le plan tangent a la sphére unité au poéle nord est un plan horizontal.
Cependant, si l’'on applique incorrectement la partie (b) du théoreme 2.6.22, sans évaluer
VG(z,y,z) au point (0,0,1), on trouverait que le « plan tangent » est

VG(z,y,2) (zi+yj+(z—1)k) =0
ou 2x(x —0)+2y(y —0) +22(z—1) =0

ou 24P+ 22 —2=0,

ce qui est terriblement faux. Cette équation n’est méme pas I’équation d’un plan puisque
tout plan a une équation de la forme ax + by 4+ cz = d, avec a, b, ¢ et d des constantes.

Voyons plus d’exemples.
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Exemple 2.6.28

Supposons que nous voulons déterminer le point le plus haut et le point le plus bas sur
la surface G(z,y,2) = 2% — 22 + y* — 4y + 2% — 62 = 2, c’est-a-dire que nous voulons
déterminer, parmi les points de cette surface, ceux pour lesquels la coordonnée z a la valeur
la plus grande ou la plus petite.

Apres complétion des carrés, on obtient

G(x,y,2) =2 =224+ 9y* — 4y + 2° — 62
=(x-1)2+(y—2)%+ (2 —3)? — 14,

de sorte que la surface G(z,y,z) = 2 est une sphere, son point le plus haut est le « pole
nord » et son point le plus bas est le « pdle sud ». Supposons cependant que G(zx,y,z) = 2
est plus compliquée et que nous ne pouvons pas l’esquisser facilement.

Nous allons trouver les points qui nous intéressent en utilisant le fait que le plan tangent
a la surface G = 2 est horizontal en ces points. De facon équivalente, le vecteur normal a
G = 2 doit étre vertical. En effet, regardons la figure ci-bas. Si le plan tangent en (zo, yo, 20)
n’est pas horizontal, alors ce plan tangent contient des points dans un voisinage de (xo, Yo, 20)
avec z > zp et d’autres points dans ce voisinage avec z < zg. Preés de (xo, yo, 20), le plan
tangent est une bonne approximation de la surface ¢, de sorte qu’elle contient aussi de tels
points.

L~

22 —2r+ Yyt —dy+22—62=2

(an Yo, ZO)

\\// Y

vue latérale

Le gradient est
VG(z,y,2) =2z —-2)i+ 2y —4)j+ (22 —6) k.

Il est vertical lorsque les composantes en i et en j sont nulles. Ceci arrive lorsque 2z —2 =0
et 2y —4 = 0, c’est-a-dire lorsque z = 1 et y = 2. Ainsi, le vecteur normal a la surface G = 2
au point (z,y, z) est vertical quand = 1, y = 2 et (il ne faut pas oublier ceci!) (z,y, z) se
trouve sur G = 2.

G(1,2,2) =12 —2x 1422 —4x2+ 22— 62=2
=22 —62-7=0
— (z-7(z+1)=0
—2z=7, —1.

Le point le plus haut est (1,2,7) tandis que le point le plus bas est (1,2, —1), tel qu’on s’y
attendait.

%Nous reviendrons avec plus de précision sur ce point, lorsque la notion de différentiabilité sera introduite.
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Dans cet exemple, nous aurions pu utiliser le fait que la surface est une sphere et que, dans
ce cas, le vecteur joignant le centre a un point quelconque est orthogonal au plan tangent en ce
point. Voyons un autre exemple dans lequel un tel raccourci n’est pas possible.

Exemple 2.6.29

Trouver les points sur la surface z2 + 2y 4+ 322 = 72 qui donnent lieu & la plus grande ainsi
qu’a la plus basse valeur de x + y + 3z.

Afin de développer une stratégie pour résoudre ce probléeme, considérons I'esquisse ci-
bas.

22+ 2% + 322 =72

AN \

N\

r+y+32=C
L’ellipse en rouge représente la surface
2?42y + 322 =72,

qui est un ellipsoide. La ligne diagonale du milieu (en noir) représente le plan z+y+3z = C
pour une certaine valeur de C' que nous ferons varier astucieusement. A chaque point sur
ce plan, la fonction (z,y, z) — = + y + 3z (que l'on veut maximiser ou minimiser) prend la
valeur C.

En particulier, pour la valeur de C' choisie dans la figure, le plan x + y + 3z = C' coupe
notre surface, ce qui nous dit que x4y + 3z prend la valeur C' a quelque part sur la surface.

Afin de maximiser = + y + 3z, imaginons que la valeur de C' croit lentement, de sorte
que le plan z + y + 3z = C se déplace vers la droite ®. Nous voulons arréter de faire croitre
la valeur de C lorsque nous atteindrons la plus grande valeur de C' pour laquelle le plan
x + 1y + 3z = C coupe la surface 22 + 2y% + 322 = 72. Pour cette valeur de C, le plan
x4+ y + 3z = C, représenté par la diagonale bleue de droite, est tangent a notre surface.

De la méme fagon, si I'on veut minimiser = 4+ y + 3z, on doit diminuer la valeur de C.
Le méme argument mene a conclure que, au point de minimum, le plan doit étre tangent a
la surface. L” exemple 2.6.28 était semblable, mais le plan en question était z = C.

Nous sommes en mesure de calculer. Nous avons besoin de trouver les points (a,b,c)
(dans la figure, ils sont représentés par les points de tangence, en noir) pour lesquels

* (a,b,c) se trouve sur la surface, et

¢ le vecteur normal & la surface 22 + 2y% + 322 = 72 en (a, b, ¢) est paralléle au vecteur
normal du plan, c’est-a-dire a i+ j + 3 k.

Etant donné que le gradient de 22 4 2y2 + 322 est 2zi+ 4yj+ 62k = 2(xi+2yj+ 3zk),
ces conditions sont équivalentes aux équations ci-apres.

a’ + 2% + 3¢ =12
ai+2bj+3ck=tli+j+3k), pour un scalaire ¢

La seconde équation dit que a = ¢, b = % et ¢ = t. En remplagant dans la premiere équation,
on obtient

1 9
t2+§t2+3t2:72 — 5152:72 — 2 =16 < t =44,
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de sorte que
* le point sur la surface 2 4+ 2y? + 322 = 72 pour lequel = + y + 3z atteint sa valeur
maximale est (a, b, c) = (t, %,t) ’t:4 = (4,2,4), et
* x4+ y+ 3z prend la valeur 4 + 2+ 3 x 4 = 18 en ce point;
* le point sur la surface 2 4+ 2y? + 322 = 72 pour lequel = + y + 3z atteint sa valeur

minimale est (a,b,c) = (t, %715) ‘ =(—4,-2,-4), et
t=—4

* =+ y+ 3z prend la valeur —4 — 24 3 x (—4) = —18 en ce point.

Exemple 2.6.30

Soit F(z,y,2) =0 et G(z,y, z) = 0 deux surfaces se coupant le long d’une courbe. Trouver
un vecteur qui est tangent a cette courbe au point (z, yo, 20)-

Solution. Soit T le vecteur tangent cherché. Ainsi, T doit étre
* tangent a la surface F(x,y,2) = 0 en (zg, Yo, 20) €t
* tangent a la surface G(z,y,z) = 0 en (xo, Yo, 20)-

Ainsi, T doit étre

* orthogonal au vecteur VF(zo, yo, 20), qui est normal & F(x,y,2) = 0 en (zo, Yo, 20),
et, en méme temps, il doit étre

* orthogonal au vecteur VG(xq, yo, 20), qui est normal & G(z,y, z) = 0 en (xo, Yo, 20)-

On peut donc utiliser le produit vectoriel des deux vecteurs gradients pour construire T :

i F, G
T = VF(x0,%0,20) x VG(x0,y0,20) =det |j F, G,
k F, G,

= (Fy,G, — F.Gy) i+ (F.G, — F,G,) j+ (F,Gy, — F,G,) k,

o1, bien entendu, toutes les dérivées partielles doivent étre évaluées en (x,y, z) = (xo, Yo, 20)-

Voyons 1" exemple 2.6.30 en action.

Exemple 2.6.31

Considérer la courbe intersection des surfaces 22 + 42 + 22 = 5 et 2% + y? = 4z. Trouver un
vecteur tangent a cette courbe au point (\/3, 1, 1).

Solution. Vérifions tout d’abord que le point (v/3, 1, 1) se trouve bel et bien sur la
courbe, c’est-a-dire qu’il vérifie les deux équations :

(\/§)2+12+12:5 (\/§)Q+12:4><1.

Nous trouverons le vecteur tangent voulu en utilisant la stratégie de I’ exemple 2.6.30.
Posons F(z,y,2) = 2% + y> + 2% et G(w,y,2) = 2% + y? — 42. Alors,

“En effet, & = 1= 9% > 0.

x
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* le vecteur

2x \/§
VF (\/§,1,1)= 2 2| 1
2z V31.1) 1
est normal & F(z,y,2) =5 en (V3, 1, 1), et
* le vecteur
2x \/§
VG(\/§,1,1): 2 —2| 1
—4 V311) —2

est normal & G(z,y,2) =0 en (V3, 1, 1).

Ainsi, un vecteur tangent est

V3 V3 i V3 V3

1 x| 1 | =det|j 1 1

1 ) kK 1 -2
—(-2-1i+(V3+2v3) j+ (V3-V3)
= —3i+3V3j.

Il y a un facteur 3 dans les deux composantes non nulles, de sorte que 'on peut choisir
—i++/3j comme vecteur tangent.

Exemple 2.6.32 Graphiques par ordinateur, élimination de surfaces cachées.

Lorsque nous regardons un objet tridimensionnel, nous ne le voyons pas au complet : cer-
taines portions de 'objet nous sont cachées par d’autres portions de celui-ci. Par exemple,
I’esquisse ci-bas schématise la trajectoire d’un rayon de lumiere entre 1'ceil et la surface de
lobjet. L’objet est solide, de sorte que le rayon ne peut pas le traverser. S’il le pouvait,
il traverserait, suivant la ligne pointillée, rencontrant la surface de I'objet & trois autres
reprises. L’ceil peut voir un seul point, mais pas les trois autres.

1

-

-

La technique de reproduire cet effet en infographie est connue comme 1’ « élimination de
surfaces cachées ». En général, 'implémentation peut étre compliquée. Souvent, on utilise
une technique appelée « ray tracing ». Elle est relativement simple & comprendre pour peu
qu’on connaisse les vecteurs et les gradients, et si, 'on regarde un seul objet convexe (par
définition, un objet est convexe si, lorsque deux points se trouvent sur celui-ci, tout le
segment de droite joignant ces deux points fait également partie de objet).
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non convexe convexe

Supposons donc que nous regardons un solide convexe, et que I’équation de sa surface
est G(x,y,z) = 0 et que notre ceil se trouve & (Ze, Ye, 2 )-

¢ Travaillons a reculons et considérons pour commencer un rayon de lumiére qui quitte
Peeil et effleure le solide en (x,y, z), comme dans la figure de gauche ci-bas. Le rayon
est tangent a la surface en (x,y, z). Ainsi, le vecteur donnant la direction du rayon,

T—Te
[ Y—Ye } , est tangent & la surface en (z,y, z) et, conséquemment, il est orthogonal au

Z—Ze

vecteur normal n = VG(z,y, 2), a la surface en (z,y, z). Ainsi,

T — X,
Y —Ye VG(IE,’y,Z) =0.
Z— Ze

’y (wevyEaze) 1 (mevymze)

VG(z,y,2)

<$_x€ yY—Ye 7Z_Z€>

0

II

G(2,y,2)=0

¢ Considérons maintenant un rayon qui quitte 1’ceil et qui passe a travers le solide, tel
qu’illustré dans la figure de droite ci-haut. Soit (x,y, 2) le point par lequel le rayon
entre dans le solide et (2,1, 2’) le point « de sortie ».

T—Te
° Soit v un vecteur de méme direction, c’est-a-dire un multiple positif, de [ Y—Ye ] .
Z—Ze

° Soit n un vecteur normal pointant vers l'extérieur du solide & (z,y, z). Il s’agira,
par exemple, de VG(z,y, z) ou de —VG(z,y, 2).

° Soit n’ un vecteur normal pointant vers extérieur du solide & (2/,y’, 2’). Il s’agira
de VG(2/,y',7") ou de —=VG(2', ¢/, 2').

Alors,

° au point (z,y,z) ou le rayon entre dans le solide, qui est un point visible, le
vecteur v pointe vers I'intérieur du solide. L’angle 6 entre v et le normal n pointant
vers extérieur est plus grand que 7/2, de sorte que v-n = ||v|| ||n|| cosd < 0.
Mais

° au point (2',9', 2’) ol le rayon quitte le solide, qui est un point caché, le vecteur v
pointe vers l’extérieur. L’angle 6 entre v et le normal n’ pointant vers 'extérieur
est inférieur & /2, de sorte que v-n’ = ||v|| ||n’|| cosé > 0.
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La conclusion est que si 'on regarde dans la direction de v et que le normal pointant
vers 'extérieur * de la surface & (z,y, z) est VG(x,y, z), alors le point (x,y, z) est caché si
et seulement si v-VG(z,y,z) > 0.

Cette méthode est utilisée en infographie pour créer des figures comme celles ci-apres °.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Trouvez la dérivée directionnelle de f(z,y,z) = e*¥* dans la direction j + k au point
(0,1,1).

2. Trouvez V (y? + sin(zy)).

3. Trouvez le taux de variation de la fonction donnée au point donné dans la direction
donnée.

(a) f(z,y) = 3z — 4y au point (0,2) dans la direction —2i.
(b) f(z,y,2) =2t +y 1 +271a(2,-3,4) dans la direction i+ j + k.

4. Trouvez V f(a,b) étant données les dérivées directionnelles
D.f(a,b)=3v2 et  D,f(a,b) =5,
olu= \%(H—j) et v=1(3i—14j).

5. Supposez que la dérivée directionnelle de w = f(x,y, z) au point P est maximale dans
la direction du vecteur 2i — j + k, et que la la valeur de la dérivéee directionnelle dans
cette direction est 3v/6.

(a) Trouvez le vecteur gradient de w = f(x,y,z) en P.

(b) Trouvez la dérivée directionnelle de w = f(z,y,z) en P dans la direction du

2Si VG(z,y, ) est le normal pointant vers l'intérieur, on remplace G par —G.

bCes figures ne sont pas convexes, mais il est possible d’adapter la méthode décrite parce que chaque rayon
qui passe par notre ceil passe par le solide au plus deux fois. Il y entre au point visible et en sort par le point
invisible.
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vecteur i+ j.
Est-ce raisonnable de dire que les surfaces 22 +y?+ (2 —1)? = let 2 + ¢y + (2 +1)? =1
sont tangentes 1'une par rapport a l'autre en (0,0,0) ?
Soit f(z,y) = zf_sigyz Trouvez le plan tangent a la surface z = f(x,y) au point
1
(1.1, ).
N 27 — .
Trouvez le plan tangent a W 9 au point (2,1,1).

Trouvez les équations du plan tangent et de la droite normale aux graphes des fonctions
spécifiées aux points spécifiés.

(a) fla,y) =2° —y® en (=2,1).

(b) f(z,y) = e™ en (2,0).
Considérez la surface z = f(x,y) définie implicitement par I’équation zyz2+y2?23 = 3+
22, Utilisez un vecteur gradient de dimension 3 pour trouver 1’équation du plan tangent

a cette surface au point (—1,1,2). Ecrivez votre réponse sous la forme z = az + by + ¢,
ou a, b et ¢ sont constantes.

Une surface est donnée par z = 22 — 2zy + y2.
(a) Trouvez l’équation du plan tangent & la surface en z = a, y = 2a.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de a est-ce que le plan tangent est paralléle au plan

r—y+2z=17
Trouvez le plan tangent et la droite normale a la surface z = f(z,y) = zZQTy?ﬂ en
(z,y) = (-1,2).

Pour mieux comprendre.

13.

14.

Un moustique est & la position (3,2,1) dans R3. 1l sait que la température T autour de

ce point est donnée par T = 222 + y2 — 22.

(a) Il souhaite rester & la méme température, mais il doit voler dans une direction
initiale. Trouvez une direction dans laquelle le taux de variation initial de la
température est 0.

(b) Sivous et un autre étudiant avez les deux la bonne réponse a la partie (a), est-ce
que les directions que vous obtenez sont les mémes? Pourquoi oui ou pourquoi
non ?

(¢) Quelle direction (ou directions) initiale(s) devrait suivre le moustique s’il veut
refroidir le plus vite possible.

Soient
J(@,y,2) = (20 4 y)e VD
9(@,y,2) = w2 +y° +yz +2°
(a) Trouvez les gradients de f et g en (0,1,—1).

(b) Un oiseau en (0,1,—1) vole & une vitesse de 6 dans la direction pour laquelle
f(z,y,2) croit le plus rapidement. Lorsqu’il passe en (0,1, —1), & quelle vitesse
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15.

16.

17.

18.

19.

est-ce que g(z,y, z) semble (du point de vue de l'oiseau) changer ?

(¢) Une chauve-souris en (0,1, —1) vole dans la direction pour laquelle f(z,y, z) et
g(x,y, z) ne varient pas, mais z croit. Trouvez un vecteur dans cette direction.

, . , 9.2 .2 a2 N
La température au point (z,y, z) est donnée par T'(z,y, z) = 5e=2% ~¥ 732" ou T est
mesurée en degrées et x, y, z en metres.

(a) Trouvez le taux de variation de la température au point P(1,2, —1) dans la direc-
tion vers le point (1,1, 0).

(b) Dans quelle direction est-ce que la température décroit le plus rapidement ?
(¢) Trouvez le taux de variation maximal de décroissance en P.
Supposez qu’il est connu que la direction pour laquelle la fonction f(z,y) croit le plus

rapidement a l’origine est donnée par le vecteur i + 2j. Trouvez un vecteur unitaire u
qui est tangent & la courbe de niveau de f(z,y) passant par l'origine.

Soit la température dans une région de lespace donnée par la formule
T(z,y,2) = 32* + %yz + 222 degrées.

(a) Un moineau vole le long de la courbe r(s) = (%83, 2s, 52) a une vitesse constante
de 3ms~!. Quelle est la vélocité (i.e. le vecteur vitesse) du moineau lorsque s = 17?

(b) A quel taux est-ce que le moineau ressend le changement de température au point
A (%,2, 1) pour lequel s = 1.

(¢) Au point A (%, 2, 1) dans quelle direction est-ce que la température décroit & un
taux maximal 7

(d) Un aigle croise le chemin du moineau en A (%, 2, 1). L’aigle se déplace dans une
direction a angle droit par rapport au moineau, et se déplace également dans une
direction pour laquelle la température demeure constante. Dans quelle direction
est-ce que l'aigle peut se déplacer lorsqu’il passe par le point A7

Considérez la fonction f(z,y,2) = 22 + cos(yz).

(a) Donnez la direction pour laquelle f croit le plus rapidement au point (1,0, 7/2).

(b) Donnez I’équation du plan T' tangent & la surface

S={(z.y.2) | flw,y,2) =1}
au point (1,0,7/2).
(¢) Trouvez la distance entre T et le point (0, 1,0).

(d) Trouvez l’angle entre le plan T et le plan

P:{(I,y,z)|x+z20}..

On sait qu'une fonction T'(z,y,2) en P(2,1,1) est telle que T(P) = 5, T,,(P) = 1,
Ty(P) =2, et T,(P) = 3.

(a) Une abeille commence & voler en P et vole le long du vecteur unitaire pointant vers
le point Q(3,2,2). Quel est le taux de variation de T'(x, y, z) dans cette direction ?

(b) Utilisez 'approximation linéaire de T' au point P pour approximer 7°(1.9,1,1.2).
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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(¢) Soit S(x,y,z) = x+ 2. Une abeille commence & voler en P ; le long de quel vecteur
de direction est-ce que ’abeille devrait voler de fagon a ce que les taux de variation
de T(z,y, z) et de S(x,y, z) soient nuls tous les deux dans cette direction ?

Soit f(x,y) une fonction différentiable avec f(1,2) = 7. Soient u = 2i+ $jet v =

% i— % j des vecteurs unitaires. Supposons qu’il est connu que les dérivées directionnelles

Dyf(1,2) et Dyf(1,2) sont égales a 10 et 2 respectivement.
(a) Montrez que le vecteur gradient V f en (1,2) est 10i + 5j.
(b) Déterminez le taux de variation de f en (1,2) dans la direction du vecteur i+ 2j.

(¢) En utilisant 'approximation du plan tangent, estimez la valeur de f(1.01,2.05).

Trouvez tous les points sur la surface 224932 +42% = 17 oil le plan tangent est parallele
au plan z — 8z = 0.

Soit S la surface z = 2% + 2y* + 2y — 1. Trouvez tous le(s) point(s) P(zo,yo,20) sur S
avec 2o # 0 tel que la droite normale en P contient lorigine (0, 0, 0).

2

Trouvez tous les points sur ’hyperboloide 22 = 422 + y? — 1 ol le plan tangent est

parallele au plan 2x — y + 2z = 0.

Trouvez un vecteur de longueur v/3 qui est tangent & la courbe d’intersection des
surfaces 22 =422 +9y? et 62 +3y+22=>5 en (2,1,-5).

Trouvez tous les plans horizontaux qui sont tangent & la surface d’équation

Z = zy67(12+92)/2

Quelle est la plus petite et la plus grande valeur de z sur cette surface?
Soit S la surface xy — 2z +yz + 22 + 9> + 23 =7
(a) Trouvez le plan tangent et la droite normale & la surface S au point (0,2,1).

(b) L’équation définissant S définit z implicitement comme une fonction de z et de y
0z 0z

N . a Z.
pour (z,y, z) pres de (0,2,1). Trouvez les expressions pour 2% et aTj' Evaluer o
en (z,y,2) = (0,2,1).

: 9%z
(¢) Trouvez une expression pour Doy

(a) Trouvez un vecteur perpendiculaire au point (1,1,3) & la surface d’équation z2 +
2
z= =10.

(b) Trouvez un vecteur tangent au méme point a la courbe d’intersection de la surface
de la partie (a) avec la surface y? + 22 = 10.

(¢) Trouvez des équations paramétriques de la droite tangente & cette courbe en ce
point.

Soit P le point ot la courbe r(t) = t3i+tj+t2k, (0 < 0o) intersecte la surface
2 ayz—2=0

Trouvez ’angle (aigu) entre la courbe et la surface en P.
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29. Trouvez la distance entre le point (1,1,0) et le paraboloide circulaire d’équation z =
24 .2
x° +y.

Pour aller plus loin.

30. Soit rg =i+ yoj+ 20k un point de la surface G(x,y,z) = 0. Supposez que
VG(xo,Y0,20) # 0. Supposez que la courbe paramétrée r(t) = xz(t)i+y(t)j+ z(t) k
est contenue dans la surface et que r(tp) = ro. Montrez que la droite tangente a la
courbe en r( est contenue dans le plan tangent a G = 0 en ry.

31. Soit F(xo,y0,20) = G(x0,%0,20) = 0 et soient les vecteurs VF(xo,yo,20) et
VG(xg, Yo, 20) non nuls et non paralléles 'un par rapport & autre. Trouvez 1’équation
du plan normal & la courbe d’intersection des surfaces F(z,y,2) = 0 et G(z,y,2) =0
en (zo, Yo, 20). Par définition, ce plan normal est le plan passant par (zo, yo, z0) dont le
vecteur normal est le vecteur tangent de la courbe d’intersection en (xg, yo, 20)-

32. Soit f(zo,y0) = g(xo,yo) et soit V f(zo,y0) # Vg(xo,yo). Trouvez une équation de la
droite tangente a la courbe d’intersection des surfaces z = f(z,y) et z = g(x,y) en

(!Eo, Yo, 20 = f(mo,yo))~

2.7 Polynomes de Taylor avec plusieurs variables

Quelques rappels

Pour commencer, en guise de rappel et aussi de motivation, plagons-nous dans le contexte
des fonctions d’une variable réelle. Nous utiliserons ces idées et ces résultats pour obtenir ce que
nous cherchons, a savoir :

¢ une formule pour avoir les polynémes de Taylor des fonctions de plusieurs variables;

e une idée de l'erreur commise lorsque nous utilisons une approximation de Taylor plutét
que la fonction elle-méme.

Une des conséquences de ceci sera le résultat analogue au critere de la dérivée seconde permettant
de classifier les points critiques. Ceci viendra dans la section suivante.

Soit donc g une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et ¢y un point & l'intérieur
de I.

La formule de Taylor du premier ordre (autour de tg) dit que, pour ¢ € I, il existe ¢; dans I
tel que

9(0) = glto) +9'(10) (¢ — to) + 3" (e1) (¢ — 1)
| —

Reste

Approx. linéaire

Si g est trois fois dérivable, on aura & nouveau un (autre) ¢; entre xq et ¢ tel que

9(0) = g(to) + ()t — t0) + 39" (o)t — 10)* + 19" (€) ¢ — 10)".

Approx. quadratique Reste

La partie Q(t) = g(to) + ¢/ (to)(t —to) + 59" (to)(t — to)? est ’approximation quadratique,
ou encore ’approximation de Taylor d’ordre 2, de g autour de ty. Le reste correspondant,
a savoir Ra(t) = ;9" (ct)(t — to)?, vérifie

Ry(t)

tg?() (t—1t0)? =0
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Avec plusieurs variables

Voyons maintenant comment obtenir les formules analogues pour les fonctions a plusieurs
variables. L’idée centrale sera de considérer une telle fonction f et de la composer avec un
chemin =, de sorte a obtenir une fonction ¢ = f o d’une variable a laquelle appliquer les
résultats mentionnés auparavant.

Soit donc D C R"™ et ry un point intérieur a D proche de ry. Soit par ailleurs f : D — R ayant

1
des dérivées partielles continues jusqu’a 'ordre 3. Ecrivons aussi r = : puish=r—ry =
Tm
hi1
R
Nous voulons une approximation de f(r) = f(ro + h). Pour cela, considérons le chemin

vt 1o+ tr —rg) = ro + th. Il s’agit de la droite qui relierg (¢t = 0) arg (&t = 1).
Remarquons qu’il s’agit d’un chemin de vitesse constante, & savoir 4" = h.

Posons finalement g = fovy:t— f(y(t)) = f(ro + th). Alors, 'approximation de Taylor de
g autour de tg = 0 permet d’obtenir, pour ¢ = 1,

9(1) = 9(0) +9'(0) + 36"(0) + 310"

pour un c entre 0 et 1.

Or, g(0) = f(7(0)) = f(ro).

Par ailleurs,

g'(t) =D(f 07)(t) = Df(y = Z

En particulier,
)
¢(0) =Df(roh = > 2w},
j=1

Pour calculer le terme d’ordre 2, nous devons dériver encore une fois ¢’(¢) puis évaluer en 0.
Afin d’alléger les notations, utilisons les indices pour indiquer les dérivées partielles. Ainsi,
on écrit f,; au lieu de %, de sorte que
J

Z fu; (ro +th)h; Z(f:r:J ¥) ()R

j=1 j=1

Nous calculons alors, pour un j fixé,

% (fo; ©) (t) = Dfu; (7(£))¥'(t) = D fu, (ro + th)h.

Or, Df,,(ro + th) est la matrice & une rangée formée par les dérivées partielles de f,,, qu’on
note fy, 4, évaluées en ro + th, de sorte que

hy
d ha
% (f;EJ 0’)’) (t) = [fmj 1 fivj T2 f:n_,- zn”rothh

hn,



160 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

= Z ij z; (I‘O + th)hl

i=1

Il vient donc que

&‘Q‘

Zj: fas 0 = Zn: <5t(ij 07)(t)> hy

j=

HM:

Zn: Fu 2 (To + thh; hj,

et donc le terme qui nous intéresse est

Z ij x; (rO)hz h]

i,j=1

Remarquons que I’hypothese de continuité des dérivées partielles d’ordre 2 donne 1’égalité
des dérivées partielles croisées. Par ailleurs, nous pouvons écrire la double somme apparaissant
dans ¢”(t) de fagon plus succincte & laide du produit matriciel. En effet, on vérifie que

n fxlml e fxnazl hl
Do femohihy =l e k) | z
ni=1 f:clxn fxn:rn o hn
fmlxl e fmnxl
= hT : '.' . h.

fmlmn T fmnxn

To

Remarquons que la matrice apparaissant dans la formule ci-haut est exactement la matrice
des dérivées partielles des composantes de V f, vue comme une fonction a valeurs dans R™. Avec
les notations des sections précédentes, on noterait cette matrice DV f, mais il est naturel de la
noter D2 f.

Définition 2.7.1

Soit f : D — R™ de classe C? et ry € D un point intérieur. Alors,

(a) la matrice hessienne de f en rg est la matrice

fxlxl e fznxl
D?f(ro) = : : ;
fa:la:71 e fznzn

ro

(b) la forme quadratique H f(rg) : R™ — R définie par

H f(ro)(h) = Jh"D? f(ro)h

est la forme quadratique hessienne de f en rg.

Rappelons que h =r — ry.
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Définition 2.7.2

Soit f : D — R™ de classe C? et ry € D un point intérieur. Le polynéme de Taylor d’ordre
2 de f autour de rq est

Q(r) = f(ro) + Df(ro)(r — ro) + H f(ro)(r — 10)

= f(ro) + Df(ro)(r —ro) + %(r —10)"D?f(ro)(r — o).

Voyons quelques exemples. Dans la pratique, on traitera surtout les cas ou n = 2 ou 3. Si
n =2, on écrit rg = (9,%0), r = (z,y) et h=r —r¢g = (z — 9,y — yo) = (hs, hy). Le polyndme
de Taylor s’écrit alors

Q(z,y) =f(z0,y0) + fa(20,y0)(x — z0) + fy(20,y0)(y — yo) (%)
+ 5 Uenl@0,90) (& = 20 + 2oy (20, 0) (& = 20) 3y~ o)

+ fyy(xo,yo)(y - 90)2] .

Il est commun d’utiliser les polynémes de Taylor pour faire des approximations. On veut appro-
cher la valeur de f(z¢ + Az,yo + Ay), avec information de f (et de ses dérivées) en (zo, yo).
On aura alors

Q(zo + Az, yo + Ay) =f(20,y0) + fo(T0,yo) Az + fy, (20, y0) Ay (%)
+ % [facm(an :L,/O)Ax2 + szy(xmyO)AxAy

+ fyy(an yO)Ayz] .

La formule explicite pour les fonctions de trois variables est plus longue : on a les trois
termes du premier ordre faisant intervenir les trois dérivées partielles, puis les six termes d’ordre
2 faisant intervenir les dérivées croisées d’ordre 3.

Exemple 2.7.3

Calculer I'approximation de Taylor d’ordre 2 de la fonction f : (x,y) — cos(2xz — y) autour
de l'origine.
On calcule

Df(w,y) = [folz,y) fy(z,y)] = [-2sin(2z —y) sin(2w—y)],
donc Df(0,0) = [0 0].

Par ailleurs,

D?f(x,y) =

)

foa(2,y)  fay(a, y)] _ [—4 cos(2z —y)  2cos(2z —y)
fye(z, ) fyy(z,y) 2cos(2z —y)  —cos(2z —y)

et donc

D?(0,0) — { “21 _f }

Le polynéme de Taylor cherché est alors

1

aen-e a3 a4 2[4

1 1
=1+ 5(—4x2—|—4y—y2) =122+ 2zy — §y2.
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Exemple 2.7.4

Dans cet exemple, on trouve 'approximation quadratique de f(x,y) = /1 + 422 + y2 au-
tour de (zo,y0) = (1,2) et on s’en sert pour donner une valeur approchée de f(1.1, 2.05).
Nous savons que nous avons besoin de toutes les dérivées jusqu’au deuxieme ordre. Calculons-
les, évaluons-les au point (zo,y0) = (1,2).

f(377y): \/1+4.’L'2+y2, f(m07y0):37
4x 4
2\T, - ’ z\Z0, )
fa(z,y) i f(x0, o) 3
_ y _2
fy(l'vy)— 1+4$2+y2’ fy(x()ayo)_37
4 1622 4 16
fos(2:9) = 11422 92 (1+422 +y2)3/2 fea(@o,v0) = 3= 57
_
T
4xy 8
fxy($ay) - 7(1 +4I2 +y2)3/27 fzy(anyO) - 72777
1 Y2 1 4
fulo9) = i T2 (L+4a?+y2)3/2 fw(@o.00) = 5 = 5
_5
e

Remplagons maintenant dans (#x) afin d’obtenir ’approximation quadratique de f autour
de (o, yo) :

[ (w0 + Az, yo + Ay)
~ f(xo,y0) + fa(xo,y0)Az + fy(x0,y0)Ay

1
+ 5 | faa (o, Y0) Ax? + 2 fo (20, o) ATAY + fyy (0, y0) Ay”
4 2 0, ., 8 5,
—3+3Ax+3Ay+27A:E 27AxAy+54Ay .

En particulier, si 'on pose Ax = 0.1 et Ay = 0.05,

2 10 8 )
—(0. —(0.01)——(0. —(0.002
3(005)4—27(00) (0005)+54(000 5)

4
1.1, 2.05) =~ 34+ -(0.1
f(1.1, 2.05) 3+3(0 )+ 57

= 3.1691.

La valeur exacte, & 1074 pres, est 3.1690. Le taux d’erreur est d’autour de 0.004 %.

A vous de jouer 2.7.5

Trouver 'approximation quadratique (polynéme de Taylor d’ordre 2), T5(z,y), de /9 + 7z — 2y
pour (z,y) prés de (0,0),
Qz,y) =
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Exemple 2.7.6

Dans cet exemple, nous calculons Papproximation quadratique de f(z,y) = e**sin(3y)
autour de (z9,yo) = (0,0) de deux facons différentes.

La premiére utilise la formule (k). Calculons toutes les dérivées partielles jusqu’au
deuxiéme ordre au point (xg,yo) :

fx,y) = e**sin(3y), f(zo0,%0) =0,
fo(,y) = 2¢* sin(3y), fz(w0,90) =0,
fy(m,y) = 36" cos(3y), fy(z0,90) =3,
fea(@,y) = 4€°7 sin(3y), fra(20,90) = 0,
fuy(,y) = 66> cos(3y), fay(z0,90) =6,
fyy(xay) = —9¢** sin(3y), fyy(l‘o,yo) =0,

de sorte que Papproximation quadratique de f autour de (0,0) est
[, y) = fla,y) + fo(z,y)z + f,(0,0)y
b5 | Fae0,000 212, (0,005 + £, (0,007
= 3y + bxy.

C’est plutot simple : il suffit de calculer un certain nombre de dérivées, de les évaluer et
d’appliquer la formule ().

Mais il existe une autre fagon, souvent plus efficace du point de vue des calculs. Elle
utilise les résultats connus pour le calcul & une variable :

1 1
e‘”:1+x+5x2—|—~- et siny =y—§y3+~~-.

Remplagons x par 2z dans la premiére égalité et y par 3y dans la seconde. Apres multipli-
cation, et en ne gardant que les termes de degré au plus 2, nous obtenons

f(z,y) = ¥ sin(3y)
= [1+ @)+ 0+ ] [3) - 530+ -]
= [1+2x+2z2+-~] [3y—gy3+~~}

3

9
=3y + 6y + 627y + - - — ~y® — 9y® — 92y® + - -

2

exactement comme dans le premier calcul.

A vous de jouer 2.7.7

0.1/0.2
Trouvez les polynomes de Taylor linéaire, L(z,y), et quadratique, Q(z,y), valides au
voisinage de (0, 5) pour
f(x,y) = cos(z)sin(y — 5).
L(z,y) =
Qz,y) =
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Trouvez les approximations de f(0.1,5.2) données par ces polynémes, et comparez avec
la valeur exacte de la fonction :

En (0.1,5.2),

L(0.1,5.2) = ,

Q(0.1,5.2) = ,

f(0.1,5.2) =

Une borne pour ’erreur dans approximation linéaire

Lorsque nous avons étudié la différentiabilité et comment utiliser I’approximation linéaire
d’une fonction, nous avons vu comment calculer une valeur approchée de f(ro + Ar), & savoir

f(ro + Ar) = f(rg) + Df(rg)Ar. (%)

Dans la pratique, il importe d’avoir une idée de la grandeur de ’erreur commise.
La formule de Taylor nous donne la réponse. On sait que, pour les fonctions a une variable,
I’erreur est donnée par

20" (@)t~ 10)?

pour un c¢; entre tg et t.
Ceci s’adapte aux fonctions de plusieurs variables en suivant la méme logique que précédem-
ment. Cette fois, 'erreur sera donnée par

Hf(rg + ch)(h)
pour une valeur de ¢ entre 0 et 1. Cette expression équivaut a
1 n
5 Z fmm T (rO + Ch) hz hJ
i,j=1

Ainsi, si 'on peut borner les dérivées du second ordre de f au voisinage de rg, on pourra borner
P’erreur commise en utilisant I’approximation linéaire plutét que la fonction elle-méme.

( Proposition 2.7.8 ]

Soit f: D — R" de classe C? et rg € D un point intérieur. Soit

L(r) = f(ro) + Df(ro)(r —ro)

Uapproximation linéaire de f autour de Ry.
St M € R est tel que |fm «; (r*)| < M pour tout r* sur le segment joignant ro et

r =rg+ h, alors
n 2
M (Z |hi|> :

i=1

[f(r) = L(r)] <

N | =

Démonstration. En effet, il existe un réel c entre 0 et 1 tel que l'erreur est

1F) ~ L06)] = 1o +B) — Do + ) = 3 [ D2 fuv (ro + ch)hi

i,j=1
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1 n
<3 Z | fos 2, (To + ch) R by
1,7=1
1 « 1 ~ ’
<§ ZlM\hi||hj|:§M ZVM .
i,j= i=1

|
Voyons un exemple avec deux variables, c’est-a-dire r = (z,y). Posons h = Ar = (Az, Ay) =
(ha, hy).

Exemple 2.7.9 exemple 2.4.24, revu.

3
Supposons que 1’on veut approcher (01‘?0908; comme a I'exemple 2.4.24 et que 'on veut une
borne pour l'erreur d’approximation. C’est ce qu’on peut obtenir en appliquant ce qui
précede. Soit

et
x9 =1, Az = —0.002, Yo = 1, Ay = 0.003.

La valeur exacte est f (zo + Az, yo + Ay) et la valeur approchée est f (xq, yo)—i—% (20, Yo) Ax+
%@C (zo, yo) Ay, de sorte que l'erreur d’approximation est

1]0%f 02 f 92 ,
3 922 D20y (v(c)) AzAy + 92 (v(c)) Ay=|,

ouvy(c) = (zo,y0) + c(Az, Ay) = (1 — 0.002¢, 1 4 0.0003¢) pour un certain 0 < ¢ < 1. Pour
notre fonction f,

(v(c)) Az? +2

3 af 3z af 3

f(xay)_ga %(xvy)_77 Biy(x’y)__ﬁ’
0% f 6x 0% f 32 0% f 223
@(xay)zza 8x8y(x’y):_?’ Tyg(%y):?-

Nous ne savons pas ce que y(c) = (1 —0.002¢, 1+ 0.0003¢) vaut, mais nous savons que
0 < ¢ < 1, de sorte que la composante x de y(c) est inférieure & 1 et que la composante y
de y(c) est plus grande que 1. Ainsi,

0% f

Oa?

drdy ay?

Nous pouvons donc choisir M = 6. On a alors, en vertu de la proposition 2.7.8, que l'erreur
vérifie

<ﬂ@ﬂ<6, \yf sl

(v(c))’ <3, ('y(c))‘ <2

1
erreur < 56 (|Az| +|Ay))?

= 3(0.002 + 0.003)°
= 0.000075.

Remarquons que cette borne est large, dans le sens que nous pouvons utiliser les valeurs
maximales pour chacune des dérivées secondes, a savoir 6, 3 et 2, plutdt que la méme valeur
6. En effet, cette approche donnerait plutot

1
erreur < 5 [6Az* 42 x 3|Az Ay| + 2Ay7]
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< 3(0.002)2 + 3(0.002)(0.003) + (0.003)?
= 0.000039.

Pour des fins de comparaison, I'erreur est 0.0000389, & 10~7 prés.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. On considére la fonction P : (z,y) — 23 + xy + 3
(a) Donnez le développement de Taylor de P d’ordre 2 autour du point (—1,1)
(b) Méme question, au voisinage du point (1, 2).

(¢) Utilisez le résultat de la partie précédente pour calculer une approximation de
(1.01)3 + (1.01)(1.99) + (1.99)3
2. On consideére la fonction f : (z,y) — /22 + y2. Montrer que le polynéme de Taylor
d’ordre 2 de f au voisinage du point (v/2,v/2) est gx + gy + %xQ + éyQ - ixy.
3. Considérons la fonction f: (z,y) — xe¥

(a) Trouvez le polynéme de Taylor d’ordre 2 de f autour du point (1,0), par la
définition.

(b) Méme question, en utilisant le polynéme de Taylor de la fonction exponentielle,
tel que fait dans la deuxieme solution de I’exemple 2.7.6

4. Pour chacune des fonctions suivantes, calculez son polynéme de Taylor d’ordre deux au
voisinage du point (xg,yo) spécifié.

(a) f(x,y) = m autour de (0,0),

(b) f(z,y) =e* =¥ autour de (0,0),

(¢) f(z,y) = sin(ay) + cos(xy) autour de (0,0),

(d) flz,y) = e®=D* sin z autour de 0,1),

(e) f(z,y) =sinzy —32%Iny + 1 autour de (7/2,1)

2.8 Valeurs maximales et minimales

Une des principales applications du calcul différentiel des fonctions a une variable est ’optimi-
sation, c’est-a-dire trouver des valeurs maximales ou minimales d’une fonction (d’une variable).
Nous reprenons ce sujet dans le contexte des fonctions a 2 variables ou plus, en mettant 1’ac-
cent sur les fonctions de deux variables. Avant de commencer, il convient de donner certaines
définitions qui seront cruciales par la suite.

Définition 2.8.1
Soit D CR™ et f: D — R. Soit rg € D.

* 1o est un point de mazimum local de f si f(r) < f(rg) pour tout r prés de rg. Plus
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précisément, rg est un maximum local de f §’il existe € > 0 tel que f(r) < f(ro)
lorsque ||r — ro|| < e.

* 19 est un point de minimum local de f si f(r) > f(rg) pour tout r pres de ry.

¢ Les valeurs prises par f aux points de minimum ou de maximum locaux sont appelées
les valeurs extrémales de f.

* 1y est un point de maximum global, ou un point de mazimum absolu, de f si f(r) <
f(ro) pour tout r dans D.

* g est un point de minimum global, ou un point de minimum absolu, de f si f(r) > f(rg)
pour tout r dans D.

Maximums et minimums locaux

Une des premiéres choses qu’on fait lorsqu’on
étudie les techniques d’optimisation des fonc-

tions d’une variable est de se demander : Y
* Si l'on suppose que la valeur maximale de
f(z) est f(a), que peut-on déduire de a?
Peu de temps apres, on a la réponse : x
e Si f admet un maximum local en z = a,
c’est-a-dire que f(x) < f(a) lorsque z est y=f(z)
pres de a, et que f est dérivable en a, alors
f'(a) =0.

Voyons pourquoi ceci est vrai. Supposons donc que f admet un maximum en a, donc pour
h petit tel que h > 0,

flat+h) — f(a)

5 <0 sih>0.

fla+h) < fla) = fla+h)—fa) <O =
On prend la limite lorsque h — 0 et 'on conclut que f’(a) < 0. De la méme fagon!, pour tout
h petit tel que h < 0,

fla+h) — f(a)

fla+h) < fla) = fla+h) = fla) <O — .

>0 sih<O.
A nouveau, on prend la limite lorsque & — 0 pour conclure que f’ (a) > 0. Ainsi, on a les deux
inégalités f'(a) = 0 et f'(a) < 0, ce qui donne f’(a) = 0.

On aura sans doute remarqué que, pour que cet argument tienne, on a besoin seulement
d’avoir f(z) < f(a) pour = prés de a, pas nécessairement pour tout z. En effet, dans les
inégalités ci-haut, on a utilisé seulement f(a+ h) avec h petit. Nous pouvons donc raffiner notre
résultat :

* Si f(a) est un maximum local pour f(x) et que f est différentiable en a, alors f’'(a) = 0.
Le méme argument s’applique pour les points de minimum :

* Si f(a) est un minimum local f(z) et que f est différentiable en a, alors f'(a) = 0.

IRappelons que si h < 0 et que A < B, alors hA > hB puisque le produit de deux nombres négatifs est positif,
donch<0, AKX B = A-B<0 = h(A-B)>0 = hA>hB.
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(a,b, f(a,b))

Voyons maintenant comment
utiliser ces idées dans le contexte
des fonctions a plusieurs variables. z = f (aj7 y)
Supposons donc que f admet un
maximum local en un point rq, au-
tour duquel f est définie (c’est-a-
dire que ry est un point intérieur —
du domaine de f). La figure ci-

contre illustre le cas des fonctions /——. .(—ab)\
a deux variables. w

X

Figure 2.8.2 La fonction f est définie dans la région R
qui contient ro = (a,b) comme point intérieur

La valeur de f(r) doit donc décroitre lorsque r se déplace en partant de ro dans n’importe
quelle direction. Peu importe quel vecteur de direction (que l’on peut supposer unitaire) d qu’on
choisit, la dérivée directionnelle de f en ry dans la direction de d doit donc étre inférieure ou
égale a zéro. Plus formellement,

Ddf(ro) = Vf(l'o) -d < 0.

Pour la méme raison, la dérivée directionnelle de f en ry dans la direction de —d doit aussi étre
négative ou nulle :

D_qf(rg) =Vf(ro) - (—d) <0, cequidonne Vf(rg)-d=>0.

Puisque Vf(r) - d doit étre positif ou nul, et négatif ou nul, ce produit scalaire doit étre nul.
Ceci est vrai pour n’importe quel vecteur de direction d. En particulier, si I’on choisit d = i, ceci
force la premiere composante de V f(rp) & étre nulle. Le méme argument avec d = j (ou avec les
vecteurs de base requis en dimensions supérieures) donne que toutes les composantes de V f(rg)
doivent étre nulles. Nous avons établi que V f(rg) = 0. Le méme argument fonctionne lorsqu’on
a un point de minimum local en ry.

r

Théoréme 2.8.3 ]
Soit D CR™ et f: D — R différentiable en ro, un point de D. Si

* 1o est un point intérieur de D, et que

* 1y est un point de mazimum ou de minimum local pour f, et que
e f est différentiable en r,

alors

Vf(rg) =0.

Définition 2.8.4
Soit f: D — R et rg € D. Alors,

* si Vf(rg) existe et est nul, on dit que r( est un point critique (ou point stationnaire)
de f et,
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* si Vf(rg) n’existe pas, on dit que ry est un point singulier de f.

Mise en garde 2.8.5

Il faut noter que plusieurs auteur(e)s combinent les deux notions et disent que rg est un
point critique si V f(ro) est nul ou n’existe pas.

Mise en garde 2.8.6

Le théoreme 2.8.3 nous dit que tout maximum ou minimum local a 'intérieur du domaine
d’une fonction différentiable doit étre un point critique. Ce résultat me nous dit pas que
tout point critique est soit un maximum soit un minimum local. Déja pour les fonctions a
une variable, on peut avoir des points d’inflexion, par exemple.

Nous verrons dans l'exemple 2.8.16 et dans ’exemple 2.8.20 qu’il y a des points critiques
qui ne sont ni des points de maximum local ni de minimum local. Cependant, le théoréme 2.8.3
est tres utile puisque, souvent, une fonction ne possede qu'un nombre relativement restreint
de points critiques. Pour trouver les points de maximum ou de minimum local, on doit donc
considérer ces points critiques. Nous reviendrons plus tard sur la question de déterminer si un
point critique est un point de maximum ou de minimum local (ou aucun des deux). Commencons
par trouver quelques points critiques.

Exemple 2.8.7 f(z,y) = 22 — 2xy + 2y* + 22 — 6y + 12.

Trouver les points critiques de f(z,y) = 2% — 22y + 2y% + 22 — 6y + 12.

Solution. Pour trouver les points critiques, nous trouvons le gradient, en calculant les
dérivées partielles de f(z,y) :

folz,y) =22 — 2y + 2 et fy(z,y) = =2z + 4y — 6.
Les points critiques sont les solutions du systeme d’équations
20 —2y+2 =0, —2z4+4y—-6=0,
ou, de fagon équivalente,

l‘—y:—l,
—x 42y =3.

Il s’agit d’un systéme linéaire de deux équations avec deux inconnues (z et y). Un calcul
immédiat donne 'unique solution : x =1, y = 2.

L’exemple précédent était tres simple, car les équations étaient linéaires, ce qui est une
conséquence du fait que f(z,y) était un polynéme de degré 2. Voyons un autre exemple.

Exemple 2.8.8 f(r,y) = 22% — 62y + y* + 4y.

Trouver tous les points critiques de f(x,y) = 223 — 6zy + y* + 4y.

Solution. Comme dans ’exemple précédent, nous commencons par calculer le gradient,
donc les dérivées partielles :

fo = 622 — 6y, fy = —61+2y+4.
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Ainsi, les points critiques sont les solutions de
622 — 6y =0, —6z+2y+4=0.

La premiére équation équivaut a y = 22, qui exprime 3 comme fonction de 2. On remplace
y = 22 dans la seconde équation, ce qui donne

—6r4+2y+4=0 <= —6r+22°4+4=0 < 22-32+2=0
— (z—-1)(xz-2)=0
< z=1o0u?2.

Lorsque z =1, y = 12 =1, et lorsque © = 2, y = 22 = 4. Il y a donc deux points critiques :
(1,1), (2,4).

A vous de jouer 2.8.9

Soit la fonction f(x,y) = 22 +y* — 2x — 4y + 1.
Trouvez les points critiques de f sur R? et calculez la valeur de f en chacun.
(a) Combien de points critiques f admet-elle sur R? ?

(b) Coordonnées du point critique : (zq, yo) = ( , )
(c) Valeur de f en ce point critique :
f(an yO) e

Voyons un exemple un peu plus complexe.

Exemple 2.8.10 f(z,y) = zy(5z +y — 15).

Trouver les points critiques de f(z,y) = zy(5z +y — 15).
Solution. Les dérivées partielles de f(z,y) = xy(5x + y — 15) sont

fa(z,y) = y(Br+y—15)+2y(5) = y(r +y—15) +y(5z)
y(10z +y — 15),

(

(

fy(z,y) z(bz +y —15) + 2y(1) = z(5x +y —15) + z(y)

= z(5x + 2y — 15).

Les points critiques sont les solutions de f;(x,y) = fy(z,y) = 0. Nous devons donc trouver
tous les z,y qui vérifient les équations

y(10z + y — 15) = 0, (E1)
z(br + 2y — 15) = 0. (E2)
La premiére équation, y(10z +y — 15) = 0, est vérifiée si au moins un des deux facteurs, y

ou (10z + y — 15), est nul. Ainsi, la premiére équation est satisfaite si I'une des équations
suivantes ’est :

y=0, (Ela)
10z +y = 15. (E1b)

La seconde équation, z(5z 4 2y — 15) = 0, est satisfaite si au moins un des deux facteurs, x
ou (bx+2y—15), est nul. Ainsi, la seconde équation est satisfaite si I'une des deux équations
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suivantes lest :

x =0, (E2a)
bz + 2y = 15. (E2b)

Ainsi, les deux équations vérifiées par les points critiques, (E1) et (E2), sont satisfaites
si et seulement si 'une parmi (Ela), (E1b) est satisfaite, et I'une parmi (E2a), (E2b) est
aussi. Ainsi, les deux équations (E1) et (E2) sont satisfaites si et seulement si au moins une
des quatre possibilités suivantes a lieu.

* (Ela) et (E2a) sont satisfaites si et seulement si x =y = 0.
* (Ela) et (E2b) sont satisfaites si et seulement si y = 0, bz + 2y = 15 <= y =
0, 5x = 15.

* (E1b) et (E2a) sont satisfaites si et seulement si 10z +y = 15, 2 = 0 <<= y =
15, = = 0.

* (E1b) et (E2b) sont satisfaites si et seulement si 10z + y = 15, 5z + 2y = 15. Nous
pouvons utiliser, par exemple, la deuxieme de ces équations pour isoler z en termes
dey:z= %(15 — 2y). Lorsqu’on remplace ceci dans la premiére équation, on obtient
2(15 — 2y) +y = 15, qu’on résout pour y. Ceci donne —3y = 15 — 30, et donc y = 5,
et alors z = 2(15—2x 5) =1.

En conclusion, les points critiques sont (0,0), (3,0), (0,15) et (1,5).
Une facon plus compacte d’écrire ce qui a été fait est :

fa(z,y) =0 et fylr,y) =0
y(10z +y—15)=0 et x(bzx+2y—15)=0
{y:00u10x+y:15} et {x:00u5x+2y:15}
{y=0, 2 =0} ou{y=0, 5z +2y =15}
ou {10z +y =15, x =0} ou {10z + y = 15, 5z + 2y = 15}
= {xzyzO}ou{yzO,sz}

ou {sz, y=15} ou {mzl, y:5}.

[

Essayons maintenant un exemple pratique — quelque chose de la vie réelle... en fait la « vie
réelle » d’un(e) mathématicien(e).

Exemple 2.8.11

Dans une certaine communauté, deux brasseries sont en concurrence, de sorte que les ventes
de 'une influencent négativement les profits de autre. Si la brasserie A produit x litres de
biére par mois et que la brasserie B en produit y, alors les profits des brasseries sont donnés
par

2.,1/,2 + y2

pzzx_iloﬁ et Q=2y

4y2 +$2
2 x 106

respectivement. Trouver la somme des deux profits si chaque brasserie fixe sa production
de fagon indépendante pour maximiser son revenu et prend pour acquis que la concurrence
en fait autant. Par la suite, on suppose que les brasseries se comportent comme un cartel.
Trouver la somme des profits si les brasseries collaborent pour maximiser cette somme®.

Solution. Si A ajuste x pour maximiser P (pour y fixe) et que B ajuste y pour maximiser
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Q@ (pour z fixe), alors = et y sont déterminés par les équations

P, =2- 1 =y, (E1)
Qy =2~ 5 = 0. (E2)

L’équation (E1) donne z = 105, et I'équation (E2) donne y = $10°. Connaissant = et y,
on peut déterminer P, ) et le profit total :

P+Q=2x+y) — s (327

=10°(1+1-2-3)

JF
w

y?)
108,

Il
oolut

Ensuite, si le tandem (A, B) ajuste (z, y) afin de maximiser P+Q = 2(z+y)— 155 (322 + 3y?),
alors z et y sont déterminés par

(E1)

0,
0. (E2)

(P + Q)x =2~ %
(P+Q)y =21t
L’équation (E1) donne z = 210°, et I'équation (E2) donne y = 1£10°. De nouveau, connais-
sant = et y, on peut déterminer le profit total :
P+Q=2(z+y) - 1 (32* +3y%)
=10%(4+2-2-1)=H10°%

3 5 3

Ainsi, la coopération bénéficie aux deux brasseries.

Voyons un exemple un peu plus géométrique.

Exemple 2.8.12

Des plis a angle égal sont réalisés a distance égale des deux extrémités d’une cléture de
100 metres de long afin que la cloture a trois segments qui en résulte puisse étre placée le
long d’un mur existant pour former une enceinte de forme trapézoidale. Quelle est la plus
grande surface possible pour une telle enceinte ?

Solution. Ce probleme est de nature tres géométrique. Commencons par faire une esquisse
détaillée et par donner des noms aux variables qui nous occupent.

X‘f’i %wsg‘nﬁ
0 0 _¢_

100 — 2z

L’aire de la région renfermée par la cloture est laire a U'intérieur du rectangle bleu (figure
de droite ci-haut) plus l'aire des deux triangles bleus :

1
A(z,0) = (100—2x)xsin9+2~§ ~xsinf - xcosd

%Ce genre de chose est illégal.
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= (100x — 22?)sin @ + *sin 6 cos 6.

Pour maximiser 'aire, nous devons résoudre

O=g—;l:(100—4x)sin€—|—2xsi119cos97
0A 2 2 2 .2
0:%:(10035—23; ) cos 0 + z*{ cos® § — sin® 6}

Remarquons que les deux termes dans la premiere équation contiennent le facteur sin € et
que tous les termes dans la seconde équation contiennent le facteur x. Si I'un de sinf ou
x est nul, alors l'aire A(x,0) le sera aussi, de sorte que nous n’aurons certainement pas un
maximum. Ainsi, divisons la premiere équation par sin 6, et la seconde par z, ce qui donne

(100 — 4x) + 2z cos @ = 0, (E1)
(100 — 2z) cos @ + z{ cos® @ —sin* 0} = 0. (E2)

Ces équations peuvent paraitre un peu effrayantes, mais il n’y a aucune raison de paniquer.
Elles ne sont pas si méchantes qu’elles en ont 'air, puisque 6 intervient seulement a travers
cosf et sin®#, qui peut étre exprimé en termes de cosf. Qui plus est, on peut éliminer
cosf si 'on remarque que la premiere équation force cosf = —%, et donc sin? 0 =

2
1—cos?f=1-— %. En remplacant dans la seconde équation, on obtient

_ — 4p)2
7(10072@100 4x+x{(100 4x) 1]0

2z 272
= —(100 — 22)(100 — 4x) 4 (100 — 4z)? — 22% = 0
— 62% — 200z = 0
100 -100/3 1
- - 9 = - = = 0 = 600
R R 200/3 2 ’

de sorte que l'aire maximale est

V3 2500
2 2 32 2 3

100 1002\ V3 11002 V3
A= (10077 -275-) 2

Voyons maintenant un exemple tres pratique en statistiques : trouver la droite qui s’ajuste
le mieux a un ensemble de points donnés.

Exemple 2.8.13 Régression linéaire.

Une expérience donne lieu a n ob-
servations (z;,y;), ¢ = 1,2,--- n.
Nous voulons trouver la droite y =
mx + b qui s’ajuste le « mieux » a
ces points.

@191) 7« (w5,5)
o (z2,2)

y:mx—i-b/
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La définition de « s’ajuste le mieux » est que la droite « minimise I'erreur quadratique
moyenne », c’est-a-dire qu’elle minimise la quantité

n

E(m,b) = Z(macZ +b—y)
i=1

Remarquons que

* le i'°™¢ terme dans F(m,b) est le carré de la différence entre y;, qui est la ¢°™° valeur

, qui est 'approximation de y; donnée par la droite

=x;

observée de y, et {mx + b}
xr
y=mz+b;

* tous les termes de la somme sont positifs, indépendamment de si les points (z;,y;) se
trouvent au-dessus ou au-dessous de la droite.

Notre probléme maintenant est de trouver les valeurs de m et b qui minimisent FE(m,b).
Cette technique pour trouver la droite est appelée « régression linéaire » et elle est uti-
lisée abondamment®, méme dans le monde réel — pas seulement dans le monde réel des
mathématicien(e)s— le vrai monde réel dans lequel on trouve du travail.

Solution. Nous devons choisir m et b de sorte & minimiser F(m,b). Déterminons donc
quand les dérivées partielles de F s’annulent :

0:%: zn:2(mxi+b—yi)xi—m{_znj 22] + b > 2] - | > 2040,

| i=1 i=1

0:%—5 :iQ(mxi—i—b—yi) :m{f: 21“1} +b[,§:12] - [ En: 2yl}.

i=1 1=1 1= 1=1

Il y a beaucoup de symboles ici, mais il faut rappeler que les x; et les y; sont des constantes.
Les seules inconnues sont m et b. Afin de mettre 'accent sur ce fait, et pour alléger I’écriture,
posons

n n n 9 n
Sy = > xy, Sy = > Yis Sp2 = > a7, Sey = Y Tl
i=1

i=1 i=1 i=1

Les équations qui définissent les points critiques pour la fonction E sont, apres simplification
d’un facteur 2 :

Spzm+ Sy b= Sy, (E1)
Sym+nb=.5,. (E2)

Il s’agit d’équations linéaires en m et b. Elles peuvent étre résolues de plusieurs fagons.
L’une d’elles est d’utiliser (E2) pour isoler b en termes de m,

1
b= - (Sy —Sym), (E3)
puis de remplacer dans (E1) pour obtenir
1
Sp2m + ESx (Sy — Sem) = Szy = (nsz — Sﬁ) m = nSyy — SzSy

pour m. On peut résoudre cette équation pour m et remplacer a nouveau dans (E3) pour
obtenir b. Ceci donne
NSpy — Sz Sy
B nS’zz — S% ’
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€T

b i nS,2 —S2 S, NSzy — SzSy  nSySy2 —nSy Sy

n nSp —S82 n nSp—S82  n(nS, — S2)
iS85
N nszz — S%

Ainsi, étant donné un ensemble de points, on a besoin d’un peu d’arithmétique — pas de
calcul différentiel — pour appliquer les formules ci-haut afin d’obtenir la droite de meilleur
ajustement. Bien entendu, on n’a pas besoin de calcul différentiel pour appliquer les formules,
on en a besoin pour comprendre d’ou elles viennent. La méme technique peut étre étendue
a d’autres types de probléemes d’ajustement : des points comportant un nombre arbitraire
de coordonnées, ou encore ’ajustement par une courbe d’un type donné, par exemple une
régression polynomiale, exponentielle...

Le test de la dérivée seconde : la matrice hessienne

Considérons maintenant le probleme de déterminer si un point critique est un point de
maximum ou de minimum local. A nouveau, regardons ce qui est connu pour les fonctions d’une
seule variable. Supposons donc que x = a est un point critique d’une fonction g(x). Toute
fonction suffisamment lisse peut étre bien approchée, dans un voisinage de a, par les quelques
premiers termes de son expansion de Taylor :

9(z) = g(a) + ¢'(a) (x — a) + 59" (a) (x — @)* + 59 (a) (& — @) + -
Si a est un point critique, nous avons ¢'(a) = 0 et
g(x) = g(a) + 39"(a) (z — a)* + 59 (@) (& — @) + - -
Si g"(a) # 0, g(x) aura lallure de g(a) + 39" (a) (z — a)? lorsque z est prés de a. En particulier,

e sig”(a) > 0, alors g(x) > g(a) lorsque = est pres de (mais sans étre égal &) a, de sorte que
a sera un minimum local, et

* sig”(a) <0, alors g(z) < g(a) lorsque z est prés de (mais sans étre égal &) a, de sorte que
a sera un point de maximum local, mais

* si g”(a) =0, aucune conclusion ne peut étre tirée sans un peu de travail supplémentaire.
Une analyse semblable, mais passablement plus complexe, peut étre faite pour les fonctions de

plus de deux variables. Voyons quelques exemples qui peuvent servir comme échauffement.

Exemple 2.8.14 f(x,y) = 2% + 3zy + 3y* — 62 — 3y — 6.

Soit f(z,y) = 2 + 3wy + 3y? — 62 — 3y — 6. Le gradient de f est
Vfi(z,y) =2z +3y—6) i+ (3z+ 6y —3)j,
de sorte que (z,y) est un point critique de f si et seulement si
22 4+ 3y =6, (E1)
3z + 6y = 3. (E2)
On multiplie la premiére équation par 2 et ’on soustrait la seconde pour obtenir

z=09. (2(E1) - (E2))

%Elle est été utilisée depuis longtemps. Elle a été introduite par le mathématicien francais Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) en 1805 et par le mathématicien et physicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
en 1809.
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Puis, on remplace x = 9 dans la premieére équation :
2x943y=6 = y=—4,

de sorte que f(z,y) admet exactement un point critique a (9, —4).

Voyons le diagramme des courbes de 3.0
niveau de f autour du point critique. ~2¢,
Nous avons que f(9,—4) = —27, et le
. . ~26.9 ~o
diagramme des courbes de niveau nous _35] .0
montre que, autour de (9, —4), les valeurs
de f sont supérieures a —27. Il s’agirait “%g
5 . \26'5
donc d’un minimum local. ‘
= 4.0 o
~2s —97
—4.51 <35
) \26‘_0
~2,
-5.0 ,
8.0 8.5 9.0 9.5 10.0
T

Figure 2.8.15 Les courbes de niveau de f
autour de (9, —4).

Voyons ceci de fagon un peu plus formelle. Une bonne facon de le faire consiste a faire
le changement de variables®,

=9+ Az, y=—4+ Ay,
et d’étudier le comportement de f pour Az et Ay pres de zéro.

FO+ Az, —4+ Ay) = (9+ Az)? + 3(9 + Az)(—4 + Ay) + 3(—4 + Ay)?
—6(9+ Az) —3(—4+ Ay) — 6
= (Ar)? + 3Az Ay + 3(Ay)? — 27

Et une bonne fagon d’étudier le signe d’expressions quadratiques comme (Ax)? +3Ax Ay +
3(Ay)? est de compléter les carrés’. Lorsque plus d’une variable est présente, comme Az et
Ay, on peut simplement prétendre que I'une d’elles est une constante et compléter le carré
comme dans le cas d’une seule variable. Par exemple, si I'on considére que Ay est constante,

(Az)? + 3Ax Ay + 3(Ay)? = (Am + gAy>2 + (3 — ‘Z) (Ay)?

3.\ 3
_ o o 2
= <Az+ 2Ay> + 4(Ay) .
A présent, nous avons exprimé
3.\> 3
FO+ Az, -4+ Ay) = <Az + 2Ay> + Z(Ay)2 —27.

Comme les plus petites valeurs de (Ax + %Ay)2 et %(Ay)2 sont toutes les deux nulles, nous
avons

pour tout (x,y), de sorte que (9, —4) est un minimum local, et global, de f.
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On a déja rencontré des exemples de fonctions a une variable ot un point critique n’est pas
un point de minimum ni de maximum local. Voyons quelques exemples montrant que ceci peut
aussi arriver pour les fonctions a plusieurs variables. Nous commencons avec I’exemple le plus
simple qui soit.

Exemple 2.8.16 f(z,y) = 2% — y%.

Les dérivées partielles de f(z,y) = 2% — y? sont fy(z,y) = 2z et f,(z,y) = —2y. Ainsi,
le seul point critique est (0,0). Voyons maintenant s’il s’agit d’un minimum local, d’un
maximum local ou d’aucun des deux. Commencons avec (z,y) & (0,0) et déplagons (z,y)
en nous éloignant de (0,0), puis voyons ce qui arrive avec f(z,y). A Porigine, £(0,0) = 0.
Les figures ci-dessous montrent le graphe de f ainsi que ses courbes de niveau autour de
(0,0) : si Pon se déplace le long de I'axe des z, la valeur de f augmente, tandis que la
situation est différente le long de 'axe des y.

3.0 1

2.0 1

1.0

—1.01

—2.0 1

—3.0 1

Figure 2.8.17 Le graphe de f(z,y) = 22 —

y?, avec ses traces en x = 0 (bleu) et y = 0
(rouge). . .
Figure 2.8.18 Les courbes de niveau de f
autour de (0,0).
e Commengons par déplacer (z,y) le long de 'axe des x. Alors, (z,y) = (z,0) et

)
f(z,y) = f(x,0) = 22, de sorte que la valeur de f grandit, ce qui signifie que (0,0)
ne peut pas étre un maximum local pour f.

A présent, déplacons (x,y) en nous éloignant de (0,0) le long de l'axe des y. Alors,
(z,y) = (0,y) et f(z,y) = f(0,y) = —y>. Ainsi, quand on commence avec y = 0 et
quon fait grandir |y|, la valeur de f décroit, ce qui veut dire que (0,0) ne peut pas
étre un minimum local pour f.

Ainsi, se déplacer a partir de (0,0) dans une direction entraine une augmentation de la
valeur de f, tandis que se déplacer & partir de (0,0) dans une autre direction entraine une
diminution de la valeur de f. En conséquence, (0,0) n’est pas un point de minimum local
ni un point de maximum local pour f. On appelle ces points des points de selle puisque le
graphe de f ressemble & une selle pour cheval (la définition précise suit).

Si un point critique (a,b) n’est ni un point de minimum local ni un point de maximum local,
alors il s’agit d’un point de selle. Pour que (a,b) ne soit pas un point de maximum local, f doit
prendre des valeurs plus grandes que f(a,b) en certains points prés de (a,b). Pour que (a,b)
ne soit pas un point de minimum local, f doit prendre des valeurs plus petites que f(a,b) en

4Ceci équivaut a translater le graphe de sorte & avoir le point critique & (0, 0).
bA présent, vous avez certainement rencontré une complétion de carrés pour une seule variable, comme z2 +
2
3e+3=(x+3)" -2 43
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certains points pres de (a,b).

Définition 2.8.19

Soit rg un point critique d’une fonction f. Alors, rg est appelé un point de selle pour f si,
pour tout € > 0,

* il existe au moins un point r tel que ||r —ro|| < e et f(r) > f(ro), et

* il existe au moins un point r tel que |lr —ro|| < € et f(r) < f(ro).

Voyons un autre exemple de point de selle. On a besoin de travailler un peu plus pour le
VOIr.

Exemple 2.8.20 f(x,y) = 2% — 2zy —y? + 4y — 2.

Considérer f(x,y) = 22 — 2zy — y? + 4y — 2. Le gradient de f est
Vf(r,y) =2z —2y) i+ (—2z -2y +4)]j.

Ainsi, (z,y) est un point critique de f si et seulement si

20 — 2y =0,
—2x — 2y = —4.

La premiere équation donne x = y. Remplacer dans la seconde équation donne
—2y—2y=-4 = z=y=1.

Ainsi, f(x,y) admet précisément un point critique a (1,1).

Pour déterminer si f admet un point de minimum local, de maximum local ou un
point de selle en (1,1), procédons comme dans 1’exemple 2.8.14. On fait le changement de
variables,

=1+ Az, y=1+ Ay,
ce qui donne

f(l+ Az, 1+ Ay)
= (1+Ax)? = 2(1 + Az)(1 4+ Ay) — (1 + Ay)? +4(1 + Ay) — 2
= (Ax)* = 2Az Ay — (Ay)?.
Apres complétion des carrés,
F+ Az, 1+ Ay) = (Az)? = 2Az Ay — (Ay)? = (Az — Ay)® — 2(Ay)>.
Notons que f a été écrite comme la différence de deux carrés, comme la fonction f de

I’exemple 2.8.16.

* Si Az et Ay sont tels que le premier carré (Az — Ay)2 est non nul, mais que le second
carré (Ay)2 est nul, alors f (1 + Az, 14+ Ay) = (Az — Ay)® > 0 = f(1,1). En somme,
lorsque Ay =0, Az # Ay, alors f (1 + Az, 1+ Ay) = (Az — Ay)2 >0=f(1,1).

* Aussi, si Az et Ay sont tels que le premier carré (Ax — Ay)2 est nul, mais que le
second carré (Ay)? ne l'est pas, alors f (1 + Az, 1+ Ay) = —2(Ay)? < 0 = f(1,1).
En somme, lorsque Az = Ay # 0, alors f (1 + Az, 1 + Ay) = —2(Ay)? < 0= f(1,1).



2.8. VALEURS MAXIMALES ET MINIMALES 179

Ainsi, ! F=9
* f(x,y) > f(1,1) pour tous les points sur la ligne
bleue, et
f>0 (1,1) f>0
* f(x,y) < f(1,1) pour tous les points sur la ligne
rouge.
f=0
On conclut que (1,1) est le seul point critique pour f
et qu’il s’agit d’un point de selle. f<0 x

Les trois exemples qui précedent montrent comment procéder pour classifier les points cri-

tiques des fonctions quadratiques (de deux variables, mais la méme gymnastique de complétion
de carrés fonctionne avec un nombre arbitraire de variables).

Bien entendu, il existe des fonctions qui ne sont pas des fonctions quadratiques. Cependant,
avec Iapproximation quadratique, on peut utiliser les mémes idées de facon plus générale.

Supposons que (a,b) est un point critique pour une fonction f(z,y). Pour Az et Ay petits,
I’approximation quadratique de la définition 2.7.2 donne

fla+ Az, b+ Ay)
~ f(a,b)+ fz(a, b) Az + f, (a, b) Ay

+ % {fm (a,b) Az? + 2fay (a,b) AzAy + fyy (a,b) AyQ} (%)
= f(a,b)+ % {fow (a,b) Az® + 2[5y (a,b) AzAy + fyy (a,b) Ay?}.

Puisque (a, b) est un point critique, f;(a,b) = f,(a,b) = 0. Alors, avec la technique de ’exemple 2.8.14
et de I'exemple 2.8.20, on obtient? : voir les détails plus bas.

y

Théoréme 2.8.21 Test de la dérivée seconde. ]

Soitr = (x,y) etrg = (zg, yo) un point critique de f tel qu’il existe e > 0 de sorte que toutes
les dérivées partielles jusqu’au deuxieme ordre de f sont continues en tout point vérifiant

e = xo|| < €. Soit Hf(r) = [fm<r) Fay (1)

la matrice hessienne de f, et définissons
fya(r) fyy(r):|

D(r) = det Hf(r) = fuu(r) fyy(r) = fay(r)?,

que nous appelons hessien de f en r (ou discriminant de f en r). Alors :

e si D(rg) >0, on a un point d’extremum local en ry, et

° $i fra(ro) >0, alors f admet un minimum local en rq,

° 8t frz(ro) <0, alors fadmet un mazimum local en rg ;
e si D(rg) <0, alors f admet un point de selle en g ;

* si D(rg) =0, on ne peut rien conclure.

« Démonstration ». Nous mettons des guillemets autour du mot « Démonstration », car
nous ne justifierons pas le fait qu’il suffit d’analyser 'approximation quadratique dans 1’équa-
tion (x). Pour alléger 1’écriture, omettons largument ro = (xo,yo). Si frz(ro) # 0, alors,

21l y a des résultats analogues pour plus de variables. Cependant, il vaut mieux les formuler en utilisant le
langage de 'algebre linéaire.
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apres complétion des carrés, on peut écrire

fow A+ 2f0, AxAy + fy, Ay?
fov o\ :

rxT f:xm

De la méme facon, si f,,(ro) # 0,

faa Azx? + way ArAy + fyy Ay2

Il faut remarquer que ceci ne tient plus si fzz(ro) = fyy(ro) = 0. Nous allons traiter ce cas
plus loin. Qui plus est, remarquons que

* si ( Sz fyy — f;fy) > 0, alors f;, et fy, doivent étre non nulles et du méme signe. De
plus, si Az ou Ay sont non nuls,

{(fa:m Ax + facy Ay)2 + (fa:mfyy - 12;1/) Ay2} >0 et

{(fzy AIL’—F fyy Ay)2 + (f:w:fyy - :33;) AIE2} > 0,

de sorte que, en vertu de (),

° 8l fzz(rg) > 0, alors ry est un point de minimum local, et

° si frz(ro) <0, alors ryp est un point de maximum local ;

* si ( Sawfyy — iy) < 0 et fy, est non nulle, alors

{(an B2+ fuy B9 + (funfiy — F2,) Dy}

est strictement positive lorsque Az # 0 et Ay = 0, et est strictement négative lorsque
foa Az + foy Ay = 0 et Ay # 0, de sorte que rg est un point de selle. De la méme
facon, rg est un point de selle si (fmfyy — fgy) < 0 et que fyy est non nulle;

* finalement, si fy # 0 et fux = fyy =0, alors
fow D2® 4 2f0y Az Ay + fyy Ay® = 2fo, Az Ay

est strictement positive pour un signe de Ax Ay et strictement négative pour 'autre
signe de Az Ay. Ainsi, rg est un point de selle & nouveau.

|

On peut se demander pourquoi, dans la classification des points de maximum/minimum
local du théoréme 2.8.21, f,,(ro) apparait, mais pas fy,(ro). La réponse est simplement que
x vient avant y dans lordre alphabétique. On peut aussi bien utiliser f,,(ro). La raison pour
ceci est que si D(rp) > 0 (comme dans le premier point du théoréme), alors, puisque D(rg) =
faz(T0) fuy(ro) — fay(ro)? > 0, on doit nécessairement avoir fy.(ro) fyy(ro) > 0, de sorte que
fza(ro) et fyy(ro) doivent étre toutes les deux du méme signe.

On peut aussi se demander pourquoi on ne peut rien conclure lorsque D(rp) = 0 et ce qui
arrive dans ce cas. Le test de la dérivée seconde pour les fonctions d’une variable a été établi
exactement de la méme fagon : on fait 'approximation par le polynéme de Taylor de degré 2
en (z — xg) et (y — yo), puis on analyse le comportement du polynoéme quadratique pres de
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ro = (zg,yo). Pour que ceci fonctionne, les apports & f(r) = f(z,y) des termes de degré 2 en
(x — o) et (y — yo) doivent étre plus importants que les contributions & f(x,y) des termes de
degré trois ou plus en (z —0) et (y — yo) lorsque (z — x) et (y — yo) sont petits. Si ce n’est pas
le cas, par exemple lorsque les termes de la fonction f(x,y) qui sont de degré 2 en (z — xg) et
(y —yo) ont des coefficients nuls, alors notre argument ne tiendra plus la route. C’est exactement
ce qui arrive lorsque D(rg) = 0. Voici quelques exemples. Les fonctions

f1(x,y):1’4+y4, f2(1'7y):_x4_y4,
fa(z,y) = 2® +4°, fa(z,y) =2 —y*

admettent toutes (0,0) comme seul point critique et, dans tous les cas, on a D(0,0) = 0. La
premiere fonction, fi, admet un minimum, la deuxiéme, fs, admet un maximum, tandis que la
troisieéme et la quatrieme admettent un point de selle.

Voici des esquisses des diagrammes de courbes de niveau de ces 4 fonctions (pour les figures,
elles ont toutes été nommées f).

Y

bes de ni d 4
courbes de niveau de f(z,y) = x* + y* courbes de niveau de f(z,y) -y

f=4 Y
= ey

>~
\\\\\\\\\~__ - P
f=0
f=4| |f=1 =1 |f=4

courbes de niveau de f(z,y) = 23 + ¢* courbes de niveau de f(x,y) = z* — y*

Exemple 2.8.22 f(z,y) = 223 — 62y + y? + 4y.

Trouver et classifier les points critiques de f(z,y) = 223 — 6zy + y? + 4y.

Solution. Prenons de 'avance — puisque nous devons calculer le gradient pour trouver
les points critiques, et la matrice hessienne pour calculer le hessien et appliquer le test des
dérivées secondes du théoreme 2.8.21 — et calculons les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 :

f:2x376wy+y2+4y,
fw = 6-'172 — 6y, fwz = 12z, fwy = —6,
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Bien entendu, f.y et fy. coincident. C’est néanmoins utile de calculer les deux, en guise de
vérification.

Nous avons déja trouvé, dans 'exemple 2.8.8, que les points critiques sont (1,1), (2,4).
Leur classification est :

cfi?iiglie fwwfyy — agy f$z type
(1,1) 12x2—(-6)2<0 point de selle
(2,4) 24 x2—(—6)2>0 | 24 | min. local

Nous pouvons laisser 'entrée f., de la premiere rangée vide puisque
* nous savions déja que fur(1,1)fyy(1,1) — f2,(1,1) <0, et

* mnous savions, du théoréme 2.8.21, que fu(1,1)fyy(1,1) — f2,(1,1) < 0, ce qui est
suffisant pour garantir que (1, 1) est un point de selle.

Voici les courbes de niveau f(z,y).

y
f(2,4)=0, (2,4)
£=0.25
F=05
NI T

Ces courbes ne sont pas nécessaires pour répondre a la question, mais elles peuvent
donner une idée de I'aspect du graphe de f.

Exemple 2.8.23 f(z,y) = zy(5z +y — 15).

Trouver et classifier les points critiques de f(z,y) = zy(5z +y — 15).

Solution. Nous avons déja trouvé les dérivées partielles

fz(z,y) = y(102 + y — 15), fy(z,y) = 2(5z + 2y — 15)

de f(x,y) dans 'exemple 2.8.10. De nouveau, pour classifier les points critiques, il nous faut
les dérivées secondes. Elles sont :

fa::v(xay) = 10y7
fyy(fay) = 2z,
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fay(2,y) = (1)(10z +y — 15) + y(1)= 10z + 2y — 15,
fyz(z,y) = (1)(5x + 2y — 15) + 2(5)= 10z + 2y — 15.
Nous avons, a nouveau, calculé f., et f,, afin de nous prémunir d’erreurs mécaniques. Nous

avons déja trouvé, dans ’exemple 2.8.10, que les points critiques sont (0,0), (0,15), (3,0)
et (1,5). La classification est :

Cﬁ?;g‘ie fzzfyy - :pzy fxm type

(0,0) 0x0—(=15)2 <0 point de selle
(0,15) | 150 x 0 —152 <0 point de selle
(3,0) 0x6—152<0 point de selle
(1,5) 50 x 2 — 5% >0 50 | min. local

Voici une esquisse des courbes de niveau de f. La fonction f prend des valeurs négatives
dans les régions ombragées, et positives dans les autres régions.

N

(0,15), £(0,15)=0

f(175):7257 (175)

=20

(370), f(370):0
f(070)207 (070)

f=0

De nouveau, ceci n’est pas nécessaire pour répondre a cette question, mais cela peut
donner une idée de I'allure du graphe de f.

A vous de jouer 2.8.24

Soit la fonction f(z,y) = 2%y+y3—12y. Utiliser le test des dérivées secondes pour compléter
les énoncés suivants.

La fonction f admet

La fonction f admet [J un point critique non classifiable par le test [ un point de selle

(
(

La fonction f admet (O aucun point critique O un minimum O un point de selle O un point critique non classifia
(O aucun point critique O un minimum [ un point de selle [ un point critique non classifia

La fonction f admet

H

O aucun point critique [0 un minimum [ un point critique non classifiable par le test
O un maximum [ aucun
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Exemple 2.8.25

Trouver et classifier les points critiques de f(x,y) = 23 + xy? — 322 — 43 + 4.

Solution. Nous connaissons la mécanique maintenant. Calculons les dérivées partielles
jusqu’a l'ordre 2.

f=a+ay® —32% —4y® + 4
fo =32 +y* —6x Joa =62 —6 Joy =2y
fy =2zy — 8y fyy =22 -8 Jyz =2y

Les points critiques sont les solutions de f, =0 et f, = 0, c’est-a-dire

fe = 322 + y2 —6x =0, (E1)
fy=2y(x —4) =0. (E2)

La seconde équation, 2y(x — 4) = 0, est vérifiée si et seulement si au moins une des deux
équations y = 0 ou x = 4 est.

* Lorsque y = 0, ’équation (E1) force x & vérifier
0 = 32% 4+ 0% — 62 = 3z(z — 2),
de sorte que x =0 ou =z = 2.
* Lorsque x = 4, I’équation (E1) force y & vérifier
0=3x424+9%—6x4=24+1>
ce qui est impossible.

Ainsi, il y a deux points critiques : (0,0), (2,0). Voici le tableau qui donne la classification.

cfifc)ii(l;tle fmzfyy B zzy fzm type
(0,0) (—6) x (—=8) —0%2>0 | —6 <0 | max. local
(2,0) 6 x (—4) —0%2 <0 point de selle

Exemple 2.8.26

Un fabricant veut produire des boites rectangulaires (sans couvercle) d’un certain volume,
V', en utilisant le moins de matériel possible. Trouver les dimensions de la boite.

Solution.

Soit x, y et z la longueur, la largeur et la hauteur de
la boite, respectivement. La boite a deux cotés d’aire P
xz, deux cOtés d’aire yz et un fond d’aire zy. Ainsi,
I’aire totale est

S =2xz+ 2yz + xy. z

Cependant, les dimensions ne sont pas indépendantes. La contrainte d’avoir un volume
V se traduit par

zyz =1V.

Nous pouvons utiliser cette contrainte pour éliminer une variable. Puisque z se trouve a la
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fin de I'alphabet, éliminons z en remplacant z = % Nous devons donc trouver les valeurs
de = et y qui minimisent la fonction
2V 2V
S(xy)=—+—+uzy

Commencgons par trouver les points critiques de S. Puisque

2V 2V
Sx(x7y):_?+y et Sy($7y):—?—|—m7

(z,y) est un point critique si et seulement si

z?y =2V, (E1)
zy? = 2V. (E2)

On résout (E1) pour y, ce qui donne y = ?E—‘Q/ En remplacant dans (E2), on obtient

4v? 3 3 1% 3
$F=2V2>JZ =2V = x=V2V et yzwz 2V.

Comme il n’y a qu'un point critique, on peut espérer qu’il donne lieu & un minimum®.
Utilisons le test de la dérivée seconde. Les dérivées partielles requises sont

Spa(T,y) = %, S (W, \3/21/) =2,

Say(,y) = 1, Say (V2V, V2V) =1,
4V , ,

Syy(@,y) = P Syy (\/W, \/2V) =2.

Alors,
2
5., (V3V, VAV) s, (VAV, V37 - 5., (Y7, 937" =30,
Sia (W W) —92>0,

et, en vertu du théoreme 2.8.21, (\3/ 2V, v/ QV) est un point de minimum local. Ainsi, les
dimensions requises sont

r=y= V2V, z:‘q’%.

&'

Remarquons que, dans la solution, nous avons x = y. C’est une bonne chose : la fonction
S(xz,y) est symétrique en x et y. Puisque la boite n’a pas de couvercle, la symétrie ne
dépend pas de z.

%En effet, on peut utiliser le fait que 0 < < 0o, que 0 < y < oo et que S — oo lorsque z — 0 et y — 0 et
lorsque x — oo et y — oo pour prouver que le seul point critique donne un minimum global.
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Maximums et minimums absolus

Un point de minimum ou de maximum local n’a aucune raison d’étre un point de minimum
ou de maximum global. En fait, il n’y a aucune raison pour qu'une fonction qui admet des
minimums et des maximums locaux admette un minimum ou un maximum global, méme pour
des fonctions a une variable.

Commencgons par faire un bref rappel de ce qui arrive pour les fonctions d’une variable
définies sur un intervalle de R.

Pour fixer les idées, supposons que nous voulons trou- y=f ( x) —
ver les extremums d’une fonction f(x) sur lintervalle Yy
0 < x < 1. Si une valeur extrémale est atteinte a une 1

valeur = a a lintérieur de Uintervalle (c’est-a-dire telle
que 0 < a < 1), alors a est aussi un point de maximum
ou de minimum local. Si f’(a) existe, alors on doit avoir
f'(a) =0, c’est-a-dire que a est un point critique pour f. 1 *

Cependant, si 'extremum global est atteint & un point de la frontiere de 'intervalle, c’est-
a-dire @ = 0 ou @ = 1, alors a n’a pas besoin d’étre un point critique de f. Ceci arrive, par
exemple, avec f(z) = z. La valeur maximale de f(z) sur 0 < 2 < 1 est 1 et est atteinte & 2 = 1,
mais f'(z) = 1 ne s’annule jamais, de sorte que f n’a pas de point critique.

Ainsi, afin de trouver le maximum et le minimum d’une fonction f(z) sur [0, 1], on procede
comme suit :

(a) Dresser une liste des points candidats 0 < ¢ < 1 ot les maximums/minimums peuvent
étre atteints, en trouvant les valeurs de a ou :

(a) 0<a<1let f'(a) =0, 0u
(b) 0 <a < 1et f'(a) n’existe pas (c’est-a-dire les points singuliers de f), ou
(¢) a est un point du bord du domaine, c¢’est-a-dire a =0 ou a = 1;

(b) Evaluer f(a) & chacun des points a de la liste du point précédent. La valeur la plus grande
est le maximum absolu; la plus petite, le minimum absolu.

La procédure pour trouver le maximum et le minimum d’une fonction f de plusieurs variables
sur un ensemble donné est similaire. Commengons par le cas d’une fonction f(x,y) de deux
variables sur le disque 22 + 3% < 1. Comme précédemment :

(a) Dresser la liste des points candidats rg = (xg,y0) sur le disque ol un maximum ou un
minimum peut étre atteint (voir notamment le théoréme 2.8.3) :

a) rg = (zg,yo) est un point & l'intérieur du disque (c’est-a-dire, dans notre exemple,
Y p q p
que 22 +y2 < 1) et Vf(rg) =0, ou
b) ry est un point intérieur, et 'une des dérivées partielles f,(rg) ou f,(rg) n’existe pas
p ) p y pas,
ou

(c) ro est un point sur le bord du disque® et peut donner lieu & un maximum ou & un
minimum (plus de détails plus bas);

(b) Puis, évaluer f sur chacun des points de la liste de candidats. La valeur la plus grande est
le maximum global ; la plus petite, le minimum global.

Le bord d’un ensemble comme le disque est une courbe (le cercle). Cette courbe est de dimension
1. On peut trouver le maximum de f(x,y) sur cette courbe en transformant f(z,y) en une
fonction d’une seule variable (sa restriction & la courbe) puis grace aux techniques usuelles du
calcul a une variable. Ceci est illustré dans les exemples ci-apres.

311 devrait étre clair que la frontiere, ou le bord, du disque est ’ensemble des points r tels que [|r|| = 1, c’est-a-
dire le cercle. Plus généralement, un point r est un point de la frontiére d’un ensemble S s’il existe une suite de
points de S qui converge vers r et qu’il existe aussi une suite de points du complément de S qui converge vers r.
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Exemple 2.8.27

Trouver le maximum et le minimum de T'(z,y) = (z +y)e=* ~¥ sur la région définie par
22 + 2 < 1 (c’est-a-dire le disque unité).

Solution. Suivons notre procédure. Trouvons d’abord les points critiques, puis les points
de non-dérivabilité et finalement le bord du domaine.

Points critiques a l'intérieur du domaine : Pour trouver les points critiques a 'intérieur
du domaine, on calcule le gradient VI de T :

To(a,y) = (1 - 222 = 2zy)e™ 0", T,(z,y) = (1 — 20y — 2y%)e ™ V.

x

. . — 27 2 . . . oy . .
Puisque 'exponentielle e ¥" ne s’annule jamais, les points critiques sont les solutions de

T.=0 << 2ux(z+y) =1,
T,=0 <<= 2y(z+y =1

e Puisque 2z(z + y) et 2y(x + y) sont non nuls, on peut diviser ces équations, ce qui
donne ﬁ =1, et donc z =y.

* On remplace dans une des deux équations, ce qui donne 2z(2z) =1, et donc z =y =
+1.
2

Ainsi, les seuls points critiques sont (%, %) et (—%7 —%) Ils sont tous les deux a l'intérieur
du domaine.

Points singuliers : Dans ce probléme, il n’y a pas de point singulier. Les dérivées partielles
de T existent partout.

Bord du domaine : Les points du bord du domaine sont ceux vérifiant z2 + y? = 1,
c’est-a-dire les points du cercle unité. On peut utiliser le paramétrage familier du cercle
(voir I'exemple 1.5.4), © = cost et y = sint. Ceci rendra la formule pour T sur le bord du
domaine plus simple :

T = (cost + sint)e™ cos” t—sin® £ _ (cost + sint)e™ 1.

1l suffit donc d’étudier les variations de T'(t) = (cost + sint)e 1.

dr . -1
i (—sint + cost)e
Ainsi, (cost +sint)e™! atteint son maximum ou son minimum lorsque
* sint = cost,
* Clest-a-dire lorsque x = y et 2 + 32 =1,

1

V2

En somme, nous avons les candidats suivants pour les maximums et minimums.

* ce qui, a son tour, force 2+ 22 = l,donz=y==

pOint (%7%) (_%a_%) (%a%) (_%7_%)
valeur de 7' | J-~061 | —2- | =052 —¥2
max. min.
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La figure ci-contre montre le do-

. . _ ,—1/2 %
maine, les courbes de niveau, les f —e\ / es
points critiques et les points candi- 1 L
dats sur le bord. Il est conseillé de 13 N\ %
faire une figure comme celle-ci (les o e 6
courbes de niveau en moins), afin de :
s’assurer de ne pas inclure d’éven- 2o |78 ~ 2
tuels points critiques qui se trouve- = 0 o, | %%
raient & 'extérieur du domaine. f=—12

-1
2
—1v2
2 0.7(‘\ K
f_ 7671/2
11V 0 3ive 1
X

Figure 2.8.28 Les courbes de niveau, les points
critiques et les valeurs extrémales de (z +
y)e_wZ_yZ'

Dans 'exemple précédent, nous avons analysé le comportement de f sur le bord du domaine
grice au paramétrage x = cost, y = sint du cercle z? + 2 = 1. Il arrive souvent qu’un
tel paramétrage ne mene pas a une expression aussi commode de la fonction considérée. Pire,
certaines courbes peuvent ne pas avoir de paramétrage sympathique.

L’exemple qui suit montre une autre facon de traiter le bord du domaine.

Exemple 2.8.29

Trouver le maximum et le minimum de f(z,y) = 23 + zy? — 322 — 4y + 4 sur le disque
2? +y? <1
Solution. De nouveau, commencons par trouver les points critiques et les points singuliers,
et analysons le bord du domaine.

Points critiques a lintérieur : Si f prend son maximum ou son minimum en un point
a lintérieur du disque, c’est-a-dire vérifiant 22 + 2 < 1, alors ce point doit étre un point
critique de f ou un point singulier. Pour trouver les points critiques de f®, nous devons
calculer les dérivées partielles :

fo =322 + 4 — 62, fy =2zy — 8y.
Les points critiques sont les solutions de

fo =322 +1y?> —6x=0, (E1)
fy =2y(x —4) =0. (E2)

La seconde équation, 2y(x—4) = 0, est satisfaite si et seulement si au moins une des égalités
y =0 ou z =4 tient.

* Lorsque y = 0, ’équation (E1) force x & satisfaire
0 = 32% 4+ 0% — 62 = 3z(z — 2),

de sorte que x =0 ou z = 2.
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e Lorsque = = 4, I’équation (E1) force y a satisfaire
0=3x424+9%—6x4=24+1>
ce qui est impossible.

Ainsi, il y a seulement deux points critiques : (0,0), (2,0). Parmi ceux-ci, seul (0,0) est un
point a I'intérieur du domaine.

Points singuliers : Dans ce probleme, il n’y a pas de point singulier.

Bord du domaine : Sur le bord du domaine, 22 + y? = 1, on peut encore paramétrer
le cercle x = cost et y = sint. Cependant, on utilise une autre méthode pour illustrer
différentes techniques®. Nous savons que (z,y) vérifie 22 + ¢y = 1, d’'ou y?> = 1 — 2. Si
Pon regarde la formule pour f(x,y), on remarque qu’elle contient seulement des puissances
paires de ¢, de sorte qu’on peut éliminer y en remplacant y? = 1 — 22 dans la formule

f=a4+2(1 -2 —32° —4(1 —2®) + 4 =z + 2*.
Le maximum et le minimum de z + 22 pour —1 < x < 1 doivent étre atteints :
e lorsque z = —1 (=y=f=0), ou
e lorsque z =41 (=y =0, f =2), ou
e lorsque 0= L(z+2%) =142z (ma=—% y==2,/3, f=-1).

Voici une esquisse montrant les points que nous avons identifiés jusqu’a présent.

I
2:72 )
Nous avons déja mentionné que 1.0 0.0 1.0 2.0
le point (2, 0) n’appartient pas au do- (=1.0) (0,0) 1(1,0) (2,0) x
maine qui nous intéresse.
27 2
Ainsi, en bout de ligne, nous avons les candidats suivants pour les maximum et minimum.
point 0,0) | (-1,0) | (1,0) | (-3, +%)
valeur de f 4 0 2 —i
max. min.

Exemple 2.8.30
Trouver les valeurs maximale et minimale de f(z,y) = zy — 2%y? lorsque (z,y) parcourt le
carrée 0 <z <1, 0<y < 1.

Solution. Comme d’habitude, on étudie les points critiques, les points singuliers et le
bord du domaine.

%“Nous 'avons déja fait & ’exemple 2.8.25 mais, pour le bénéfice du lectorat, faisons-le & nouveau.

bMéme si vous avez du mal & croire qu’on « ne peut pas avoir trop d’outils », il est plutot dangereux de se
fier seulement a 'un d’eux.

¢S’il y avait eu des puissances impaires, on pourrait considérer deux cas séparés, y > 0 et y < 0, et remplacer
y = V1 — 22 dans le premier cas, puis y = —v/1 — x2 dans le second.
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Points critiques a Uintérieur du domaine : Si f atteint son maximum ou son minimum
a un point a 'intérieur du carré, c’est-a-dire vérifiant 0 < z < 1 et 0 < y < 1, alors ce point
doit étre un point critique ou un point singulier de f. Pour calculer les points critiques, on
calcule les dérivées partielles :
folz,y) =y —32%y%  fy(a,y) =2 — 227y
Les points critiques sont les solutions de
fo=0 <= y(1-32%Y)=0 <= y=0 ou 32%y=1,
fy=0 <<= 2(1-22%Y)=0 <= =0 ou 22%y=1.
e Siy =0, on ne peut avoir 222y = 1; ainsi, on doit avoir z = 0.

e Si 322y = 1, il est impossible d’avoir z = 0, de sorte qu’il faut 2z%y = 1. Aprés

3z%y _ 3 . . .
527y — 3 e qui est impossible.

division, on obtient 1 =

Ainsi, le seul point critique sur le carré est (0,0). En ce point, on a f = 0.
Points singuliers : Il n’y en a aucun.
Bord du domaine : La région est un carré; son bord est composé de ses 4 cotés.

* Pour commencer, on regarde la partie du bord qui vérifie z = 0. Sur tout ce coté, la
valeur de f est 0.

* On regarde maintenant la portion du bord correspondant & y = 0. A nouveau, sur
cette portion du bord, la valeur de f est O.

* On poursuit avec la portion du bord ot y = 1, ott 'on a f(x,1) = z — 3. Pour trouver
le maximum et le minimum de f(z,y) sur cette portion, on doit trouver le maximum
et le minimum de  — 23 lorsque 0 < = < 1.

Rappelons que, en général le maximum et le minimum d’une fonction continue h(z)

sur un intervalle a < = < b doivent étre atteints soit & = a, & = b ou a un point x
ot h'(z) = 0 ou h/(x) n’existent pas. Dans notre cas, -+ (z — z%) = 1 — 322, de sorte

dx
que les maximum et minimum pour x — 23 avec 0 < z < 1 doivent étre atteints :

° axz=0,ou f vaut 0, ou
° éx:%,oﬁfvaut 3%,ou

o ax=1,ou f vaut 0.

¢ Finalement, on étudie la portion du bord du carré ot x = 1, ott 'on a f(1,y) = y —y>.
Puisque %(y —y?) =1 -2y, le seul point critique de y — y? se trouve a y = . Ainsi,

(SIS

le maximum et le minimum pour y — 32 avec 0 < y < 1 doivent avoir lieu :
° ay=0,ou f vaut 0, ou
° éy:%,oﬁfvaut i,ou
°c ay=1,ou f vaut 0.

En bout de ligne, nous avons les candidats suivants pour le maximum et le minimum de f.
Les valeurs extrémales sont indiquées.

point (0,0) | (©o<y<1) | (0<e<1,0) | (1,0) | (1,3) | (1,1) | (0,1) (7 1)
valeur de f 0 0 0 0 1 0 0 % ~ 0.385
min. min. min. min. min. min. max.
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Exemple 2.8.31

)
(0,2)
Trouver le maximum et le minimum de f(x,y) = 2y + 2z + vy
lorsque (z,y) parcourt le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,2),
tel qu’indiqué dans la figure ci-contre.
.07 10"

Solution. Comme d’habitude, on examine les points critiques, les points singuliers et le
bord du domaine.

Points critiques a Uintérieur du domaine : Si f atteint son maximum ou son minimum a
un point a l'intérieur du domaine, ce point doit étre un point critique ou un point singulier
de f. Les points critiques sont les solutions de

folzyy)=y+2=0, fylz,y) =2+1=0.

Ainsi, il y a exactement un point critique, a savoir (—1, —2). Ce point se trouve a l'extérieur
du domaine, il n’est donc pas un candidat au maxiumum ni au minimum.

Points singuliers : Il n’y en a aucun.

Bord du domaine : La région est un triangle (et son intérieur), de sorte que son bord
est formé par trois segments.

* Pour commencer, regardons le segment joignant (0,0) & (0,2). Sur ce segment, on a
x = 0, de sorte que f(0,y) = y. La plus petite valeur de f sur ce coté est f = 0 au
point (0,0), et la plus grande valeur de f sur ce cdté est f = 2 au point (0, 2).

* Ensuite, considérons le coté joignant (0,0) & (1,0). Sur ce c6té, y = 0, de sorte que
f(z,0) = 2z. La plus petite valeur de f sur ce cdté est f = 0 au point (0,0), et la
plus grande valeur de f sur ce coté est f = 2 au point (1,0).

* Finalement, regardons le segment joignant (0,2) & (1,0). Notre premiére tache est
de trouver I’équation de la droite qui passe par (0,2) et (1,0). Prenons ceci comme
prétexte pour faire une petite révision et trouvons cette équation de trois fagons
différentes.
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Méthode 1 : On sait qu’une droite non (O 2) Az =1
verticale du plan xy admet une équation de !

la forme y = ma + b, ou b est 'ordonnée a
l'origine y et ol m est la pente. Dans notre
cas, la droite croise 'axe des y & y = 2, et
donc b = 2. La droite passe par (0,2) et (1,0), YAy = —2
donc sa pente est m = FL = (1)—:3 = -2
Ainsi, le troisiéme c6té du triangle se trouve
sur la droite d’équation y = 2 — 2z et vérifie <17 —2>
enplus0 <z < 1.

X

Méthode 2 : Toute droite du plan zy admet une équation ax + by = c. Dans ce
cas, (0,0) n’est pas sur la droite, de sorte que ¢ # 0, et ’on peut diviser I’équation
par ¢, ce qui donne %+ %y = 1. Posons ¢ = Aet % = B. Ainsi, puisque la droite
ne passe pas par 'origine, elle admet une équation de la forme Az + By = 1.
Afin d’avoir que (0, 2) se trouve sur la droite, x = 0, y = 2 doit étre une solution
de Az + By = 1, c’est-a-dire Aalc|gC:0 + By|y:2 =1, de sorte que B = % Afin
d’avoir que (1,0) se trouve sur la droite, z = 1, y = 0 doit étre une solution de
Ax + By = 1, c’est-a-dire A:zc|m:1 + By‘y:0 =1, ce qui donne A = 1. Ainsi,

I’équation de la droite est x + %y =1, ou encore y = 2 — 2x.

0—2
vecteur directeur pour la droite. Un point sur celle-ci est (0,2). Ainsi, un para-
métrage de cette droite est (voir équation (f1))

, . . 1-0 1 s e 1
Meéthode 3 : Le vecteur joignant (0,2) a (1,0) est [ ] = [ _2 ] Il s’agit d’'un

[H:[g}“[_ﬂ ou  w=t y=2-2t

Chacune de ces trois méthodes® donne que le cdté du triangle qui joint (0,2) a (1,0)
est y =2 — 2z avec 0 < = < 1. Sur ce coté du triangle, nous avons

f(z,2 —2x) = 2(2 — 22) + 2z + (2 — 22) = —22° + 2z + 2.

Posons g(r) = —22% + 2z + 2. Le maximum et le minimum de g(z) pour 0 < z < 1,
et donc le maximum et le minimum pour f sur I'hypoténuse du triangle, doivent étre
atteints :

o ax=0,oulona f(0,2) =g(0) =2, ou
o ax=1,oulona f(1,0) = g(1) =2, ou

o lorsque 0 = ¢'(z) = —4x + 2, c’est-a-dire z = %, y=2- % =1, et oulon a

1 1 2 2 )
f(2,1>g<2)—4+2+22.

En combinant ce qui précede, nous avons les candidats suivants pour les maximum et
minimum de f.
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point (0,0) | (0,2) | (1
valeur de f 0 2

min. max.

0) | (

| |
pojo -

I8

Exemple 2.8.32

Trouver les points les plus hauts et les points les plus bas de la portion de la surface
z=+/x?+y? se trouvant sur le carré |z| <1, |y| < 1.

Solution. La fonction f(z,y) = /2% 4+ y? admet une interprétation géométrique simple :

il s’agit de la distance séparant le point (x,y) de l'origine. Ainsi,

* le minimum de f(z,y) est atteint au point sur le carré qui est le plus prés de Uorigine,
c’est-a-dire l'origine elle-méme. Ainsi, (0,0,0) est le point le plus bas sur la surface,
et sa hauteur est 0.

* le maximum de f(z,y) est atteint aux points sur le carré se trouvant le plus loin de
l'origine, c’est-a-dire les 4 coins du carré (+1,41). A ces points, z = /2. Ainsi, les
points les plus hauts sur la surface sont (+1,=+1,/2).

Meéme si nous avons déja répondu a la question, il sera illustratif de voir ce qu’il serait arrivé
si nous avions suivi notre protocole usuel. Les dérivées partielles de f(z,y) = /22 + y? sont
définies pour (z,y) # (0,0) et sont

folw,y) = ———,  fylv,y) = ——2

/72 +y2’ /2 +y2.
¢ Il n’y a pas de point critique, puisque
o fr, = 0 seulement pour x = 0, et
° fy = 0 seulement pour y = 0, mais
° (0,0) n’est pas un point critique puisque f, et f, ne sont pas définies en ce point.
e Il y a un point singulier, & savoir (0,0). La valeur minimale de f est atteinte en ce
point singulier.

¢ Le bord du carré est formé de ses 4 cotés. L'un d’eux est
{(@y)|e=1-1<y<1}

Sur ce coté, f = /1 + 2. Etant donné que /1 + y2 croit avec |y|, la plus petite valeur
de f sur ce coté est 1 (lorsque y = 0), et la plus grande est v/2 (lorsque y = +1). La

méme chose arrive pour les trois autres cotés du carré. La valeur maximale de f est
atteinte aux 4 coins. Remarquons que f, et f, sont toutes les deux non nulles en ces
points.

%Dans la troisiéme, on a changé le nom de x pour ¢.
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Exercices

Pour se pratiquer.
1.

Quelques courbes de niveau de la fonc-
tion f(z,y) sont esquissées dans le plan
xy ci-contre. Pour chacun des énoncés ci-
dessous, encercler la lettre de tous les points
dans le diagramme ot la situation s’applique.
Par exemple, si I’énoncé était « Ces points
sont sur 'axe y », vous encercleriez P et U,
mais aucune des autres lettres. Vous pouvez

(a) prendre pour acquis qu’'un maximum local se
produit au point T'.

(i) Vf est nul PRSTU
(ii) f a un point de selle PRSTU
(ili) la dérivée partielle f, est positive PRSTU
(iv) la dérivée directionnelle de f dans la direction —jest PR ST U

négative
Le diagramme ci-contre montre trois z
« traces y » d’un graphe z = F(z,y) esquissé 3

sur les axes xz. (Autrement dit, les intersec-
tions de la surface z = F(z,y) avec les trois
plans (y = 1.9, y = 2, y = 2.1). Pour chaque 14
(b) énoncé ci-dessous, encercler le bon mot.

(i) la dérivée partielle de premier ordre F,(1,2) est
(ii) F a un point critique en (2,2)
(iii) la dérivée partielle de deuxiéme ordre Fx(l,-29—est/ positive/négative /nulle

2. Soit z = f(z,y) = (y* — x2)2.

(a) Faire une esquisse raisonnablement précise des courbes de niveau dans le plan xy
de z = f(x,y) pour z = 0, 1 et 16. Assurez-vous de montrer les unités sur les axes
de coordonnées.

(b) Vérifiez que (0,0) est un point critique pour z = f(z,y), et déterminez de la partie
(a) ou directement de la formule pour f(z,y) si (0,0) est un minimum local, un
maximum local ou un point de selle.

(¢) Pouvez-vous utiliser le test de la dérivée seconde afin de déterminer si le point
critique (0,0) est un minimum local, un maximum local ou un point de selle ?
Donnez des raisons pour votre réponse.

3. Utilisez le test de la dérivée seconde pour trouver toutes les valeurs de la constante ¢
pour lesquelles la fonction z = 22 + cxy + y? admet un point de selle en (0,0).

4. Trouvez et classifiez tous les points critiques de la fonction

flz,y) =2 —y® — 22y + 6.
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5. Trouvez tous les points critiques pour f(x,y) = z(2? +ay+y*—9). Egalement, trouvez
les points parmi ces points qui donnent des maximums locaux pour f(x,y), qui donnent
des minimum locaux, et qui donnent des points de selles.

6. Trouvez et classifiez tous les points critiques de f(z,y) = 2% + 3 + 2%y + 4.

7. Trouvez tous les points de selles, les minimums locaux et maximums locaux de la
fonction

f(x,y):x3+x272xy+y2—x.

8. Pour la surface
2= f(z,y) =2 +ay® — 32% —49® + 4

Trouvez et classifiez (maximum local, minimum local ou point de selle) tous les points
critiques de f(z,y).

9. Trouvez la valeur du maximum et minimum absolu de la fonction f(x,y) =5+ 2z —
2% — 4y? sur la région rectangulaire

R={(z,y)| —1<2<3, -1<y<1}

10. Soit la fonction f(z,y) = 2* +y* — 4oy + 1.
(a) Montrez que f admet trois points critiques et déterminez-les.

(b) Pour chacun de ces points critiques, dites s’il s’agit d’un maximum local, d’un
minimum local ou d’un point de selle. Justifiez.

Pour mieux comprendre.
11. Trouvez la valeur maximale et minimale de f(z,y) = xy — 23y? lorsque (z,y) se trouve
danslecarrée 0 < x <1,0<y < 1.

12. La température a tous les points dans le disque 2% + y? < 1 est donnée par T'(z,y) =
(z+ y)e*IQ*y2. Trouvez la température maximale et minimale dans le disque.

13.

(a) Pour la fonction z = f(x,y) = 2% + 3xy + 3y? — 62 — 3y — 6. Trouvez et classifiez
(maximum local, minimum local ou point de selle) tous les points critiques de

f@,y).
(b) Les images ci-dessous illustrent les ensembles de niveau de f(z,y) = ¢ des fonc-
tions de la liste aux hauteurs ¢ = 0,0.1,0.2,...,1.9, 2. Etiquettez les images avec

la fonction correspondante et identifier les points critiques dans chaque image.
(Notez que dans certains cas, les points critiques peuvent ne pas étre déja identi-
fiés dans I'image dessinée. Dans ces cas, vous devez les ajouter a l'image.)

=@ +y’ -1 -y) +1
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14.

15.

16.

17.

18.

O

AQE@

7 N\
Considérez la fonction

fla,y) = 20° — 6zy + y* + 4y
(a) Trouvez et classifiez tous les points critiques de f(x,y).
(b) Trouvez la valeur maximale et minimale de f(z,y) dans le triangle dont les som-

mets sont (1,0), (0,1) et (1,1).

Une plaque en métal est en forme de demi-disque borné par 'axe z et la moitié su-
périeure de 22 + y? = 4. La température au point (z,y) est donnée par T'(z,y) =
In (1+ 2% 4+ y?) — y. Trouvez le point le plus froid sur la plaque, en expliquant vos
étapes soigneusement. (Note : In2 ~ 0.693, In5 =~ 1.609)

La température T'(z,y) & un point du plan zy est donnée par
T(z,y) =20 — 42* — y*

(a) Trouvez la valeur maximale et minimale de T'(z,y) sur le disque D défini par
2? +y? <4

(b) Supposons qu'une fourmi vit sur le disque D. Si la fourmi est initiallement au
point (1,1), dans quelle direction doit-elle se déplacer afin que la température
croit le plus vite possible ?

(c) Supposons que la fourmi se déplace & une vitesse v = —2i —j. Quel est le taux de
variation de la température lorsqu’elle passe par (1,1)?

(d) Supposons que la fourmi est contrainte a rester sur la courbe y = 2 — z2. Ou

devrait-elle aller si elle veut étre le plus au chaud possible ?

Considérez la fonction
fz,y) = 3ka’y +y° — 32% — 3y° + 4

ou k > 0 est une constante. Trouvez et classifiez tous les points critiques de f(x,y)
comme étant un minimum local, un maximum local, un point de selle ou un point de
type indéterminé. Distinguer prudemment les cas k < %, k= % et k> %

(a) Montrez que la fonction f(z,y) = 2x+4y+%y admet exactement un point critique
dans le premier quadrant x > 0, y > 0, et trouvez sa valeur en ce point.

(b) Utilisez le test de la dérivée seconde pour classifier les points critiques de la partie
(a).

(¢) Ainsi, expliquer pourquoi l'inégalité 2z + 4y + %y > 6 est valide pour tous les
nombres réels positifs z et y.
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19. Soient a et b deux nombres réels non nuls. On consideére la fonction
p(x,y) = (2ax — 2°)(2by — y°).

(a) Vérifiez que (0,0) est un point critique de ¢, quelles que soient les valeurs de a et
b.

(b) Montrez que ¢ admet quatre autres points critiques (qui dépendent de a et de b)
et déterminez-les.

(¢) Donnez la nature de chacun des cing points critiques de ¢.

Pour aller plus loin.

20. Si tp est un minimum ou maximum local de la fonction lisse f(t) d’une variable
(t parcourt les nombres réels), alors f'(tp) = 0. Il existe une condition nécessaire
analogue pour déterminer si xg est le minimum ou maximum local d’une fonction lisse
g(x) restreint aux points sur la droite x = a+ td . Le test devrait faire intervenir la
fonction g(x).

2.9 Multiplicateurs de Lagrange

Dans la derniere section, nous avons dii résoudre un certain nombre de probléemes de la
forme « Quelle est la valeur maximale de la fonction f sur la courbe C? ». Dans ces exemples,
la courbe C était suffisamment simple pour que nous puissions réduire le probléme au probleme
plus simple de recherche du maximum d’une fonction d’une variable. Pour des probléemes plus
compliqués, cette réduction pourrait ne pas étre possible. Dans cette section, nous introduisons
une autre méthode pour résoudre de tels problemes. Tout d’abord, un peu de terminologie.

Définition 2.9.1

Un probleme de la forme

* « Trouver le maximum ou le minimum d’une fonction f(z,y) pour (x,y) sur la courbe
g(z,y) =0»

est un type de probleme d’optimisation avec une contrainte. La fonction qui doit étre maxi-
misée/minimisée, f, est appelée la fonction objectif. La fonction g, qui définit la courbe
d’intérét, est la fonction de contrainte.

Ces problemes sont assez courants. Comme nous l'avons dit plus haut, nous les avons déja
rencontrés dans la derniére section sur les maximums et les minimums absolus, lorsque nous
cherchions les valeurs extrémes d’une fonction sur le bord d’un domaine. En économie, les
« fonctions d’utilité » sont utilisées pour modéliser 1’« utilité relative », ou « désirabilité » ou
« préférence », de divers choix économiques. Par exemple, une fonction d’utilité U(w, k) pourrait
spécifier le niveau relatif de satisfaction qu'une personne obtiendrait en achetant une quantité
w de vin et x de café. Si elle veut dépenser 100$ et que le vin cofite 20$ par unité et que le café
colite 5$ par unité, alors elle souhaiterait maximiser U(w, k) tout en respectant la contrainte
20w + 5k = 100.

Jusqu’a présent, nous avons toujours résolu ce genre de problemes avec contrainte :

* en isolant y a partir de g(z,y) = 0 pour avoir y en fonction de x (ou réciproquement), ou
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* en paramétrant la courbe g(x,y) = 0, c’est-a-dire en écrivant les points sur la courbe sous
la forme (x(t),y(t)) pour certaines fonctions x(t) et y(¢). Par exemple, nous avons utilisé
x(t) = cost, y(t) = sint pour paramétrer le cercle 2 + y? = 1 dans I'exemple 2.8.27.

Cependant, trés souvent, la fonction g(z,y) est tellement compliquée qu’on ne peut pas résoudre
explicitement g(x,y) = 0 pour y en fonction de x ni pour = en fonction de y et, en plus, on ne
peut pas paramétrer g(z,y) = 0. Parfois, on pourrait résoudre g(x,y) = 0 pour y en fonction de
x, mais la solution résultante peut étre si compliquée qu’il peut étre vraiment difficile, ou méme
virtuellement impossible, de travailler avec elle. Ce type de traitement peut devenir encore plus
difficile dans les dimensions supérieures lorsque, par exemple, on souhaite optimiser une fonction
f(z,y, z) soumise & une contrainte g(x,y, z) = 0.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange : une contrainte

11 existe une autre procédure, appelée la méthode des « multiplicateurs de Lagrange »', qui
vient & notre secours dans ces scénarios. Voici la version tridimensionnelle de la méthode. Il y a
des analogues pour d’autres dimensions.

-

Théoréme 2.9.2 Multiplicateurs de Lagrange. ]

Soit f(x,y,2) et g(x,y,z) des fonctions de classe C* dans une région D C R3 qui contient
la surface S donnée par 'équation g(x,y,z) = 0. De plus, supposons que Vg(x,y,z) # 0
sur S.

Si f restreinte a la surface S admet un extremum local au point ro = (x9,Yo,20), S€
trouvant sur S, alors il existe un scalaire X tel que

Vf(ro) = AVg(ro),

c’est-a-dire

fx(rO) :)‘gw(rO)7
fy(ro) = Agy(ro),
f=(ro) = A g=(ro).

Le scalaire A est appelé un multiplicateur de Lagrange.

Démonstration. Ecrivonsr = zi+ yj+ zk et supposons que ro = z¢i+ yoj + 20k est un
point sur S tel que f(r) > f(rp) pour tous les points r sur S qui sont pres de ro. En d’autres
termes, rg est un point de minimum local pour f sur S. Naturellement, ’argument pour les
maximums locaux sera identique.

Imaginons que nous nous promenons sur la surface S avec le temps (disons t) allant de

t = —1 at = +1, de sorte que la position a t = 0 est exactement ry. Notre position est
donnée par un chemin r(t) = (z(t), y(¢), 2(t)).
Posons

F(t) = for(t) = f(x(t),y®),2(t),

de sorte que F(t) est la valeur de f observée au temps ¢ de notre balade. Alors, pour ¢ prés
de 0, r(t) est pres de ro = (x(0),y(0), 2(0)), et

F(0) = f ox(0) = f(ro) < for(t) = F(t)

1Joseph-Louis Lagrange est en fait né Giuseppe Lodovico Lagrangia & Turin, en Italie, en 1736. Il s’installe &
Berlin en 1766, puis a Paris en 1786. Il a fini par obtenir la nationalité francaise, et la communauté mathématique
francaise affirme qu’il était un mathématicien francais, tandis que la communauté italienne continue & affirmer
qu’il était un mathématicien italien.




2.9. MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE 199

pour tout ¢ suffisamment pres de zéro, c¢’est-a-dire que F' admet un minimum local a ¢t =0
et que, par conséquent, F’(0) = 0.

En vertu de la regle de dérivation des fonctions composées, vue au théoreme 2.5.1, nous
avons

0=F'(0) = (for) (0) = Vf(ro) g
= Vf(rg) L.
Ainsi, le vecteur V f(rg) est orthogonal au vecteur vitesse lors du passage par ro. Ceci est
vrai pour tout chemin contenu dans S qui passe par rg & t = 0. Il en résulte que V f(rg) est
orthogonal a tout vecteur tangent a S en ry.

Par ailleurs, nous savons, en vertu du théoréeme 2.6.22, que Vg(ro) est aussi orthogonal
a S en rg. Ainsi, Vf(rg) et Vg(rg) doivent étre des vecteurs colinéaires, c¢’est-a-dire que

Vf(ro) = AVg(ro)

pour un certain scalaire A. [ |
Alinsi, pour trouver le maximum et le minimum de f(z,y, z) parmi les points d’une surface S
donnée par g(z,y, z) = 0, avec ’hypothése supplémentaire que f et g ont des dérivées partielles
continues et que Vg # 0, on doit :

(a) Dresser la liste des points candidats (z,y, z) en résolvant les équations
Vf(r) = AVyg(r) et g(r) =0.

Il faut noter qu’il y a quatre équations en tout et quatre inconnues, a savoir A et les trois
composantes de r.

(b) Evaluer f & chacun des points de la liste de candidats. La valeur la plus grande est le
maximum ; la plus petite, le minimum.

Une autre fagon d’écrire le systeme d’équations ci-haut est d’écrire
Ly(a,b,c,\) = Ly(a,b,c,\) = L,(a,b,c,\) = Lx(a,b,c,\) =0,
ot L(z,y, z,A) est la fonction auxiliaire
L(x,y,2,A) = f(z,y,2) = Ag(x,y, 2).

Observation 2.9.3

Nous avons formulé et prouvé le théoreme 2.9.2 pour les fonctions a trois variables, c’est-a-
dire I'optimisation d’une fonction f sur une surface g = 0. Le méme résultat tient lorsque
la fonction objectif ainsi que la fonction de contrainte sont des fonctions de deux variables :
ceci revient & maximiser /minimiser une quantité f(x,y) sur une courbe g(z,y) = 0. Nous
verrons d’autres généralisations plus tard.

Voyons quelques exemples.

Exemple 2.9.4

Trouver le maximum et le minimum de x? — 10z — y? sur ellipse d’équation x2 + 4y? = 16.

Solution. Dans ce probléme, la fonction objectif est f(x,y) = 22 — 10z —y?, et la fonction
de contrainte est g(z,y) = 22 + 4y*> — 16. Afin d’appliquer la méthode des multiplicateurs
de Lagrange, nous calculons les gradients V f et Vg.

fe=2x—-10 fy=—2y gz = 21 gy = 8y
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Ainsi, on doit trouver les solutions de

2z — 10 = A\(2z),
2?2 4+4y? — 16 = 0.

Apres réarrangement, on obtient

(A =1z = -5, (E1)
(4N + 1)y =0, (E2)
2 +4y* — 16 = 0. (E3)

De (E2), nous avons A = —3 ou y = 0.
* SiA=—1, (E1) donne —3z = —5, et donc z = 4, et alors (E3) donne y = 0.

* Siy =0, alors (E3) donne x = £4 (et méme si 'on aurait pu utiliser (E1) pour
trouver A, nous n’en avons pas vraiment besoin).

Ainsi, la méthode des multiplicateurs de Lagrange, le théoréme 2.9.2 (la version 2D en fait),
donne que les seuls candidats possibles pour les points de maximum et de minimum de f
sont (4,0) et (—4,0). Pour compléter le probléme, on calcule la valeur de f en ces points.

point (4,0) | (—4,0)
valeur de f | —24 56
min. max.

Ainsi, la valeur maximale de 22 — 10z — 3?2 sur Iellipse est 56, et la valeur minimale est
—24.

= 1 <+ 4y =16
= >
°
1.0
> 0.0
o \ /
S
- - S I e ol
—2.0 18 T ~
—4.0 —2.0 0.0 2.0 4.0
xr

Figure 2.9.5 Les courbes de niveau de la fonction objectif f(z,y) = 22 — 10x — y?, sur
fond orange. La contrainte 22 4+ 4y? = 16 est lellipse en bleu, et les points ou f atteint ses
extrema sur ’ellipse sont marqués en vert.
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A vous de jouer 2.9.6

Trouver le maximum et le minimum de f(z,y) = 5 + y sur lellipse 22 + %% = 1
maximum :

minimum :

Dans les exemples précédents, la fonction objectif et la fonction de contrainte étaient données
explicitement. Ce ne sera pas toujours le cas. Le prochain exemple montre comment utiliser la
géométrie pour trouver les deux fonctions.

Exemple 2.9.7

Trouver laire du plus grand rectangle (avec des cotés paralleles aux axes) qui peut étre
inscrit dans l'ellipse 22 + 2y? = 1.

Sol&tion. . i
e probleme étant de nature nettement Yy

géométrique, commencons par faire une figure. 2 | 9,2 1
Soit (x,y) les coordonnées du point du rec- T+ 2y =
tangle du premier quadrant. Les quatre coins /_ \ (SC; Z/)
sont alors (fx, £y), de sorte que ses cdtés me- /‘ ‘\\

T

surent 2z et 2y.
—z,—y) (z,—y

Par ailleurs, la fonction objectif est f(x,y) = 4xy. La fonction de contrainte du probléme
est g(z,y) = 22 + 2y? — 1. De nouveau, pour utiliser les multiplicateurs de Lagrange, nous
calculons quelques dérivées partielles :

( ~_ )

fo =4y, fy =4z, 9z = 2, 9y =4y.

Ainsi, nous devons trouver les solutions de

dy = A\(2z2), (E1)
dx = A\(4y), (E2)
22 +2y* —1=0. (E3)

L’équation (E1) donne y = %)\JE. En remplacant dans 1’équation (E2), nous obtenons
dz =2z  ou 2z (2-\*)=0.
Ainsi, (E2) est vérifiée si z =0 ou A = v/2 ou A = —/2.
e Six =0, alors (E1) donne y = 0 aussi. Mais (0, 0) ne satisfait pas ’équation (E3).
e Si A =+/2, alors
E2) donne z = V2y, et alors

E3) donne 2y? +2y%> =1 ou y? = i, de sorte que

° (
° (
° y:i%etx:\/iy:i%.

e SiA= ,\/ﬁ, alors
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o (E2) donne x = —/2y, et alors

o (E3) donne 2y + 2y?> =1 ou y? = %, et donc
1

° y:i% etx:—\/?y:q:%.

Nous avons & présent les quatre points candidats (x,y), & savoir (\%, %), (f%, f%),

(%, 7%) et (7%’ %) Ils sont les quatre coins d’un rectangle. Nous avons dit que nous
1

voulions que (z,y) soit le coin du premier quadrant, il s’agit de <%, 5).

A vous de jouer 2.9.8

Trouver le volume de la plus grande boite rectangulaire ayant des arétes paralléles aux axes
de coordonnées qui peut étre inscrite dans I’ellipsoide

2 2

‘ 8

2
Yy z
_— —:]_
+4+1

1

(=}

Suggestion : Utilisez la symmetrie pour ramener le probléme au premier octant (c’est a
dire z,y,z > 0), de sorte que V = 8zyz.
Volume maximal :

Exemple 2.9.9

Trouver les extrémités des demi-axes de I'ellipse 322 — 2zy + 3y? = 4. Il s’agit des points
sur 'ellipse qui sont le plus loin et le plus pres de l'origine.

Solution. Soit (x,y) un point sur 3x2 — 2zy + 3y? = 4. Ce point est a l'extrémité du
demi-axe le plus grand lorsqu’il maximise la distance au centre de lellipse, qui coincide
avec l'origine. Le point se trouve a I'extrémité du petit demi-axe lorsque cette distance
est minimisée. Nous devons donc maximiser et minimiser la distance /x2 + y2 avec la
contrainte

g(x,y) = 32% — 2xy +3y°> —4=0.

Notons cependant que de maximiser ou de minimiser /22 + 32 est équivalent® & maximiser
2
ou & minimiser son carré, («/ 2 + y2> = 22 4 2. Ainsi, nous pouvons choisir la fonction
objectif
_ .2 2
f(‘ra y) =T + y I

ce que nous ferons afin de rendre les calculs plus simples. De nouveau, utilisons les multi-
plicateurs de Lagrange. Pour cela, calculons les dérivées partielles

faolw,y) =2z, fy(z,y) =2y, go(w,y) =06x—2y, gy(z,y)=—2x+06y.
Nous devons trouver les solutions de
2z = A6z — 2y),
2y = A(—2z + 6y),
32% — 22y +3y°> —4=0.
En divisant ces deux équations par 2 et en factorisant, on obtient

(I=3Nz+Ay=0, (E1)
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Az 4 (1 —3)\)y =0, (E2)
32?2 — 22y + 3y? — 4 = 0. (E3)

Pour commencer, concentrons-nous sur les deux premieres équations. Supposons que la
valeur de X est connue et que nous voulons trouver x et y.

Le systéme d’équations (1 + 3A\)z — Ay = 0, —Az + (1 + 3)\)y = 0 admet une solution
évidente, a savoir x = y = 0. Cependant, cette solution n’est pas acceptable, car il ne s’agit
pas d’un point sur ellipse. On sait, grace aux cours d’algebre linéaire, qu’un systéme ho-
mogene d’équations linéaires admet une solution non nulle si et seulement si le déterminant
de la matrice des coefficients est nul.

1—3X A a2 22 1 7 _
det { \ 1 3)\} =(1=-3N)*"=X=(1-2\)(1-4))=0
11
= A=, -
274
On peut diviser par A, et (E1) donne
_ 1= 3)\x
Yy= b\ .
En remplacant ceci dans (E2), on obtient
1—3))2
Ar — %x =0.
A nouveau, z ne peut pas étre nul, car, dans ce cas, y = — 1‘;’)‘:10 donnerait y = 0, et (0,0)

n’est toujours pas sur lellipse.

Ainsi, on peut diviser Az — wg: =0 par z, ce qui donne
1—3))2
Af%:o — (1-3))*-)=0

= 8AT -6 A+1=(2A—-1)(4\—1) =0.
Nous avons que A doit étre % ou i. Remplacer ces valeurs dans (E1) ou (E2) donne

1 1 1

@3$2—2m2+3x2:4:> T =41,
1 1 1
(E3) 1

= 322 +2:°+322 =4 = r=+—.

V2
Ici, « EY -, signifie que l'on utilise (E3). Nous avons maintenant (z,y) = +(1,1) (de
A=1)et (z,y) =+ (%,—%) (de A = 1). La distance de (0,0) a £(1,1), a savoir V2,
est supérieure a la distance de (0,0) a + (%, —%), a savoir 1. Ainsi, les extrémités du
petit demi-axe sont + (%, —%), et celles du grand demi-axe sont +(1, 1). Ces points sont

esquissés dans la figure de gauche ci-bas. Une fois ces points trouvés, il devient aisé de
dessiner Dellipse®.
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(1,1) —~_(1,1)
(-1,1)/v2 (-1,1)/v2 /

1,-1)/v2 (1,-1)/v2
(=1,-1) (=1,-1) \//

322 — 2zy + 3y* =4

Exemple 2.9.10

Trouver les valeurs de w > 0, k > 0 qui maximisent la fonction d’utilité

U(w, k) = 6ws k3 avec la contrainte dw + 2k = 12.

Solution. La contrainte 4w+ 2k = 12 est suffisamment simple pour exprimer x en termes
de w. On peut alors remplacer K = 6 — 2w dans U(w, k) et maximiser U(w,6 — 2w) =
6w? (6 — 2w)% avec les technique du calcul différentiel & une variable.

Cependant, afin de pratiquer la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on va pré-
senter une solution avec celle-ci. On a U(w, k) = 6w? k3, et la fonction de contrainte est
g(w, k) = 4w + 2k — 12. Les dérivées partielles sont

Up=4w 3k,  U,=20ir"%  g,=4, g.=2

Les valeurs w = 0 et x = 0 donnent une utilité de 0, qui ne sera certainement pas un
maximum. Il suffit alors de considérer les maximums locaux. Nous devons résoudre

A~ SRS = 4, (E1)
2uw3 /{_% = 2)\’ (E2)
dw + 2% — 12 = 0. (E3)
Alors,
* Téquation (E1) donne A\ = w3573 ;

2 _11
3 = A=w"3k3, et alors w =K

* En remplagant ceci dans (E2), on obtient w3k~
* Puis, en remplacant w = k dans (E3), on obtient 6x = 12.

Ainsi, w = kK = 2, et utilité maximale est U(2,2) = 12.

2Car la fonction S(z) = 22 est strictement croissante pour z > 0. Ainsi, pour a,b > 0, le fait d’avoir « a < b »
équivaut & avoir « S(a) < S(b) ».
bSi I’on incline la téte de sorte & ce que la droite par (1,1) et (=1, —1) apparaisse horizontale.
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Exemple 2.9.11

Trouver le point sur la sphere 22 4+ y2 + 22 = 1 qui est le plus éloigné de (1,2, 3).

Solution. Comme précédemment, on simplifie les calculs en considérant le carré de la
distance comme fonction objectif

fy,2)=(@—-12+(y -2+ (2-3)°

avec la contrainte

g(x,y,2) =a® +y* + 2> —1=0.

Puisque
fz(x,y,z):2(x71), fy(l',y,Z):Q(y*2)7 fz(x,y,Z):2(Z*3),
9z(2,y, 2) = 2, 9y(2,y,2) = 2y, 9:(2,y,2) = 2z,

nous devons résoudre

2(x — 1) = A(22)

8
I
IS
=

2(y —2) = A\(2y)

<
I

o

5

2(z —3) = A\(22)

N
I
o
=

0=a+y*+22 -1 (E4)
En remplacant (E1), (E2) et (E3) dans (E4), on obtient

14+4+9

J— — — 2: — =
)2 1=0 = (1-)N?=14 = 1-\=+V14

On peut alors remplacer les deux valeurs de A dans les expressions pour z, y, z en termes
de X\ pour obtenir les points —+(1,2,3) et ——(1,2,3).

V14 V14
Le vecteur allant du point ﬁ(l, 2,3) au point (1,2, 3), & savoir (1 — 114 (i+2j+3k),
est clairement de norme plus petite que le vecteur allant de —\/%(17 2,3) a (1,2,3), cest-
a-dire (1 + ﬁ) (i+2j+ 3k). Ainsi, le point le plus proche est \/%(1, 2,3), et le point le

1 s s 1
plus éloigné est fﬁ(l, 2,3).

Deux contraintes

Dans cette section, on considére 'exemple d’un probléme de la forme « maximiser (ou mi-
nimiser) f(z,y,z) avec les deux contraintes g(x,y,z) = 0 et h(z,y,z) = 0 ». La méthode des
multiplicateurs de Lagrange, vue au théoreme 2.9.2, s’adapte a ce contexte comme suit.

[ Théoréme 2.9.12 Deux contraintes. ]

Soit f(z,y,2), g(z,y, 2) et h(x,y,2) des fonctions de classe C* dans une région de R® qui
contient une courbe C donnée par l’équation

9(z,y,2) = h(z,y,2) =0,

c’est-a-dire que C est lintersection des deux surfaces g(x,y,z) = 0 et h(z,y,z) = 0. Sup-
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posons que® Vg x Vh #£ 0 sur C. Si f restreinte a C admet une valeur extrémale au point
ro = xoi+yoj+ 20k de C, alors il existe deux nombres réels \ et p tels que

Vf(ro) = AVg(ro) + uVh(rg),

c’est-a-dire

fr(rO) = )\gz(l‘o) + ,Uzhz(rO)a
fy(ro) = Agy(ro) + prhy(ro),
f2(ro) = Aga(ro) + ph(ro).

On peut, bien entendu, formuler ce théoréeme avec une fonction auxiliaire, comme avant :

L(IL’,y,Z,)\,,LL) = f(xayaz) - /\g(as,y,z) *,LLh(I,y,Z)

Il s’agit d’une fonction de cing variables : les trois variables originales, x, y et z, et les deux
variables auxiliaires, A et u.

r

Formule 2.9.13 Multiplicateurs de Lagrange avec deux contraintes. ]

Sous les hypothéses du théoréme 2.9.12, soit L(x,y, z, A\, u) = f(z,y,2) — Ag(x,y,z) — ph(z,y,2).
St f restreinte a la courbe C admet une valeur extrémale au point rg, alors il existe deux
nombres réels X et u tels que

=1L, Lo, Yo, 20, )‘7[1’ = fm(rO) - AgE(rO) - th(r0)>
= Ly x07y07Z07)‘7:u = fy(r()) - /\gy(ro) - ,Uhy(rO )
fz(ro) - /\gz(ro) — ph(ro),

0= Ly( )
0= Ly( )
0 = L.(%0,Y0, 20, \, 1) =
0 = Lx(x0,%0, 20, A, it) = g(r0),
0 = L,(x0,Y0, 20, A, ) = h(ro).

Ainsi, résoudre ce systeme de cing équations donne les points candidats pour les extremums
locaux. Nous verrons un exemple sous peu.

Preuve du théoréme 2.9.12.
Avant (ié VoiIr un exemp?e, justifions la vali-

dité de cette approche. Supposons donc que le V% /
minimum est atteint a rg, le point gris dans la h(z,y,z) =0
figure ci-contre. Comme précédemment, imagi- Vh\ v
nons que nous commencons a nous déplacer en 7 -
partant de rg le long de la courbe g = h = 0. 9(x,y,2) =0 AVg + uVih

La trajectoire est la droite grise de la figure.

Soit v le vecteur vitesse lors du passage a rg, il est donc tangent a la courbe g = h = 0.
Comme f admet un minimum local en ry, f doit étre croissante en quittant ry, de sorte que
la dérivée directionnelle dans la direction de notre mouvement est positive :

Dy f(ro) =V f(rg) -v=0.

Recommencgons, mais, cette fois, en allant dans la direction opposée avec le vecteur vitesse —v.
De nouveau, f doit étre croissante lorsque ’on quitte rg, de sorte que la dérivée directionnelle
est positive :

D_vf(ro) =V [f(rg) - (—v) 2 0.

2Ceci revient a dire que les deux vecteurs normaux aux surfaces g = 0 et h = 0 au point (z,y, z) ne sont pas
paralleles. Ceci assure que les deux surfaces ne sont pas tangentes en (z,y, z), de sorte qu’elles se coupent en
formant une courbe.
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Comme V f(rg) - v et =V f(rg) - v sont positifs ou nuls, nous devons avoir
Vf(ro)-v=0, (*)

et ceci tient pour tout vecteur v qui est tangent a la courbe g = h = 0 en ry. Soit T
I'ensemble des vecteurs v qui sont tangents & la courbe g = h = 0 en r et soit 7 I’ensemble
des vecteurs orthogonaux & ces vecteurs tangents. Ainsi, (x) dit que V f(rg) doit faire partie
de T+.

Nous allons maintenant trouver les vecteurs de 7. Nous pouvons facilement deviner deux
de ces vecteurs, a savoir Vg(rg) et Vh(rp). Tout vecteur qui est une combinaison linéaire de
ces deux vecteurs sera également orthogonal a tout vecteur de T .

Par ailleurs, les vecteurs de 7 forment en fait une droite (la tangente & C en rp). Ainsi,
T+, 'ensemble orthogonal & 7, est un plan. Lorsque X et j parcourent les réels, les vecteurs
AVg(ro) + uVh(rg) décrivent un plan. Ainsi, nous pouvons conclure que tout vecteur de 7+,
et en particulier V f(r¢), doit s’écrire sous la forme AVg(rg) + pVh(rg).

Vf(ro) = AVg(ro) + uVh(ro)

Exemple 2.9.14

2

Soit C la courbe intersection des surfaces d’équations z? = z2 + 32 et  — 2z = 3. Trouver

la distance (la plus courte) de I'origine a C.

Solution. De nouveau, nous simplifions les calculs en considérant le carré de la distance
comme fonction objectif

fla,y,2) =2 +y° + 22
avec les contraintes

0=g(z,y,2) =2> +y* - 2% 0=nh(z,y,2) =2 —2z—3.

Puisque
fm:2xa fy:2ya szQZa
Gz = 2$, gy = 2% 9> = —22’,
hy =1, hy = 0, h, = -2,

la méthode des multiplicateurs de Lagrange nous impose de trouver les solutions de

2x (

2y =A2) +p(0) = (1-=Xy =0,

2z (

2 =2+
r—2z=3.

Puisque ’équation (E2) se factorise, nous commengons par le faire. Nous devons donc avoir

y=0ouA=1.
Cas A =1 : Lorsque A = 1, les autres équations se réduisent a

0=p, (E1)

0= 4z + 24, (E3)

22 =2+ (E4)
x—2z=3, (E5)

donc



208 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

* I’équation (E1) donne p=0;

* Puis, en remplacant y = 0 dans (E3), on obtient z = 0;

* Puis, remplacer z = 0 dans (E5) donne z = 3;

* Finalement, remplacer z = 0 et 2 = 3 dans (E4) donne 0 = 9 + ¢, ce qui est absurde.

Ainsi, il est impossible d’avoir A = 1.
Cas y =0 : Lorsque y = 0, les autres équations se réduisent a

2(1 = Nz = p, (E1)
I+ Nz =—pu, (E3)
2% =22, (E4)

T —2z=3. (E5)

Les simplifications ne sont pas aussi faciles qu’au cas A = 1. Cependant, au moins, I’équation
(E4) donne z = +x. Nous devons donc considérer ces deux possibilités.
Sous-cas y =0, z =z : Lorsque y = 0 et z = z, les équations deviennent

201 = Nz = p, (E1)
1+ Nz =—p, (E3)
—z =3. (Eb)

Ainsi, 'équation (E5) nous dit que z = —3, et donc (z,y,2) = (—3,0,—3). Nous ne nous
soucions pas des valeurs de A et p, mais puisque —6(1 — \) = p et —3(1 + A\) = —pu, nous
obtenons

—94+3A=0 = A=3,

puis, apres substitution, u = 12.

Sous-cas y =0, z = —x : Lorsque y = 0 et z = —x, les équations deviennent
21 — Nz = p, (E1)
(1+ N = 4, (E3)
3z = 3. (Eb)

Ainsi, I'équation (E5) donne x = 1, de sorte que (x,y,z) = (1,0,—1). De nouveau, méme
si elles ne sont pas nécessaires, on calcule les valeurs de A et u. Comme 2(1 — ) = p et
(1+ A) = u, on soustrait la seconde équation de la premiére pour obtenir

1-3A=0 = A= 1,
3
ce qui a son tour donne p = %.

Conclusion : Nous avons deux candidats pour les points de maximum et de minimum
local, & savoir (—3,0, —3) et (1,0, —1). Le premier se trouve a distance 31/2 de I'origine, ce
qui donne le maximum ; le second se trouve & distance v/2, ce qui donne le minimum. En
particulier, la distance est v/2.
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A vous de jouer 2.9.15

Trouvez les valeurs maximale et minimale de la fonction f(z,y,2) = 3z — y — 3z sous les
contraintes x? + 222 =324 et x +y — 2z = L.

La valeur maximale est , atteinte en ( , ,
).
La valeur minimale est , atteinte en ( , ,

).

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Utilisez la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour trouver les valeurs maximales
et minimales des fonctions suivantes, sous les contraintes données :

x,y,2) = 22 +y% + 22, avec la contrainte zyz = 4.
x,y) = 22 + y? sur I'hyperbole définie par la contrainte zy = 1.

x,1,2) = yz + xy, avec les contraintes xy = 1 et 22 + 22 = 1.

(a) f(x,y,2) = 2%y + 22 sous la contrainte 2% + 2y? + 32 = 6.
(b) f(z,y) = 2y sous la contrainte 4x2 + 8y? = 16.
(c) f(x,y) = 42 + y? sous la contrainte 222 + y? = 1.
(d) f(z,y,2) = 2% +y? + 22 sous la contrainte 2 + y* + 24 = 1.
(e) f(x,y) = 22+ y? sous la contrainte (v — 1)? + 4y? = 4.
() f(z,y) = 4y, avec % + 11’—2 = 1 comme contrainte.
(g) f(x,y,2) =2+ 3y — 2, avec la contrainte x2 + y? + 22 = 4.
f
f
f
f

~—~ o~ o~ o~ o~

x,y,%z) = x + y + 2z, avec les contraintes % + % + % =1.

(a) Est-ce que la fonction f(z,y) = 2?4+ y? admet un maximum ou un minimum sur
la courbe zy = 17 Expliquez.

(b) Trouvez tous les maximums et minimums de f(x,y) sur la courbe zy = 1.

3. Trouvez les valeurs maximales et minimales de la fonction f(z,y,2) =z +y — z sur la
sphere x2 + 2 + 22 = 1.
4. Utilisez la méthode des Multiplicateurs de Lagrange pour trouver la valeur minimale

de z = 22 + y? sujet & 22y = 1. A quel(s) point(s) se trouve(nt) le(s) minimum(s)?

5. Utilisez la méthode des Multiplicateurs de Lagrange pour trouver les valeurs maximale
et minimale de f(x,y) = zy sujet a la contrainte 22 + 2y? = 1.

Pour mieux comprendre.

6. Utilisez les Multiplicateurs de Lagrange pour trouver les valeurs maximale et minimale
de la fonction f(z,y,2) = 2% +y* — %22 sur la courbe d’intersection du plan x + 2y +
z = 10 et du paraboloide 2% + 3% — 2z = 0.
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(a) Utilisez les Multiplicateurs de Lagrange pour trouver les valeurs extrémes de
fl@y2)=(@-2"+y+2)"+(z—4)
sur la sphére z2 + 3% 4 22 = 6.
(b) Trouvez le point sur la spheére x2 + y? + 22 = 6 qui est le plus loin du point

(2,-2,4).

8. Une boite fermée rectangulaire avec un volume de 96 metres cubes est construite avec
deux matériaux. Le matériel pour le dessus cofite deux fois plus par metre carré que le
matériel utilisé pour les cotés et le dessous. Utilisez la méthode des Multiplicateurs de
Lagrange pour trouver les dimensions de la boite la moins chére.

9.
z
Trouvez les dimensions de la boite ayant un
volume maximal dont les faces sont paralleles :
aux plans de coordonnées et qui est contenue [P R
dans la région 0 < z < 48 — 422 — 332 A y

10. Utilisez les Multiplicateurs de Lagrange pour trouver la distance minimale de l'origine
a tous les points de I'intersection des surfaces

gz, y,2)=x—2-4=0 et h(r,y,z)=r+y+z-3=0

11. La température dans le plan est donnée par T'(z,y) = e¥ (x2 + y2).

(a) i Donnez le systeme d’équations qui doit étre résolu afin de trouver le point
ou la température est la plus élevée et ou elle est la plus faible sur le cercle
22 + y? = 100 par la méthode des Multiplicateurs de Lagrange.

ii Trouvez les points le plus chaud et le plus froid sur le cercle en résolvant ce
systéme.

(b) i Donnez le systeme d’équations qui doit étre résolu afin de trouver les points
critiques de T'(z,y).

ii Trouvez les points critiques en résolvant ce systeme.

(c) Trouvez le point le plus froid sur le disque solide x? + y? < 100.

12. Déterminez la distance du plan x + 2y + 2z = 3 a l'origine
(a) a laide d’un argument géométrique ;
(b) en ramenant le probléme & un probléme d’optimisation & deux variables;

(c) alaide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
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Pour aller plus loin.

13. Soit f(x,y) ayant des dérivées partielles continues. Considérez le probléme de trouver
un minimum et maximum local de f(x,y) sur la courbe zy = 1.

* Définissez g(x,y) = xy — 1. D’apreés la méthode des Multiplicateurs de Lagrange,

si (z,y) est un minimum ou maximum local de f(z,y) sur la courbe zy = 1, alors
il existe un nombre réel A tel que

Vf(a:,y) = )‘Vg('rv y)7 g(l‘vy) =0. (El)

e Surla courbe zy = 1,onay = % et f(z,y)=f (ac, i) Définissez F'(x) = f (ac l).
Si  # 0 est un minimum ou maximum local de F'(x), on a que

F'(z) = 0. (E2)
Montrez que (E1) est équivalent a (E2), dans le sens que

il existe A tel que (z,y, \) vérifie (E1)

si et seulement si

1
x # 0 vérifie (E2) et y = —.
x






Chapitre 3

Intégrales multiples

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux intégrales des fonctions de plusieurs variables
a valeurs réelles. Nous commencons par définir les intégrales doubles, en coordonnées rectangu-
laires, puis en coordonnées polaires, puis nous donnons plusieurs exemples d’applications. Par
la suite, ce sont les intégrales triples qui sont considérées, avec les coordonnées cylindriques et
sphériques. Finalement, nous étudions la formule de changement de variables pour les intégrales
multiples.

3.1 Intégrales doubles

Tranches verticales

Supposons que nous voulons calcu- Yy
ler la masse d’une plaque d’épaisseur
constante et trés mince qui remplit la
région R dans le plan Oxy. Supposons R
de plus que la densité de la plaque, di- y="T(z)
sons en kilogrammes par metre carré,
dépend de la position. Appelons cette

densité f(z,y). y = B(x) T

T I x
a b

Pour simplifier, nous supposerons que R est la région entre la courbe inférieure y = B(z) et
la courbe supérieure y = T'(z), avec x allant de a & b, c’est-a-dire :

R={(z,y) |a<z<b, Bx)<y<T(z) }.

Nous allons exprimer la masse comme une intégrale double. A titre d’échauffement, rappelons
la procédure afin de calculer laire de la région R.

¢ Choisissons un nombre naturel n (que nous ferons tendre vers I'infini).
L]
Divisons ensuite R en n Yy

tranches verticales minces, cha-

cune de largeur Az = b*Ta. Po-

sons r; = a+1 Az, abscisse de

lextrémité droite de la tranche Y = T(l‘)

1.

213
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Pour chaque i = 1,2,...,n,
la i**™¢ tranche s'étend de xz =
r;_1 a xr = xz;. Nous approxi-
mons son aire par celle d’'un
rectangle. Nous choisissons un
nombre 2z} entre z;—1 et x;,
et nous approchons la tranche
par un rectangle dont I'extrémi-
té supérieure se trouve a y =
T(x}) et dont l'extrémité infé-

rieure se trouve a y = B(z}). i1

5

S %

Le rectangle] est illustré en bleu dans la figure ci-contre.

Ainsi, laire de la '™ tranche est approximativement [T'(z}) — B(z})] Ax.

Nous obtenons de cette facon une approximation de l'aire totale de la région R par une
somme de Riemann :
n
Aire =~ Z [T(z}) — B(z})]| Az.

=1

En évaluant la limite lorsque n — oo (de sorte que la largeur des rectangles tendent vers
zéro), nous obtenons une intégrale définie, et la valeur exacte de laire de la région R est :

n

b
Aire = nl;rrgo . [T(z}) — B(x})| Az = / [T(z) — B(z)]da.

Nous pouvons étendre cette procédure pour trouver la masse de notre plaque plutét que son
aire. Nous devons simplement remplacer notre approximation [T(;E;‘ ) — B(z} )] Az de laire de
la 71*™¢ tranche par une approximation de sa masse. Pour cela,

nous choisissons un nombre naturel m (que nous ferons tendre vers 'infini), puis

nous divisons la jleme
tranche en m petits rectangles,
chacun de largeur Az et de hau-
teur Ay = L[T(z}) — B(z})].

K3 3
Posons y; = B(z}) + jAy,
l'ordonnée de l'extrémité supé-
sieme

rieure du j rectangle.

I OEDERIRERIRES (g _|_1_

»

Ti—1 T

X

<y

A ce moment, nous pouvons approcher la densité & l'intérieur de chaque rectangle par
une constante (en supposant que la fonction de densité est continue, la densité ne varie
pas trop brusquement sur un des petits rectangles). Pour chaque j = 1,2,...,m, le jieme
rectangle s’étend de y = y;_1 & y = y;. Nous choisissons au hasard un nombre y; entre
y;—1 et y;, puis nous approximons la densité pour ce j®™° rectangle de la i’®™° tranche
par la constante f (932‘, y;‘)

-iéme

Ainsi, la masse du j rectangle dans la ™ tranche est approximativement donnée par
f (x;",y;‘) Ax Ay.



3.1. INTEGRALES DOUBLES 215

* De cette facon, la somme de Riemann ci-apres fournit une approximation de la masse de
la #'°™¢ tranche.

m
Masse i®™“tranche ~ Z f (=7, y;‘) Az Ay
j=1
Il faut noter que les nombres y; dépendent de i et de m.

* En évaluant la limite lorsque m — oo (de sorte que la hauteur des rectangles tendent vers
zéro), nous transformons la somme de Riemann en une intégrale définie :

- T(«})
Masse i'“™° tranche = Ax/ f(zf,y) dy = F(z}) Az,
B(x)

T(x)
F(z) = / f (2.y) dy.

B(z)

Remarquons que, bien que nous ayons débuté avec une fonction de densité f(x,y) de
deux variables, x et y, en évaluant cette intégrale définie par rapport a la variable y, nous
obtenons comme résultat F'(x), une fonction de = seulement.

* Finalement, en évaluant la limite lorsque n — oo (de sorte que la largeur des tranches
tendent vers zéro), nous obtenons

T(=7)
Masse = lim ZAx/ f(zly) dy = lim ZF ) Azx.

Nous sommes de retour au contexte familier des fonctions d’une variable. La somme de

Riemann Z F(z}) Az est une approximation de l'intégrale f F(x)dz. Ainsi,

i=1
b b [ T(x)

Masse = / F(z)dx = / l/ fz,y) dy] dx.
a a B(x)

Cette expression est notre premiére intégrale double. Il existe d’autres notations courantes pour
cette intégrale.

Définition 3.1.1

Soit R = { (w,y) ‘ a<z<b B@) <y<T(x)}, on B(x) et T(x) sont des fonctions
continues, et soit f une fonction continue sur R. On note

P dody= [ | [ foy) dy| da
R a B(x)
/ /T(LE f(z,y) dyd:v:/abdx/:(:)dyf(x,y)

Les trois derniéres intégrales sont dites des intégrales itérées, pour des raisons évidentes.

Notons que :

* Pour évaluer l'intégrale

T(w)
/ / (z,y) dydzx,
B(x)
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o nous évaluons d’abord l'intégrale a l'intérieur fg((f)) f (z,y) dy en intégrant f(x,y)
par rapport & y de y = B(x) & y = T(x) et en traitant x comme une constante.
Nous intégrons en utilisant les techniques d’intégration a une variable vues en calcul
intégral. Le résultat de cette intégrale est une fonction de = seulement, nommons-la

° Nous évaluons ensuite l'intégrale extérieure f; F(z)dz, dont l'intégrande est la ré-
ponse a l'intégrale intérieure. Encore une fois, cette intégrale est évaluée en utilisant
les techniques d’intégration & une variable, donc en intégrant F'(x) par rapport a x
dex=aaxz=0

Nous utiliserons cette notation.

¢ Pour évaluer 'intégrale

b T(x)
/da:/ dy f (z,).
a B(x)

° nous évaluons d’abord l'intégrale & 'intérieur [ ;F((;)) dy f (x,y) en intégrant f(z,y) par
rapport & y de B(x) a T'(x).

o Puis, nous évaluons l'intégrale extérieure fab F(z) dx, pour laquelle 'intégrande est
le résultat de U'intégrale intérieure et dont les bornes d’intégration vont de z = a a
x =0b.

Cette fagon d’écrire est aussi courante, elle met 'accent sur le point de vue qui considere
Iintégration comme un opérateur.

A ce stade-ci, nous pouvons nous demander si nous devons toujours utiliser des tranches
verticales ou si nous devons toujours intégrer par rapport a y en premier. La réponse a ces deux
questions est « non ». Cela nous amene deés lors & considérer les tranches horizontales.

Tranches horizontales

Nous avons constaté, lors du cal-
cul d’aire de régions dans le plan Ozxy,
qu’il est souvent plus avantageux d’uti- y=d
liser des tranches horizontales que des
tranches verticales. Il en va de méme
lors de la mise en place d’intégrales
doubles. Nous répétons donc la procé-
dure de la section précédente, mais en
commengant par des tranches horizon-
tales plutdt que verticales.

z = R(y)

Cette procédure sera utile avec des régions de la forme
R={(z,9)| c<y<d L{y) <z <R(y) }.

Ici, dans la région R, L(y) (L pour « left ») est la plus petite valeur de = lorsque 1’ordonnée
est y. R(y) (R pour «right ») est la plus grande valeur de x lorsque 1'ordonnée est y. Supposons
que nous souhaitons évaluer la masse d’une plaque qui remplit la région R et que la densité de
la plaque est f(z,y). Nous suivons essentiellement la méme procédure que celle que nous avons
utilisée avec les coupes verticales, mais en interchangeant les roles de z et y.
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Choisissons un nombre naturel n (que nous ferons tendre vers l'infini), puis

divisons l'intervalle ¢ < y < d en n petits sous-intervalles, chacun de largeur Ay = %.
Chaque sous-intervalle définit une mince tranche horizontale de la région (voir la figure

ci-dessous).

Nous nous approchons de la i®™¢ tranche par un mince rectangle horizontal (le rectangle
gris foncé dans la figure ci-dessous). Sur cette tranche, 'ordonnée varie dans un trés petit
intervalle. Nous choisissons un nombre y; dans cet intervalle. Nous nous approchons donc
de la i'®™° tranche par un rectangle dont lextrémité gauche est & * = L(y}) et dont
Pextrémité droite est & z = R(yj).

Si nous voulions calculer l'aire de la région R, il faudrait approximer l'aire de la 7'¢™e
tranche par [R(yZ*) — L(y:‘)] Ay, soit I'aire du rectangle de largeur [R(yf) — L(y:‘)] et de
hauteur Ay.

Pour calculer la masse, similairement a ce que nous avons fait auparavant,

o choisissons un autre nombre naturel m (que nous ferons tendre vers l'infini), puis

o divisons la i'®™¢ tranche en m petits rectangles dont chacun a une hauteur de Ay et
une largeur de Az = L [R(y}) — L(y})].

Pour chaque j =
1,2,...,m, labscisse du
jieme rectangle varie dans un
petit intervalle. Choisissons
un nombre zj dans cet inter-
valle (voir le petit rectangle
noir de la figure ci-contre).

Voici une vue agrandie de
la 4°™° tranche.

o Sur le j°*™€ rectangle de la i'®™° tranche, nous approximons la densité par f (:r;‘, yf)
Par conséquent, sa masse est approximativement donnée par f (w}‘, yz*) Ax Ay.

o Ainsi, approximation de la masse de la i®™° tranche horizontale au moyen de la
somme de Riemann est

m
Q Ste ~ *
Masse 7'“"*¢ tranche = Z f (zj,y;‘) Az Ay.
=1
o En évaluant la limite lorsque m — oo (de sorte que les largeurs des rectangles tendent
vers zéro), nous transformons la somme de Riemann en une intégrale définie :
R(y;)

Masse i®™¢ tranche ~ Ay/ f(x,y)) de = F(y]) Ay,
Ly;)
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ou

R(y)
F(y) = / f (x,y) da.

L(y)

Remarquons que l'intégration par rapport & la variable 2 élimine celle-ci : F(y) est
une fonction de y seulement.

* Finalement, en évaluant la limite lorsque n — oo (de sorte que la largeur de la tranche
tendent vers zéro), nous obtenons

R(y;) "
Masse = lim ZAy/ [z, y)) do = ILm ZF(Z/:)AZJ
L Rt

n
Or, la somme de Riemann Y F(y}) Ay est une approximation de 'intégrale fch (y) dy.
i=1

d d R(y)
Masse = / F(y)dy = / l/L(') fz,y) dx] dy.

Les notations standards de la définition 3.1.1 s’appliquent aussi a cette intégrale.

Ainsi,

Définition 3.1.2

Soit R = { (z,y) ’ c<y<d Lly) <z < R(y) }, ot L(y) et R(y) sont des fonctions
continues, et soit f une fonction continue sur R. On note

d R(y)
) dxdy = y d d
[ asa= [ [ s ac]
d rR(y)
:// f (2,y) dedy.
c JL(y)

Notons que :

* Pour évaluer 'intégrale

/ / f(z,y) dx dy,

° nous évaluons d’abord lintégrale a l'intérieur |, L((y) f(x,y) doz en intégrant f(z,y)
par rapport a z de * = L(y) & x = R(y). Le résultat de cette intégrale est une
fonction de y seulement. Nommons-la F(y).

o puis nous évaluons l'intégrale extérieure fcd F(y) dy, dont l'intégrande est le résultat
de l'intégrale intérieure.

¢ Il peut arriver que I’écriture suivante soit utilisée dans certains textes

/ dy/LR(y)dxf (2,9),

mais nous ne le ferons pas, autant que possible.
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° Pour ce calcul, nous évaluons en premier l'intégrale |, L((y)) dz f (z,y) en utilisant les
bornes d’intégration qui se trouvent a la gauche de dx. « dx » est écrit directement
a coté de [ LFESJ)) pour mettre en évidence que les bornes d’intégration L(y) et R(y)
sont pour 'intégrale par rapport a x. Cette intégrale définie est habituellement écrite
f LR((y) f (z,y) dz. Le résultat de l'intégrale intérieure est de nouveau une fonction de
y seulement, que nous nommons F(y).

o Puis, nous évaluons l'intégrale a l'extérieur fcd dy F(y), dont U'intégrande est le ré-

sultat de 'intégrale intérieure et dont les bornes d’intégration sont a la gauche de
dy.

En résumé, nous avons maintenant deux intégrales qui calculent la masse de la méme plaque
dans le plan Oxy.

[ Théoréme 3.1.3 ]

Soit R une région dans le plan Oxy et soit f(x,y) une fonction continue sur R.

(a) SiR={ (z,y) |a<a<b, Bx)<y<T(z)}, ot B(x) et T(x) sont des fonctions
continues, et si la densité de masse dans R est donnée par f(x,y), alors la masse de

R est
b T(z) b ,T(x)
/ V f(,9) dy] aa= [ / f (@) dyd
a B(z) B(z)
T(:c)
/ / (z,y) dydzx.
B(z)

(b) SiR={ (z,y) | c<y<d, L(y) <z < R(y) }, ot L(y) et R(y) sont des fonctions

continues, et si la densité de masse dans R est donnée par f(x,y), alors la masse de

R est
d R(y) R(y)
/ / f(z,y) dx dy—// f(x,y) dedy
c L(y) L(y)
R(y
/ / (z,y) dx dy.
Ly

Nous avons, implicitement, dans le théoréme 3.1.3, que si

—~
e
— —

=

et que si f(x,y) est continue, alors

T(x) R(y)
// f(z,y) dydx—/ / f(z,y) dxdy.
B(z) L(y)

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Fubini'. Il sera abordé en détail plus loin.

IEn ’honneur du mathématicien italien Guido Fubini (1879-1943).



220 3. INTEGRALES MULTIPLES

Définition 3.1.4

Les intégrales du théoreme 3.1.3 sont notées

//Rf(ﬂfvy)dxdyou //Rf(x,y)dydxou //Rf(z’y)dA'

Le symbole dA représente I'aire d’une partie infinitésimale de R.

Voyons un exemple simple. Nous en verrons des plus complexes dans une section ultérieure.

Exemple 3.1.5

Soit R la région triangulaire située au-dessus de Y
I’axe des x, a droite de I'axe des y et a gauche de la
droite x + y = 1. Trouver la masse de R si la densité

0,1
est donnée par f(z,y) = y. D

r+y=1

(1,0) Z

Solution. Nous ferons ce calcul de deux fagons : avec les tranches verticales, ensuite avec
les tranches horizontales.

Solution avec des tranches verticales. Nous allons )
écrire une intégrale double pour calculer la masse en
utilisant des rectangles verticaux. Remarquons, dans
la figure ci-contre,

¢ que les points le plus & gauche dans R ont comme
abscisse £ = 0 et que le point le plus & droite de
Rax=1.

* De plus, si nous choisissons un « fixe entre 0 et 1,
le point (z,y) de R avec la plus petite valeur de
y ay =0, et celui avec la plus grande valeur de
yay=1-—ux.

Ainsi,
R={(z,y) | 0=a<2<b=1,0=B@)<y<T(x)=1-z}

et, en vertu de la partie (a) du théoreme 3.1.3,

Masse—/ab [/BT(:)]”(x,y) dy] da:—/o1 [/Olmydy} dx.

On a que 'intégrale intérieure est

1-x 2q1l-x
Y 1 2
ydy:[} =1 —-2),
/0 2 |, 2
de sorte que la masse vaut

Masse:/ol(l;:ydx: [_(lx)?’]:: }
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Solution avec des tranches horizontales. Yy
Faisons maintenant le calcul dans l'autre
ordre d’intégration, soit en utilisant des rec-
tangles horizontaux. De nouveau, commen- (0,1)
¢ons par une esquisse.

(1,0) X

On remarque, dans la figure ci-dessus, que

¢ les points les plus bas dans R ont comme ordonnée y = 0 et que le point le plus haut
ay=1.

* De plus, pour chaque valeur de y fixe entre 0 et 1, le point (z,y) de R avec la valeur
la plus petite de = a x = 0, et celui avec la valeur la plus grande de x a z =1 —y.

Ainsi,
R={(2,9)|0=c<y<d=10=Ly)<z<Ry)=1-y}

et, en vertu de la partie (b) du théoréme 3.1.3,

Masse:/cd [/Ll;(j)f(:t,y) dm] dy :/01 [/Olyydx} dy.

On a que intégrale intérieure est

1—-y 1
/ yde=zyly ' =y—y°
0

puisque l'intégration par rapport a y considére x comme une constante. Par conséquent,

1 2 371
Y Y 1 1 1
M = —2d = _—— — = e —— = -,
asse /O[y y]y [2 3}0 273756

Les intégrales doubles vérifient les mémes propriétés de base que les intégrales simples, telles
qu’énumérées dans le théoréme suivant.

[ Théoréme 3.1.6 Propriétés des intégrales doubles. ]

Soit A, B,C des nombres réels. Sous les hypothéses du théoréme 3.1.3,

//R (f(z,y) + 9(z,y)) dA://Rf(l‘,y)dA—l—/Ag(x’y)dA’ (a)
//R (f(z,y) — g9(2,y)) dA://Rf(l‘,y)dA—/Lg(g;’y)dA’ (b)
[ cswmar=c [[ sapar .
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1l en résulte que

//R(Af(x,y)—i—Bg(a:,y)) dA:A//Rf(%y)dA
+B//Rg(x,y) dA. (d)

Cette derniere propriété démontre la linéarité des intégrales.

//R dA = Aire(R) (e)

St une région R dans le plan Oxy est 'union de deux régions R1 et Ro qui ne se coupent
pas (sauf peut-étre en leurs frontiéres), alors

/ /R faegyda= [ [ f@paas / [ fwan (f
R R R

Rl RQ R1 RQ

Dans le cas particulier (mais pas si inhabituel) ott R est un rectangle
R:{(a:,y) ‘ a<xz<b, cgygd}

et ot l'intégrande est un produit f(z,y) = g(x)h(y),

/ /R fagyaa= [ b / " g()h(y) dyda
Z/Gbg(x) Vcdh(y) dy] dz,

car g(x) est constante quand on intégre par rapport a y,

- V:g(x) dw] Mdh@) dy],

d
car / h(y) dy est une constante lorsqu’on intégre par rapport a .
C

Cela mérite d’étre énoncé dans un théoréme.

( Théoréme 3.1.7 ]

Si le domaine d’intégration R est un rectangle, c’est-a-dire de la forme
R={(zy) |a<z<b c<y<d},
et que lintégrande est un produit f(x,y) = g(x)h(y), alors

J[ faia- /ab g@)dx] [/jh(y)dy].
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On peut donc affirmer avec ces hypothéses qu’une intégrale double est le produit de deux

intégrales simples.

Exemple 3.1.8

Soit R = [0,2] x [0, 1]. Calculer la valeur de / / 5 dA.
2442 y?

3
Solution. Notons que 'intégrande, & savoir la fonction f(z,y) = %, peut s’écrire

comme produit

F(z.y) = g(a) h(y) avee g(a) = =", h(y) = 5.

De plus, le domaine d’intégration est un rectangle. Il vient donc que

[Lamean=[ =[] ]

1,77 1 y=1
= —zt x=In(2 + y?)

4 =0 2 y=0

1

(16 = 0) - %(1113 —1n2) =21In(3/2).

A vous de jouer 3.1.9

Evaluez l'intégrale itérée I = fo 1+y(18y + 10z) dxdy

Comme pour les intégrales a une variable, il n’est pas toujours nécessaire de connaitre la
valeur exacte d’une intégrale double. Nous nous intéressons plutot a trouver des bornes a sa
valeur. Le théoréme suivant fournit quelques outils simples pour obtenir de telles bornes. Ces
propriétés des intégrales a plusieurs variables sont analogues a celles des intégrales a une variable.

[ Théoréme 3.1.10 Inégalités pour les intégrales. ]

Sous les hypothéses du théoréme 3.1.3 :
(a) Si f(x,y) = 0 pour tout (x,y) dans R, alors

/ flz,y)dA >0
R

(b) S’il existe des constantes m et M telles que m < f(x,y) < M pour tout (x,y) dans
R, alors

m - Aire(R) < //72 flz,y)dA < M - Aire(R);

(c) Si f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) dans R, alors

/ flz,y)dA < // g(z,y)d
[ sl < [[ iswonan

(d) On a

H
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Volumes

Voyons maintenant quelques applications des intégrales doubles que nous venons de définir.
Le probléeme du calcul de laire de la région sous une courbe et au-dessus de 'axe des x dans le
plan, avec des intégrales simples, se transforme en celui du calcul du volume du solide sous une
surface et au-dessus du plan Ozy, avec des intégrales doubles. Cette fois, au lieu d’interpréter
la fonction f(z,y) comme une densité, on l'interpréte comme la hauteur d’un solide se trouvant
au-dessus d’une région R du plan Ozy.

Voyons comment cela s’applique dans la partie (b) du théoréme 3.1.3. Le cas de la partie (a)
se traitera de la méme fagon. Supposons un solide V défini au-dessus de la région suivante,

R={(z,y) | c<y<d Ly) <z < R(y) },
et tel que
V={(2,9,2) | (z,y) €R, 0<2< f(z,y) }.

La région R (qui est aussi la région vue au-dessus du solide V) est illustrée dans la figure de
gauche, et la portion de V dans le premier octant est illustrée dans la figure de droite.

z

r = R(y)

X

vue d'en haut

Afin de calculer le volume de V, nous allons

d—c .

* choisir un nombre naturel n et découper R en rectangles de largeur Ay = <<

« diviser le rectangle i en m sous-rectangles, chacun de largeur Ay et de hauteur Az = + - . -;

m ’

* calculer, approximativement, le volume de la portion de V qui se trouve au-dessus de
chaque rectangle ;

¢ calculer la limite lorsque m — oo, puis la limite lorsque n — oc.

Etant donné que nous avons déja fait ce type de raisonnement a deux reprises, nous sauterons
quelques étapes a notre raisonnement :

e I faut découper la région R en rectangles de largeur infinitésimale dy.

¢ Il faut diviser chaque rectangle en sous-rectangles « infinitésimaux » de largeur dy et de
hauteur dz. Voir la figure de gauche ci-dessus.

¢ Le volume de la portion de V qui se trouve au-dessus du sous-rectangle centré en (z,y) est
approximativement égal a f(z,y) dx dy. Voir la figure de droite ci-dessus.

e Ainsi, le volume de la portion de V qui se trouve au-dessus du rectangle centré en y est
approximativement égal &2 dy |’ Lﬂéy)) flz,y) du.

e Nous arrivons donc a la conclusion suivante :

2Pensez & la portion de V qui se trouve au-dessus de ce rectangle comme & une fine tranche de pain. Ainsi,

le facteur dy dans l’expression dy R(y) x,vy) dx est ’épaisseur de la tranche. Le facteur R(y) z,y) dx est
L(y) L(y)

l'aire de la surface transversale { (z,z) | L(y) < z < R(y), 0 < z < f(z,y) }, c-a-d. l'aire de la surface de la
tranche de pain.
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Formule 3.1.11 |

Soit f une fonction continue définie sur une région R du plan et V = { (,y, 2) | (z,y) €
R, 0<z< f(z,y) }.

(a) SiR est donnée par R ={ (z,y) | c <y <d, L(y) <z < R(y) }, alors

Volume(V) = / /R fla,y)dA = / ‘ /L 1::,) f(z,y)dx dy.

(b) SiR est donnée par R ={ (z,y) | a <2 <b, B(z) <y<T(z) }, alors

Volume(V) = //R flz,y)dA = /ab /B:::) flz,y)dy dx.

Exemples

Maintenant que nous avons vu beaucoup de formules et de théorie, il est temps de mettre
tout cela en pratique. Commencons par un exemple de calcul de masse, puis poursuivons avec un
exemple de calcul de volume. Vous remarquerez dans les deux cas que les calculs mathématiques
sont vraiment similaires. Seulement I'interprétation du résultat change.

Exemple 3.1.12 Masse.

Soit v > 0 une constante et R la région au-dessus de la courbe x? = 4vy et A la droite de

la courbe y? = %l/x. Trouver la masse de R si sa densité est f(z,y) = zy.

Solution. Pour illustrer les méthodes, nous présentons deux solutions : avec des tranches
verticales, puis avec des tranches horizontales. Pour commencer, esquissons la région R.

x

2
Notons d’abord que, puisque y > 5 et x > 2%, les valeurs de x et de y sont positives sur
R. Les deux courbes se coupent aux points (x,y) vérifiant les équations

292 . x? . 22 2 (22\® 2t
€Tr= —— € = €r = — = — _— = —
v 4 4v v v \ 4v 8u3

IB

Cette équation admet deux solutions réelles, soit x = 0 et z = 2v.

Ainsi, la parabole y = g, dont —
, Y Y=
I’ouverture est vers le haut, et la pa-

2
rabole x = 2%, dont ’ouverture est (2, )
vers la droite, se coupent en (0,0) et ’
2v,v).
(2v,v) R
T

v

Solution avec des tranches verticales. Ecrivons maintenant une intégrale double qui
calcule la masse en utilisant des tranches verticales. Nous allons utiliser le raisonnement
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abrégé vu a la section précédente sur les volumes. Déduisons de la figure ci-dessus que

x? v
R=<(z,y) Oza§x§b:2y,E:B(x)gygT(x): > [

* Découpons R en rectangles verticaux de largeur infinitésimale dzx.

* Divisons chaque rectangle en sous-rectangles de hauteur infinitésimale dy et de largeur
dx. Voir la figure ci-dessous.

Y

dy

y=T(z) = /%

* La masse du sous-rectangle centré en (z,y) est approximativement égale & f(z,y) de dy =
xy dx dy.

* Ainsi, la masse du rectangle centré en x est approximativement égale a [ fBT((;v)) f(z,y)dy| dz

(intégrale par rapport & y additionne les masses de tous les sous-rectangles sur un
méme rectangle vertical).

* Nous concluons que

b T(2) W py/vz/2
Masse(R) = / / flz,y)dy de = / / zydy dz.
a 0 T

B(x) 2/(4v)
Ici, l'intégrale par rapport a x additionne les masses de chacun des rectangles verti-
caux.

Rappelons que lorsque nous intégrons par rapport a y, = est une constante, de sorte
que nous pouvons factoriser la constante x a l'extérieur de l'intégrale par rapport a

y.
\vx/2 \va/2
/ xy dy = x/ y dy
z2/(4v) 22 /(4v)
{yz} Va2 2 25
= | = = — 7
2 22 /(4v) 4 32v
et alors

2 [ya? z°
Masse(R) = — - d
asse(R) /0 [ 1 321/2} x

_ v(2v)3 (2v) vt

3x4 6x322 3
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Avec des tranches horizontales. Déduisons de la figure au début de cet exemple que

JJSR(?J)Z\/‘@}

* Découpons R en rectangles horizontaux de hauteur infinitésimale dy.

N
QU
I

X
[

&

s

N

RZ{(x,y)‘0=C<y

* Divisons chaque rectangle en sous-rectangles de hauteur dy et de largeur infinitésimale
dx. Voir la figure ci-dessous.

= L(y) = 2

v

* La masse du sous-rectangle centré en (x, y) est approximativement égale & f(x,y) dx dy =
xy dx dy.

¢ Ainsi, la masse du rectangle horizontal centré en y est approximativement { I} LR((yy)) f(z,y) dx } dy

(U'intégrale par rapport & = additionne les masses de chacun des sous-rectangles sur
un méme rectangle horizontal).

* Nous concluons que
d rR(y) v pVavy
Masse(R) = / / flz,y)dz dy = / / xy dx dy.
c JL(y) 0 J2y2/v

Ici, l'intégrale par rapport a y additionne les masses de chacun des rectangles hori-
zontaux. Lorsque nous intégrons par rapport a x, y est constante. Ainsi,

v Vavy
Masse(R) :/ Yy / dv x| dy
0 2y2? /v

v xz Vidvy
- [zl @
0 2y? /v
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Exemple 3.1.13 Volume.

(0,1)
Soit R la région du plan Oxy qui se trouve au-
dessus de 1’axe des z et sous la parabole y = 1 —22.
Calculer le volume du solide au-dessus de la région
R et sous la surface d’équation z = 22/T — y.

7 (~1,0) LN T

Solution. Nous allons présenter en détail la solution avec des tranches verticales. Pour
les tranches horizontales, nous nous contenterons de poser I'intégrale.

Awec les tranches verticales.  Nous pou- Y

vons déduire de la figure ci-contre que :
& 1 y=T(x)=1—2a?

¢ le point le plus a gauche de R a pour
abscisse x = —1 et que celui le plus a
droite a z = 1;

* pour chaque valeur de z fixe entre —1
et 1, le point (z,y) dans R avec la plus
petite ordonnée a y = 0 et que celui avec
la plus grande ordonnée vérifie y =1 —

z2.

(—1,0) (1,0) X

Ainsi,
R={(z,y)| —1=a<z<b=1, 0=B@)<y<T(x)=1-2"}

et, d’apres la formule b,

b ,T(x) 1 pl—z?
Volume:/ / f(z,y) dydx:/ 22\/1 —y dy dz

B(x) -1Jo
1 pl—a?
:2// z2\/1 —y dy dz,
o Jo
1—2?

car lintégrale F(x) = 22/T —y dy est une fonction paire de z. Or, pour = > 0,

I'intégrale intérieure est

0

1—x? 1—z?

1712 2
/ xQ\/l—ydy:x2/ V1—y dy =2 [—3(1—3/)3/2}
0 0
2

= gxz (1 —a:g),

0

de sorte que

1 3 671

2 4 |z T 2
Vol =2 Z22(1-2Ndzx=-|"— —
olume /ng( x)x 3[3 6}0

Awec les tranches horizontales.  Avec cette méthode, nous obtenons la figure ci-dessous.
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(—1,0) (1,0) T

La région d’intégration est

Donc, d’apres la formule a,

d Ry 1 Ty
Volumez/ / f(z,y) dxdyz/ / z%\/1 —y dx dy.
c JL(y) 0 J—vi-y

Nous vous laissons le soin de vérifier que le résultat est le méme que celui obtenu précédem-
ment.

Remarque 3.1.14

Il est important de noter que, dans les figures que nous avons faites, nous avons concentré
notre attention sur la région d’intégration. L’intégrande f(x,y) n’a joué aucun role dans
cette figure, nous I'avons considéré seulement lors de I’évaluation des intégrales.

Exemple 3.1.15 Volume.

Calculer le volume de la partie commune aux deux cylindres z2 + y? = a? et 22 + 22 = a?.

Solution. La premicre étape est de bien visualiser le solide spécifié. Remarquons que :

* La variable z n’apparait pas dans I’équation 22 + 3% = a2, de sorte que, pour toute
valeur zp, la partie du cylindre 224y = a? dans le plan z = z; est le cercle z2+y? = a?,
z = zp. Ainsi, le cylindre 22 + y? = a? est formé d’une infinité de cercles de rayon
a superposés les uns par-dessus les autres. La partie du cylindre 22 + % = a? qui se

trouve au-dessus du plan Ozy est illustrée dans la figure de gauche ci-dessous.

» La variable y n’apparait pas dans z2 + 22 = a?. Ainsi, pour toute valeur constante
Yo, la partie du cylindre 22 + 22 = a2 dans le plan y = yg est le cercle 22 + 22 = a2,
y = yo. Ainsi, le cylindre 22 + 22 = a2 est formé d’une infinité de cercles superposés
horizontalement, les uns & coté des autres. La partie du cylindre 2 + 22 = a? qui se

trouve a la droite du plan Oxz est illustrée dans la figure de droite ci-dessous.
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Nous devons calculer le volume de partie commune a ces deux cylindres.

* Les équations 22 + y? = a? et 22 + 22 = a? restent inchangées si nous substituons z
par —z. En conséquence, les deux cylindres, et donc le solide qui nous intéresse, sont
symétriques par rapport au plan Oyz. En particulier, le volume de la partie du solide
dans l'octant © < 0, y > 0, z > 0 est le méme que celui de la partie se trouvant dans
le premier octant x > 0, y > 0, z > 0. De la méme fagon, les équations ne changent
pas si y est remplacée par —y, ou si z est remplacée par —z. Notre solide est donc
également symétrique par rapport au plan Ozz et par rapport au plan Ozy. Ainsi, le
volume du solide est le méme dans chacun des huit octants.

* Nous allons donc calculer le volume du solide dans le premier octant seulement, puis
multiplier par huit.

La partie du solide qui se trouve dans le premier octant est illustrée dans la figure de
gauche ci-dessous. Un point (x,y, z) se trouve dans le premier cylindre si et seulement si
22 + 42 < 2

y® < a®.

zZ
Yy
R 22 4+ 9? = @
] ory =+/a%—z?
1
1
]
. T=a
ST Y vue d’en haut
x

T

Ce point se trouve dans le second cylindre si et seulement si 22 + 22 < a?. Ainsi, la
partie du solide qui se trouve dans le premier octant est

Vi ={ (z,y,2) | >0, y>0, 220, 22 4+19% <a? 2%+ 2% <d? }.
Notons que, dans Vi, 22 < a® — 22, de sorte que z < Va2 — 22. Ainsi,

Vi={(z,9,2) |220,y>0, 2> +1y*<a® 0<z2< Va2 —2? }.
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Une vue d’en haut de la partie du solide dans le premier octant est illustrée dans la figure
de droite ci-dessus. On voit notamment que x varie de 0 & a et que, pour chaque x fixe, y

varie de 0 & va2? — 2. On peut donc redéfinir
Vi={(2,9,2) | (x,y) €R, 0<z < f(z,y) },
ou
R:{(x,y)‘ogxga,ogyg a2—z2} et f(z,y) = Va2 — 22

Remarquons aussi que f(z,y) ne dépend pas de y. Cela facilitera les calculs suivants.
Nous pouvons calculer le volume de V; avec notre démarche habituelle.

* On découpe R en rectangles horizontaux, de largeur infinitésimale dzx.

On divise chaque rectangle en sous- dy
rectangles de hauteur infinitésimale dy et L Yy
de largeur dz. Voir la figure ci-contre. Lo /
|
. Y= CLQ _ :172
rT=a--
vue d’en haut
T

* Le volume de la partie de V; au-dessus du sous-rectangle centré en (z,y) est approxi-
mativement égal a

f(z,y)dedy = v/ a? — x? dz dy.

Ainsi, le volume de la partie de V; au-dessus du rectangle centré en x est approxima-
tivement

VaT—z%
[O

Va2 — z2 dy] dx.

On conclut que

VaZ—z2

Volume(V;) = / Va2 — 22 dy dx.
o Jo

En gardant a ’esprit que I'intégration par rapport & y considére £ comme une constante,
calculons le volume.

VaZ—z2

Volume(V;) = / Va2 —z?dydx
o Jo
:/ (a2 — xz) dx
0

37a
v
3 0

2a3

3

Ainsi, le volume total du solide recherché est

16a3

Volume(V) = 8 Volume(V; ) = 3
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Exemple 3.1.16 Interprétation géométrique.

2 a
Evaluer / / Va2 — 22 dxdy.
0o Jo

Solution.

Cette intégrale représente le vo-
lume d’un solide commun, de sorte
qu’elle peut étre évaluée sans le cal-
cul d’une intégrale. L et 'intégrande

est
f(xay) =V a2 71’2'

[ L I
<
I
[\

\i

<
8
I
B
N
I
o

Par conséquent, 'intégrale représente le volume du solide compris entre le plan Ozy et
la surface z = va? — 22, avec (z,y) € R. On peut réécrire ’équation de la surface comme
22 + 22 = a2, qui représente, comme cela a été vu dans I’exemple 3.1.15, un cylindre de
rayon a dont I'axe est ’axe des y. Nous cherchons le volume de la partie de ce cylindre qui
se trouve au-dessus de R, comme illustré dans la figure ci-contre.

Les sections du solide que coupe tout plan vertical y = yg sont toutes des quarts de cercle
de rayon a, de sorte que leur aire est égale a %WaQ. L’intégrale intérieure foa Va2 —z2 dz
donne précisément cette aire. Ainsi, lorsque y varie de 0 a 2,

2

2 a
1
/ / \/aQ—xQdJ;dy:fﬁasz:ﬂ.
o Jo 4 2

Exemple 3.1.17 exemple 3.1.16, démarche complexe.

Il est possible, mais fastidieux, d’évaluer I’intégrale f02 foa Vva? — 22 dx dy de 'exemple 3.1.16
avec les techniques d’intégration des fonctions a une variable. Faisons ce calcul & titre de
révision.

L’intégrale a l'intérieur est foa va? — 22 dx. La stratégie habituelle afin d’éliminer des

expressions contenant des racines carrées dans 'intégrande, comme va? — z2, est d’effectuer
une substitution trigonométrique. Dans ce cas-ci, le changement de variables approprié est
de poser

T =asinb, dx = acosf df.

La borne d’intégration inférieure x = 0, soit asinf = 0, équivaut a § = 0, et la borne
supérieure x = a, soit asinf = a, équivaut a ¢ = 7. Ainsi,

a w/2 w/2
/ Va2 — x? d:z::/ azfazsin20acos9d9:a2/ cos? 6 db.
0 0 \/%/_’ 0
a2 cos? 6

La méthode usuelle pour évaluer cette intégrale fait appel & 'identité trigonométrique

1+ cos(26)

cos(26) = 2cos? 6 — 1, qu’on réécrit cos? 0 = 5 ,

et alors

a w/2 a2 [™/2
/ Va2 —a? de = a2/ cos? 0 df = — / [1+ cos(20)] db
0 0 2 Jo
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2 . w/2
a [0 N sm(29)}

Remarquons cependant qu’il existe une autre méthode efficace, quoiqu’un peu recher-
chée, pour évaluer cette intégrale. Regardons les figures ci-dessous.

Y Y

Yy = cos*x y = sin? 6
1_

_7r/2 7r/2 -7

Nous observons que
/2 /2
/ cos? 6 df = / sin? 6 dé.
0 0

/2 w/2 /2 1
/ cos? 6 df = / sin® 0 df = / 5[sm?eJrcos? 0] do
0 0 0

Par conséquent,

Dans tous les cas, nous avons que l'intégrale intérieure est égale a

/2 2

/ \/@2—x2dx=a2/ <30829d9:E
0 0 4

et que l'intégrale de départ est égale a

2 a 2 2 2
/ / \/aQ—xdedyzﬂ—/ dy:ﬂ,
o Jo 0

a
4
comme obtenu dans ’exemple 3.1.16.

Exemple 3.1.18 Ordre d’intégration.

Soit R la région du plan dont ’aire est donnée par

2 r+2
/ / dy dzx.
—1 2

Esquisser R et exprimer 'aire en échangeant 1'ordre d’intégration

Solution. L’étape critique lorsqu’on change 1'ordre d’intégration est d’illustrer la région
dans le plan Ozy. A partir de I'intégrale donnée, nous voyons que, sur le domaine d’inté-
gration,

e x varie de —1 a 2 et que,
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* pour chaque z fixe, y varie de la parabole y = 22 & la droite y = x + 2.

Cette intégrale itérée correspond aux découpes verticales de la figure de gauche ci-dessous.

(_171>
rT=y—2

Pour inverser I'ordre d’intégration, on doit considérer dans la méme région et faire des
découpes en rectangles horizontaux, comme illustré dans la figure de droite ci-dessus.

Nous faisons face a un nouveau probléme : I'expression de la valeur de = a 'extrémité
gauche d’'un rectangle dépend de si son ordonnée y est inférieure ou supérieure a y = 1.
Plus précisément, nous avons que, sur le domaine d’intégration,

e y varie de 0 a 4 et que,
* pour chaque y fixe tel que 0 <y <1, x variede 2 = —,/y a x = +,/y et que,

* pour chaque y fixe tel que 1 <y <4,z variedez =y —2a z = +,/1.

2 pot2 1 T 4 T
/ / dy dx :/ / dxdy+/ / dx dy.
—1 Ja2 0o J—yy 1 Jy-2

A vous de jouer 3.1.19

Ainsi,

Lors de I’évaluation d’une intégrale double sur une région D, une somme d’intégrales itérées
a été obtenue, comme suit :

temaa= [ [ s@pdsay+ [T Fey) dody.
D 0 0 7 0

Esquissez la région D et exprimez 'intégrale double comme une intégrale itérée dans
I’autre ordre d’intégration.

b rga2(x)
/ / f(z,y) dydz
a Jgi(z)
a =

gi1(z) = 92(7) =

Le but de 'exemple qui suit est de montrer que, malgré que les deux ordres d’intégration
doivent donner le méme résultat, ils ne sont pas toujours de difficulté semblable.
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Exemple 3.1.20
Evaluer lintégrale de S22 sur la région du plan Ozy qui se situe au-dessus de 'axe des
abscisses, a la droite de la droite y = x et a la gauche de x = 1.

Solution. Voici une esquisse du domaine.

Nous allons essayer d’évaluer l'inté- Yy
grale donnée de deux fagons : une fois (1,1)
avec les tranches horizontales (ce qui se- ’
ra impossible) et une autre fois avec
les tranches verticales (la fagon la plus
simple).

x

Solution avec des tranches horizontales. Afin de poser I'intégrale en utilisant des tranches
horizontales, comme dans la figure ci-dessous, nous observons que, sur notre domaine d’in-
tégration,

e y varie de 0 a 1 et que,

* pour chaque y fixe, x variede x =y a x = 1.

/1/1 Sinxdm dy.
0 Y T

sin x
T

Ainsi, l'intégrale itérée est

Le probleme est que l'intégrande ne possede pas de primitive élémentaire. Il est impos-

sible d’évaluer fy S7E dx sans faire appel a des méthodes numériques ou a des développe-
ments en séries.

Yy Yy y=x
11)
/ dy

Solution avec des tranches verticales. Afin de poser I'intégrale en utilisant des tranches
verticales, comme dans la figure de droite ci-dessus, nous observons que, sur le domaine
d’intégration,

e x varie de 0 & 1 et que,

¢ pour chaque zx fixe, y varie de 0 & y = z.

/1/”” sinx dy du.
o Jo T

Cette fois-ci, parce que la variable = est considérée comme une constante dans 'intégrale
intérieure, le calcul de cette intégrale devient simple.

1 T 1 g z !
/ / sin x dy dx = / S [/ dy} dx = / sinz dr =1 — cos(1)
o Jo o T 0 0

Donc, l'intégrale itérée est
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Voici un dernier exemple afin de rappeler certaines techniques d’intégration de fonctions a
une variable.

Exemple 3.1.21

Calculer le volume du solide situé sous la surface z = 1 — 322 — 232 et au-dessus du plan
Ozxy.

Solution. Avant de se précipiter dans 'intégration, il est important de se représenter une
esquisse de ce solide et de cette surface. Pour chaque constante zg, la partie de la surface
2z = 1—3x2—2y? qui est projetée dans le plan horizontal z = 2y est I'ellipse 32242y = 1—2.
La plus large de ces ellipses est celle qui se trouve dans le plan Ozy lorsque zy = 0, soit
lellipse d’équation 322 +2y? = 1. Au fur et & mesure que zo augmente, l’ellipse se contracte
jusqu’au point unique (0,0,1), soit lorsque zp = 1. Ainsi, la surface est composée d'une
superposition d’ellipses, et le solide V est donné par

V:{ (z,y, 2) | 322 +29° <1, 0< 2 < 1 — 322 — 242 }
Ceci est illustré dans la figure de gauche ci-dessous. La vue d’en haut de la région
R={(z,9) | 322 +2y° <1}

est illustrée dans la figure de droite.

z

z=1—32% — 2y?

vue d’en haut

En considérant que la relation z = 1 — 322 — 2y? exprimée en fonction de x est presque
identique a celle exprimée en fonction de y (seulement les coefficients 2 et 3 sont interchan-
gés), l'utilisation de la méthode des tranches verticales nous ameénera & une intégration de
méme difficulté qu’avec la méthode des tranches horizontales. Nous pouvons donc choisir
n’importe laquelle des méthodes ; choisissons celle avec les tranches verticales.

L’ellipse dans R coupe I'axe des y aux points ot x = 0 et ou y vérifie '’équation 3(0)? +

292 = 1, donc y = i%. Ainsi, dans R, —% <y < % et, pour chaque y de la région,

322 < 1—2y%, ou bien —/ # <<y # Par conséquent, en utilisant des rectangles
verticaux comme dans la figure de droite ci-dessus,

Volume (V) = // (1—32*—2y%) dedy
R

. (1 — 322 — 2y2) dx | dy

1-2y
3

:4/ / (1—3m2—2y2) dx| dy
0 0

g
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= 4/ [(1 — 2% — 2 dy
0
1
vz /1 —2y? o 1—2y2
=4 1-2 d
[TV a-wn -5
1 3/2
1— 2
S
0 3

Nous évaluons cette intégrale en utilisant la substitution trigonométrique et en posant
2% = sin? 0, c’est-a-dire
sin 0 cos 6

= . dy=-—=14d6.
V) G

On obtient :
dy
=~ =
5 Cos0 [cos? 9]/ 8 z
—_— | — df = — cos™ 6 db.
0o V2 V54 Jo

Volume(V) =8 3
Ensuite, pour intégrer cos* 6, nous utilisons l'identité trigonométrique suivante :

cos’f = cos(20) + 1
2
2 2
— cos’f = (cos(20) +1) _ o8 (20) + 2 cos(20) + 1
4 4

% + 2cos(26) +1

- 4
3 1 1

= < + 5 cos(20) + - cos(40).
8+2cos( 9)+8c0§( )

Finalement, en considérant que fog cos(40) df = fog cos(26) df = 0, on obtient

Volume(V) =

m
2 26

8=
=
ol w

A vous de jouer 3.1.22

Associez les intégrales suivantes avec la description des solides dont elles calculent le volume.
Entrez la lettre de la description a la gauche de 'intégrale correspondante.

2 pd+V4—22
1. /J 4z + 3y dydx
—2/4
% $4/1-3y2
2. / / 1 — 422 — 3y? dady
o Jo

1 V122
3// 1 — 2 —y? dydx
-1/ —1=2%

L vy
4. / / 42? + 3y% dady
0 Jy2

H
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2 42
5. / / V4 —y? dydx
0J-2

Solide sous un plan, sur une moitié d’un disque
La moitié d’une barre cylindrique.
Solide borné par un paraboloide circulaire et un plan.

Solide sous un paraboloide elliptique, sur une région plane bornée par deux paraboles

= O a w »

Le huitieme d’un ellipsoide.

Quelques compléments au sujet de la définition de 1’intégrale double
En principe, 'intégrale ffR f(x,y) dA, ot R est une région bornée du plan R?, est définie
comie suit.

* Subdivisons R en tracant des droites paralleles Yy
aux axes de coordonnées.

¢ Numérotons les sous-rectangles obtenus de 1 a =
n (ce sont presque tous des rectangles, sauf ceux pa \
qui se trouvent & la frontiére de R). Notons que )
n, dans ce contexte, est le nombre total de sous- { >
rectangles, pas le nombre de rectangles verti- N

caux ou horizontaux comme précédemment. N B

(xi% yTB)

* Posons AA;, I'aire du sous-rectangle numéro i.

* Soit (xf,y}) un point d’échantillon sélectionné au hasard dans le sous-rectangle i.

n
* Considérons la somme > f(xf,y¥)AA;. Rappelons que la somme tient compte de tous les
i=1
sous-rectangles dans la région.

Répétons cette procédure en redécoupant R afin d’obtenir des sous-rectangles de plus en plus
petits. Si, au fur et & mesure que les dimensions des sous-rectangles tendent vers 0, cette somme
s’approche d’une valeur limite unique (peu importe le choix de la subdivision de la région et des
points (x7,y})), alors nous définissons

/ /R fleg) dA =1im>" f(aF.07) AA,
=1

r

Théoreme 3.1.23 ]

Si f(x,y) est continue sur une région R donnée par a < x < b et B(x) <y < T(x) avec
des fonctions continues B(x) et T'(z), alors

/ /R fley) dA = / b / T(()) f(z,y) dyda.

De la méme fagon, si R est donnée par c < y < d et L(y) < x < R(y) avec des fonctions
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continues L(y) et R(y), alors

J[ fwayan = | ' / I;()) F,y) de dy.

La preuve de ce théoréme n’est pas particulierement difficile, mais elle dépasse le cadre de
ce texte. Une conséquence importante de ce théoreme est donnée ci-apres.

-

Théoréme 3.1.24 Fubini. |

Si f(xz,y) est continue sur une région R donnée par

b ,T(x) d rR(y)
/ / fa,y) dyde et / / f(y) dedy
a JB(x) c JL(y)

existent et sont égales.

Les hypotheses de ces deux théorémes peuvent étre atténuées légerement, mais pas trop. Par
exemple, il faut que f « ne soit pas trop discontinue ». En effet, si

R={(z,y) | 0<2<1,0<y<1},

1 sia,y sont tous deux rationnels
flz,y) =

0 sinon,

alors l'intégrale f fR f(z,y) dA n’existe pas. Effectivement, si tous les x} et y; sont choisis
rationnels, alors

3 flafyp) AA =" AA; = Aire(R).
=1 i=1

Mais si I'on choisit des nombres irrationnels pour tous les z; et y;, alors

> f@ry) A= 0AA; =0.
i=1 i=1
Ainsi, la valeur de la limite de Y f(zF, y;) AA; dépend du choix des points d’échantillon (z}, y}).
i=1
L’intégrale [[ f(z,y) dA n’existe donc pas.
Voici un exemple encore plus pathologique?.

Exemple 3.1.25

Dans cet exemple, nous atténuons 'une des hypotheses du théoréme de Fubini, soit la conti-
nuité de la fonction f. Nous allons construire un exemple dans lequel les deux intégrales des
deux ordres d’intégration existent, mais ne sont pas égales. Plus précisément, choisissons
R = { (r,y) |0<z<1,0<y<1 } et définissons une fonction continue sur R, sauf a

3Pour les mathématicien(ne)s, « pathologique » signifie « cool » ou « amusant ».
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l'origine.
Pour commencer, soit §1,d2,d3, ..., une suite de nombres réels tels que
1=61>8>03> --- >0, > 0.

Par exemple, §,, = % ou 6, = 2,%1 sont des choix valables. Pour chaque entier positif n,
posons Uintervalle I,, =]d,4+1, ] = { t { Optr1 <t <0y } et posons g, (t) une fonction non
négative et continue vérifiant

* g (t)=0sit eI, et
* J, 9)dt=1.

1l existe plusieurs exemples d’une telle fonction, par exemple

) 2 (60—t st 2(0n1+0,) <ELI,
gn(t) = <5n_5n+1) t—=0Ong1 SiOpg1 <t < 5(0ng1 +0n) -

sinon

Y

5n_5n+1 N

Y = gn(t)

| | t
5n—|—1 571
Voici un résumé de ce qui a été fait jusqu’a maintenant.
¢ On a subdivisé 'intervalle 0 < z < 1 en une infinité de sous-intervalles I,,. A mesure

que n augmente, les sous-intervalles deviennent de plus en plus petits, et I,, s’approche
de plus en plus pres de zéro.

* On a défini, pour chaque n, une fonction non négative et continue g, qui s’annule
lorsque t est a 'extérieur de I,, et dont l'intégrale sur I,, vaut 1.

Maintenant, définissons l'intégrande f(z,y) en fonction de ces sous-intervalles I, et de
ces fonctions g,.

0 siz=0

0 siy=20

F(@,y) =S gm(@)gn(y) siz€ln,, yEl, et m=n
—gm(X)gn(y) six€l,, yel,etm=n+1

0 sinon

On peut imaginer ]0,1]x]0, 1] comme 'union de plusieurs petits rectangles de dimensions
I, x I,, telle qu’illustrée dans la figure ci-dessous. Sur la majorité de ces rectangles, f(z,y)
vaut 0. Les exceptions sont les rectangles gris foncé de dimensions I, X I,, sur la « diagonale »
de la figure ainsi que les rectangles gris pale de dimensions I,11 X I, a la gauche de la
« diagonale ».
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Sur chaque rectangle gris foncé, f(z,y) > 0, et le graphe de f(x,y) est le graphe de
9n(2)gn(y) qui ressemble & une pyramide. Sur chaque rectangle gris péle, f(z,y) <0, et le
graphe de f(z,y) est celui de —g,,+1(2)gn(y) qui ressemble plutot & une pyramide inversée.

Y
01
I, —
O2
Iy —
03
5 _
4 B
5514
L, L L I, x
55 54 53 52 51

Maintenant, fixons un y tel que 0 < y < 1 et calculons fol f(z,y) dx. Ainsi, nous
intégrons f le long d’une droite paralléle & 1’axe des abscisses. Si y = 0, alors f(z,y) =0
pour tout z, de sorte que f01 f(z,y)dz = 0. Si 0 < y < 1, alors il existe exactement un
entier positif n tel que y € I, et f(x,y) = 0, sauf lorsque x se trouve dans I,, ou dans I, ;1.
Ainsi, pour y € I,,,

1
| tami= 3 [ s

m=n,n+1 Im

— [ an()gnly)da - / g1 (2)n () do
I, Iyt
= 9n(y) /1 gn(z) dz — gn(y) /I In+1(7) dx

= gn(y) — gnly) = 0.
Ici, nous avons utilisé a deux reprises le fait que f 1 g(t)dt = 1 pour tout m. Ainsi,
fo x,y) dz = 0 pour tout y, et donc fo [fo x,y) dv dy} =0.

Finalement, nous fixons un x tel que 0 < z < 1 et nous évaluons fol f(z,y) dy. Cette
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fois, nous intégrons f le long d’une droite paralléle a ’axe des ordonnées. Si x = 0, alors
f(z,y) = 0 pour tout y, donc fol fz,y)dy = 0. Si 0 < 2 < 1, alors il existe un unique
entier positif m tel que x € I,,. Si m > 2, alors f(z,y) est nulle, sauf lorsque y est dans
I,,, ou dans I,,_1. Mais si m = 1, alors f(x,y) est nulle, sauf pour y € I;. (Voir la figure
ci-dessus de nouveau!) Ainsi, pour z € I,,,, avec m > 2,

/01 Fla,y)dy = nzgi_l /1 fla,y)dy
- / G (2) g () dy — /1 g (T)gm—1(y) dy

Iy, m—1

= gm(2) / Im(Y) dy — gm(z) /1 Im-1(y) dy

= gm(x) — gm(z) = 0.

Mais, pour = € I,

/0 fendy= [ s ay= /hgxx)gl(y)dy:gl(x) /Ilgay)dy
=g1(x).

Ainsi,

1 0 six <6
/ f(m,y)dy={ 2
0

gi(x) sizelh ’

de sorte que

/01 {/Olf(x,y) dy}dx:/hgl(x)dle_

La conclusion est que, pour la fonction f(x,y) définie ci-dessus, qui existe pour tout 0 <
x<1,0<y<1et quiest continue partout, sauf en (0,0), nous avons

/Olfolf(x,y)dxdy() et /Ol/olf(fv,y)dydxl,

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Evaluez les intégrales doubles suivantes sans les calculer en termes d’intégrales itérées.
Interprétez plutot chaque intégrale comme étant, par exemple, une aire ou un volume.

(a) /i/ldydx () /3 Mmdxdy

-3Jo
(b) /02/0\/@(1966@

2. Soit f(z,y) = 1222%y3. Evaluez les intégrales suivantes.
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3 3 2
@ [ s @ [ [ sy
2 3 2
(b) /0 fz,y)dy (e) /0 /0 flz,y)dedy

(©) / /03f<x,y> dz dy

3. Pour chacun des cas suivants, évaluez l'intégrale double donnée

//Rf(w,y)dA

en la considérant comme une intégrale itérée.
(a) f(z,y) =22 +y% et Restlerectangle 0 <z <a, 0<y<bona>0eth>0
(b) f(z,y) =x — 3y et R est le triangle avec sommets (0,0), (a,0), (0,b)

(c) f(z,y) = zy* et R est la région finie dans le premier cadran bornée par la courbe
Y= etz = y2

(d) f(xz,y) = xcosy et R est la région finie dans le premier cadran bornée par les
axes de coordonnées et la courbe y = 1 — 22

() flz,y) = e et Restlarégion 0 <z < 1, ?<y<ze

(f) f(z,y) = 1722 et R est le triangle avec les sommets (0,0), (0,1), (1,1)

4. Combinez la somme des deux intégrales doubles itérées

/Ol/oyf@c,y) dxdy+/12/02_yf(x,y) di dy

en une seule intégrale double itérée avec 'ordre d’intégration inversé.
1 g1
5.  Considérez l'intégrale / / e dy da.
0 Jzx

(a) Esquissez le domaine d’intégration.

(b) Evaluez lintégrale en inversant 1’ordre d’intégration.

Pour mieux comprendre.

6. Pour chacune des intégrales suivantes (i) esquissez la région d’intégration, (ii) écrivez
une intégrale double équivalente avec un ordre d’intégration inversé et (iii) évaluez les
deux intégrales doubles.

(a) /02 /161 dydx

(b) /Oﬁ/\/\;zdxdy

1 3zr+2
(c) / / dydzx
—2 Jax244x
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7. L’intégrale I est définie par
V2 rvE TN
I=// fz,y) dA:/ f(%y)dafder/ / f(z,y)dz dy
R 1 1/y V2 Jy/2
(a) Esquissez la région R.
(b) Réécrire 'intégrale I en inversant ’ordre d’intégration.

(c) Calculez lintégrale I lorsque f(x,y) = z/y.

8. Une région £ dans le plan zy a la propriété que pour toutes fonctions continues f,

J[swmaa= [ [[7 senm) i

(a) Calculez [[, xdA.
(b) Esquissez la région &.
(c) Poser [ fgdi comme étant l'intégrale ou la somme d’intégrales dans 'ordre

opposé.

9. Calculez l'intégrale : ffD sin(y?) dA ot D est la région bornée les droites d’équations
r+y=0,2x—y=0,et y =4.

11 2
10. Considérez l'intégrale I = / / M dx dy.
o Jyy &

(a) Esquissez la région d’intégration.
(b) Evaluez I.
11. Soit I I'intégrale double de la fonction f(x,y) = y?sinzy sur le triangle déterminé par
les sommets (0,0), (0,1) et (1,1) dans le plan xy.
(a) Ecrire I comme une intégrale itérée de deux facons différentes.
(b) Evaluez I.
12. Trouvez le volume (V') du solide borné au-dessus par la surface d’équation z = f(x,y) =

e_””Q, et en-dessous par le plan z = 0 et sur le triangle dans le plan zy formé par les
droites z =1,y =0et y = x.

1 2—y
13. Considérez l'intégrale I = / / Y da dy.
0 Y T

(a) Esquissez la région d’intégration.
(b) Interchanger 'ordre d’intégration.

(c) Evaluez I.

1 1
14. Pour l'intégrale I = / / V1+y3 dyde.
N
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(a) Esquissez la région d’intégration.

(b) Evaluez I.

15.

(a) D est la région bornée par la parabole y? = x et la droite y = x — 2. Esquissez D
et évaluez J = [[, 3y dA.

(b) Esquissez la région d’intégration et ensuite évaluez 'intégrale

4 1 ,
/ / e¥ dydx.
0 Jivm

0 2
16. Considérez l'intégrale itérée / / cos(z3) dz dy.
N
(a) Dessinez la région d’intégration.
(b) Evaluez Dintégrale.

17.

(a) Combinez la somme des intégrales itérées

I/Ol/\/;f(x,y) dxdy+/l4/y\/jf(z,y) dz dy

en une seule intégrale itérée avec 'ordre d’intégration inversé.

(b) Evaluez I si f(z,y) = 5=

2—x"

4 Ay
18. Soit I:/ / f(z,y) dx dy.
0 Jvy

(a) Esquissez le domaine d’intégration.

(b) Inverser l'ordre d’intégration.

(¢) Evaluez Dintégrale pour f(z,v)

0 2z
19. Evaluez/ / eV’ dy dzx.
—1J-2

20. Soit
2 rx 6 pv6—2
I=//f<x,y>dydx+// f(@,y) dyda.
0 0 2 0

Exprimez I comme une intégrale ou on integre d’abord par rapport a x.

_ 1
T (+y)?

21. Considérez le domaine D sur 'axe des  sous la parabole y = 1 — z? dans le plan zy.
(a) Esquissez D.

b) Exprimez z,y) dA comme une intégrale itérée correspondante a l’ordre
D

dx dy. Exprimez ensuite cette intégrale comme une intégrale itérée correspondante
a l'ordre dy dzx.
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(c¢) Calculez l'intégrale dans le cas ou f(z,y) = e —(@*/3),

11
I :/ / 23 sin(y®) dy de.
0 Ja2

(a) Esquissez la région d’intégration dans le plan xy. Etiquettez votre esquisse suf-
fisamment bien de fagon a ce qu’une personne puisse déterminer les bornes de
Iintégrale double.

22. Soit

(b) Evaluez I.

23.

(a) Considérez le solide sous la surface z = 6 — zy, borné par les plans d’équations
r=0,z=3,y=0,y=3, z=0. Notez qu'aucune partie de ce solide se trouve
sous le plan xy.

(i) Esquissez la base du solide dans le plan zy. Notez que ce n’est pas un carrée!

(ii) Calculez le volume du solide.

2 4
b) Evaluez l'intégrale suivante : cos (y*/2) dydx.
( g y y
-2 12

9 3
24. Evaluez lintégrale suivante : / / sin(mz®) dady.
0 Jvy

1 NE
I :/ [/ sin (y3 — Sy) dy] dx
0 VT

est égale & [[, sin (y® — 3y) dA pour une région R dans le plan zy.

25. L’intégrale itérée

(a) Esquissez la région R.
(b) Ecrivez l'intégrale I avec I'ordre d’intégration inversé, et avec les bonnes bornes

d’intégrations.

(¢) Trouvez I.

26. Trouvez lintégrale double de la fonction f(x,y) = zy sur la région bornée par les
courbes d’équations y = x — 1 et y? = 2z + 6.

27. Trouvez le volume du solide & l'intérieur du cylindre 22 4 2y? = 8, au-dessus du plan
z =1y —4 et sous le plan z =8 — z.

Pour aller plus loin.

28. Considérez le volume au-dessus du plan zy qui se trouve a l'intérieur du cylindre circu-
laire 22 + y% = 2y et sous la surface z = 8 + 2xy.

(a) Exprimez ce volume comme une intégrale double I, en posant clairement le do-
maine sur lequel I est considérée.

(b) Exprimez en coordonnées cartésiennes, l'intégrale double I comme une intégrale
itérée de deux facons différentes, en indiquant clairement les bornes d’intégrations
dans chaque cas.



3.2. INTEGRALES DOUBLES EN COORDONNEES POLAIRES 247

(¢) Quel est ce volume?

3.2 Intégrales doubles en coordonnées polaires

Jusqu’a présent, lorsque nous avons défini les intégrales YA
doubles, nous avons toujours subdivisé la région d’intégration
en petits sous-rectangles a ’aide de droites paralléles aux axes
de coordonnées.

>

X

Il n’y a rien qui nous oblige & subdiviser la région de la sorte. En effet, lorsque les régions sont
circulaires et centrées a l’origine, il sera souvent avantageux d’utiliser des coordonnées polaires
au lieu des coordonnées cartésiennes habituelles.

Coordonnées polaires

Commencons par un rappel sur les coordonnées polaires.

Définition 3.2.1

Les coordonnées polaires d’un point (z,y) dans le plan
Oxy sont :

(a) r est la distance de (0,0) & (z,y);

(b) 6 est 'angle orienté (sens antihoraire) entre ’axe des x
et le segment de droite joignant le point (0,0) & (z,y).

Les coordonnées polaires et cartésiennes sont reliées par les formules suivantes, qu’on déduit
avec un peu de trigonométrie.

( Formule 3.2.2 J

Les formules de conversion entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires
sont

x =rcosf y =rsinf

r= 2+ % tan@z%

Les deux figures suivantes montrent des droites formées de points dont I’angle 6 est constant
et ou r varie (figure de gauche), et des courbes formées de points ot r est constant et dont
Pangle 0 varie (figure de droite).
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Y

Figure 3.2.3 Graphes des courbes § =constante, et r =constante.

: NN
o

Notons que I'angle 0 est seulement défini jusqu’a Y
un multiple de 27. Par exemple, le point (1,0) sur
laxe des x peut avoir un angle § = 0, mais aussi
0 = 2w ou 6 = 4x. De plus, il est parfois pertinent 37/ / \

d’avoir des angles négatifs. Lorsque 6 < 0, l'angle

doit étre mesuré dans le sens horaire. Par exemple,

le point (0, —1) sur la portion négative de I'axe des y
3T

o . ST 3w
peut avoir § = —7, mais aussi 0 = .

Il est donc judicieux d’étendre les défi-
nitions de x = rcosf et y = rsinf méme
lorsque 7 est négatif. Par exemple, la figure

s

ci-contre montre (z,y) avec r = 1, 0 = 7
us

ol

X

TT:I,G:—W/2,6:37T/2

Y
r=1,0="/

(/4

et avec r = —1, 0 = 7. Les deux points se
trouvent sur la droite faisant un angle de
m/4 radian avec 'axe des abscisses, et les
deux points se trouvent a la méme distance
de 'origine, mais de part et d’autre de ’ori-

gine.

r=—1,0="/1.

Courbes en coordonnées polaires

Voyons quelques exemples de tracés de courbes définies par leurs équations en coordonnées

polaires.
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Exemple 3.2.4 La cardioide.

Il s’agit de la courbe d’équation Yy

2 y=1+cosf
r(0) =1+ cosb.

Nous commencons par étudier les valeurs 14
que prend 1 4+ cos @ lorsque 6 varie. Pour
ce faire, il est utile de tracer d’abord le
graphe usuel (dans le plan 0y, comme en
calcul & une variable) de la fonction y =
1 + cos @, illustré ci-contre.

>

INIEES
3
I§
o
3

Prenons maintenant quelques valeurs communes de 6, calculons les valeurs de r corres-
pondantes et tracons ces points.

e Lorsque # = 0, nous avons r = 1 4+ cos0 = 1+ 1 = 2. Afin d’illustrer le point avec
0 = 0 et r = 2, commencons par tracer la demi-droite formée de tous les points avec
0 =0 et r> 0.1 s’agit précisément de 'axe des x, en gris dans la figure de gauche
ci-dessous. Puis, nous devons placer un point sur cette demi-droite, & une distance
r = 2 de 'origine. Nous avons donc notre premier point, c’est le point rouge dans la

figure.

* Augmentons maintenant la valeur de 6, jusqu’a 6 = . Alors, r = 1+ cos ) diminue a
r=1+cosg =1+ ? ~ 1.87. Pour illustrer le point avec § = ¢ et r ~ 1.87, nous
tragons en premier lieu la demi-droite formée des points vérifiant § = & et r > 0. Il

s’agit de la demi-droite oblique, en gris dans la deuxieme figure ci-dessous. Puis, nous
placons un point a une distance d’environ 1.87 de l'origine. C’est notre second point
rouge dans la figure.

) Y y oo

T T

=0 0 =0, "6

* Augmentons ensuite 6 davantage, par exemple :

_2r _ w : __ 5w
°c 0= =73, ° puis § = °F,

: _ 3t _ ®w : _ 6w _
° puis § = F = 3, ° puis § = F = .
° puisﬁz%rz%ﬁ, ° puis - --.

Au fur et a mesure que 6 augmente, 7(f) = 1 4 cos@ diminue a r = 1 lorsque 6 = 7,

et finalement jusqu’a r = 0, soit lorsque € = w. Pour chacune des valeurs de 6, nous
tragons d’abord la demi-droite avec la valeur donnée de 8 et r > 0. Il s’agit des demi-
droites grises dans la figure de droite ci-dessus. Puis, nous plagons un point rouge a
une distance 7 = 1 4+ cos @ de l'origine. Ce sont les points rouges dans la figure.

Nous pouvons continuer ce processus pour ) 0 =
m < 0 < 27. Par contre, en regardant le gra- 4 ‘ y = cost
phique de la fonction cosf, nous remarquons \ /
* que la courbe de cosf définie sur 7 < 0 < 27

} —0
est une réflexion par rapport a la droite verti- AN A
cale 8 = 7 de la courbe définie sur 0 < 6 < . 1
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* En termes plus précis, nous avons cos(m + 6) = cos(m — 6), de sorte que (7 + 0) =
r(m — 0). Nous obtenons donc la figure ci-dessous, & gauche. Finalement, nous relions
les points rouges pour obtenir la courbe ci-dessous, a droite. Cette courbe est appelée
une cardioide puisqu’elle ressemble & un cceur (le mot « cardioide » vient du mot grec
kapdia, qui signifie « qui a la forme d’un coeur »).

Y

r =1+ cos(f)

Exemple 3.2.5 La rosace a trois pétales.

Utiliser la méme procédure pour es- Y
quisser le graphe de r = sin(36). De nou- 11
veau, il est utile d’esquisser le graphe de
sin(30). Pour 0 < 6 < 27, nous avons, ci-

T T T T T
contre, le graphe usuel de cette fonction. 5 5\;’/2% ﬂ\/%r 5
14

Etant donné que (0 + 7) = sin(360 + 37) = —sin(30) = —r(#), la partie de la courbe
définie sur m < 6 < 27 se répete sur 0 < € < 7. Nous nous intéresserons donc seulement a
I'intervalle 0 < 6 < 7.

y = sin(36)

B

w 0
2w

"’l::

¢ Nous allons d’abord considérer 0 < 0 < g, de sorte que 0 < 30 < m. Sur cet intervalle,
la relation r(#) = sin(36)
o commence & r(0) = 0, puis
o r augmente au fur et & mesure que 6 augmente, jusqu’a ce que
° 30 =7, soit 0 =%, our (%) =1, et ensuite
o r diminue lorsque 8 continue d’augmenter, jusqu’a ce que

° 30 =, soit § = £, donc r (%) = 0 de nouveau.

Voici une table de quelques valeurs de 0 | 30 (6)
7(6) pour 0 < 6 < §. Remarquons que nous 0 0 0
avons choisi des valeurs de 6 pour lesquelles = [z | L ~071
sin(36) se calcule aisément. 2121 - i

S [ L aom
12 4 N R
% T 0

Voici un dessin illustrant les points correspondants (figure de gauche) ainsi qu’une
figure de la courbe définie sur 0 < 6 < §.
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Y 0=n/3 y 0=r/3

0=7/6

7 x X

* Ensuite, considérons <0 < %ﬂ, de sorte que m < 36 < 27. Sur cet intervalle,

r(6) = sin(36)

wly

° commence a r (%) = 0, puis

o r diminue lorsque 6 augmente, jusqu’a ce que

o 30 = 37”, soit 6 = 7, our (g) = —1, puis

o r augmente lorsque € augmente encore, jusqu’a ce que

o 30 = 2m, soit 0 = %’T, donc r (%’“) = 0 de nouveau.

Nous obtenons maintenant, pour la premiére fois, des valeurs négatives de r(6). La

; ; _4r _ m Sm 6 _ m Tm
figure de gauche ci-dessous illustre, pour chaque 0 = 5 = %, 95, 15 = 5, 15 et
8t _ 27
12— 3

o la demi-droite pointillée formée des points pour cette valeur de 0 et r < 0, et

° le point rouge correspondant a cette valeur de 6 et r(0) = sin(30).

La figure de droite illustre la courbe r = sin(36) définie sur g <6< 2?”
0=27/3 Y  o=n/3 o=27/3 Y O=n/3
’ 7 7
*
¢ Finalement, considérons %’“ < 0 < 7, de sorte que 27 < 360 < 3w. Sur cet intervalle,

r(6) = sin(36)
N 2T _ .
° commence a r (?) = 0, puis
o r augmente lorsque € augmente aussi, jusqu’a ce que

°o 30 = 57”, soit 6 = 110—2”, our (110—2’7) =1, et alors

o r diminue lorsque 6 continue d’augmenter, jusqu’a ce que

° 360 = 3m, soit § = L2% =, donc r () = 0 de nouveau.

. : _ 87 _ 2w 9« 107 117
%Qawﬁgure de gauche ci-dessous illustre, pour chaque 6 = 75 = 5, 15, 537, +3 et

-

o la demi-droite formée des points pour cette valeur de 6 et r > 0, et
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o le point rouge correspondant & cette valeur de 6 et r(#) = sin(30).

La figure de droite illustre la courbe r = sin(36) définie sur %’T <6<
0=27T/3 y 0:27\'/3 y
° °
°
- T S x

En ajoutant les trois courbes ensemble, nous obtenons la courbe compléte qui se nomme la
« rosace a trois pétales ».

o=2r/3 Y f=/3

r = sin(360)

Intégrales en coordonnées polaires

Revenons au probleme de l'utilisation des coordonnées polaires pour calculer des intégrales
doubles. Jusqu’a présent, nous avons utilisé des coordonnées cartésiennes, cela implique que
nos domaines d’intégration ont été divisés en sous-rectangles avec les cotés déterminés par des
droites * = constante et y = constante. Sur ces sous-rectangles, nous avons fait 'hypothese
que lintégrande f(x,y) est essentiellement constant (ce qui s’explique par la continuité). Pour
utiliser les coordonnées polaires, nous allons maintenant diviser la région d’intégration avec des
droites # = constante et des courbes r = constante. Le plan Ozy est ainsi découpé en des formes
qui ressemblent approximativement a des rectangles.

Voici ce découpage (figure de gauche), ainsi qu'un agrandissement d’un de ces « sous-rectangles »
approximatifs (figure de droite).
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Un des cOtés a une largeur de dr, la distance séparant les courbes r = constante. L’autre coté
est un arc de cercle de rayon r qui sous-tend 'angle au centre df, ’angle séparant deux droites
consécutives d’équation 6 = constante. Puisque la circonférence du cercle est 27r et puisque
I’angle df est la portion % d’un cercle complet®, autre coté de ce rectangle approximatif est
de longueur %27r7" = rdf. Ainsi, I'aire approximative de ce sous-rectangle polaire est donnée
par la formule suivante.

[ Formule 3.2.6 J

L’élément d’aire en coordonnées polaires est donné par dA = r dr df

En comparaison, rappelons que, avec les coordonnées cartésiennes, nous avions dA = dz dy.

Dans ce calcul informel, il y a plusieurs détails techniques qui ont été omis. Cependant,
I'utilisation de cette procédure dans la définition rigoureuse d’une intégrale, c’est-a-dire dans
laquelle on définit dr et df comme des constantes multipliées par %, suivies d’une limite lorsque
n — 0o, donne, apres passage a la limite, une erreur nulle.

Exemple 3.2.7 Masse.

Soit 0 < a < b < 27 des constantes et R la région

R:{(rcosf),rsin@)|a§9<573(9)<r (0) }’

<T
ou T'(6) et B(A) sont des fonctions continues et vérifient B(6) < T'(8) pour tout a < 6 < b.

Trouver la masse de R si la densité est f(x,y).

Solution. La figure ci-dessous, & gauche, est une esquisse de R. Notons que r = T'(0) est
la courbe extérieure, et r = B(0), la courbe intérieure.

gy =10

Divisons R en quartiers (comme des pointes de pizza) en tragant plusieurs droites avec
0 constant, dont les valeurs de 6 different d’une petite quantité df. La figure de droite,

1] faut mesurer les angles en radians.
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ci-haut, montre un de ces quartiers, borné par des lignes bleues.

On peut diviser un de ces quartiers en
sous-rectangles polaires, en tracant plu-
sieurs cercles avec r constant, dont les va-
leurs de r sont séparées par une petite
quantité dr. La figure ci-contre montre un
de ces sous-rectangles polaires en noir.

Concentrons-nous maintenant sur un de ces sous-rectangles polaires, disons celui qui
contient le point de coordonnées polaires (r, ). Comme nous l’avons vu a la formule 3.2.6
précédente :

* L’aire de ce sous-rectangle est approximativement donnée par dA = r dr df.

* Comme la densité de masse du sous-rectangle est essentiellement f(z,y) = f (r cos @, rsin@),

la masse de ce sous-rectangle est essentiellement f (rcos@, rsinf) rdrdf.

* Afin de trouver la masse d’un quartier, par exemple celui dont I’angle (polaire) varie
de 0 a 6+ df, nous additionnons simplement les masses des sous-rectangles composant
ce quartier. Cela se fait en intégrant par rapport a r, de sa valeur inférieure, soit B(6),
jusqu’a sa valeur supérieure, soit T'(f). La masse du quartier est alors

T(6)
[/ f(rcosé rsin&)rdr] de.

B(6)

* Finalement, afin de calculer la masse de R, nous n’avons qu’a additionner les masses
des différents quartiers, ce qui correspond a intégrer par rapport a 6, de sa valeur la
plus petite jusqu’a sa valeur la plus grande sur R, soit de a a b.

En conclusion,
b T
Masse(R) = / / f (rcos6, rsinf)rdrdf.
a JB(0)

Nous avons utilisé le mot « essentiellement » afin d’éviter certains détails techniques néces-
saires pour établir une démarche rigoureuse. La preuve rigoureuse de la formule 3.2.8 peut
étre obtenue avec ces mémes idées de base, mais nécessite de résoudre certaines erreurs
d’approximation. Cela est fait au paragraphe Justification de la formule du calcul de 'aire
en coordonnées polaires, plus bas.

De I'exemple précédent découle la formule du calcul de la masse de la région
R = { (rcos@,rsinf) ’ a<0<bB0O)<r<T) }

avec densité f(z,y), c’est-a-dire
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[ Formule 3.2.8 J

b T(0)
Masse (R) = / / f(rcos@, rsin®) rdrdf.
a JB(0)

Nous pouvons d’emblée adapter 'exemple afin de calculer des aires, en posant la densité a

Formule 3.2.9 ]

Soit R la région donnée par
R ={ (rcosf,rsinf) | a <H<b,0<r < o(0) },

ot §(0) = 0 est une fonction continue. Alors Uaire de la région R est égale a

b
Aire(R) = % / #(0)? do.

Démonstration. Pour obtenir I'aire de R, nous devons simplement lui attribuer une densité
égale & 1 et calculer sa masse. Ainsi, en vertu de la formule 3.2.8, avec f(x,y) =1, B(#) =0

et T(0) = ¢(0),

b rp(0)
Aire(R) = / / rdrdf.
a JO

On peut donc intégrer facilement par rapport a r, ce qui donne

Aire(R) = % / b¢(9)2 dh.

Remarque 3.2.10

L’expression %QS(H)Q df dans la formule 3.2.9 a une interprétation géométrique. En effet, il
s’agit de ’aire d’un secteur d’un disque de rayon ¢(0) (avec ¢(#) traité comme une constante)
qui sous-tend l’angle df. Cela s’explique par le fait que Iaire du secteur est la fraction %
de l'aire du disque complet, qui est 7¢(6)2. Ainsi, la formule 3.2.9 dit simplement que l'aire
de R peut étre calculée en découpant R en secteurs minces, puis en additionnant leur aire.

Y
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Exemple 3.2.11 Aire en coordonnées polaires.

Calculer Paire de la région du plan bornée par la rosace a trois pétales r = sin(36).

Solution. En observant la derniére figure de 'exemple 3.2.5, nous devons calculer le triple
de 'aire de la région

R = { (rcos,rsinf) ’ 06K g, 0 < r < sin(30) }

Ainsi, par la formule 3.2.9, avec a = 0, b = £ et R(f) = sin(36),

el

Aire(R) = %/3 sin®(36) df
0
1 5
= f/ (1 —cos(66)) do
4 Jo
1 1 5
= Z |:0 — 6 Sln(69):|0
-
12

Dans la premiére étape, nous avons appliqué l'identité de Pangle double cos(2¢) = 1 —
2sin?(¢). Sans surprise, les identités trigonométriques apparaissent souvent lorsque les co-
ordonnées polaires sont utilisées.

A vous de jouer 3.2.12

En utilisant les coordonnées polaires, évaluez l'intégrale qui donne 'aire de la région du
premier quadrant, sous la droite y = 10 et comprise entre les cercles x2 + y? = 400 et
2% — 20z +y? = 0.

Exemple 3.2.13 Volume avec coordonnées polaires.

Un trou cylindrique de rayon b est percé symétriquement au centre d’une sphere en métal
de rayon a > b. Calculer le volume du métal qui aura été enlevé.

Solution. Utilisons un systeme de coordonnées avec le centre de la sphere a l'origine
(0,0,0) et dont I’axe du cylindre coincide avec l’axe des z. Notamment, la sphere est donnée
par 2 + 32 + 22 < a2
Voici une esquisse de la portion de la 4

sphere dans le premier octant. Le trou percé
dans la sphere est tracé en rouge. Par symé-
trie, le volume total du métal enlevé sera huit
fois le volume de la partie enlevée du premier @ +yt+ 22 =a?
octant.

Ra

/

Nous devons donc multiplier par huit le volume du solide

VIZ{(.’E,y,Z) ’ (xvy)ERlv 0<z< \/az_x2_y2}
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avec comme région de base
Rlz{ (z,9) | 2+ 2 <V x>0, y;O}.
En coordonnées polaires :
V= { (rcosf,rsiné, 2) | (rcosf,rsinf) € Ry, 0< 2z < \/m },
Ri z{ (rcos,rsinf) | 0<r<hb, ogegg }
Nous suivons notre stratégie habituelle : diviser, additionner puis obtenir une intégrale lors

du passage a la limite. Nous découpons la région R en petits morceaux et additionnons le
volume des portions au-dessus de chacun de ces morceaux.

¢ Divisons donc R; en secteurs en tracant plusieurs droites avec 6 constant dont les
valeurs different d’une petite quantité df. La figure de gauche ci-dessous montre un
de ces secteurs, en bleu.

z z

/ /
X T

¢ Concentrons-nous sur un de ces secteurs, qu’on divise a son tour en « sous-rectangles
approximatifs » en tragant plusieurs cercles avec r constant. Les différentes valeurs
de r different d’une petite quantité dr. La figure de droite ci-dessus montre un de ces
« sous-rectangles approximatifs », en noir.

¢ Regardons de plus prés un de ces rectangles. Il contient un point dont les coordonnées
polaires sont (r,6). Comme nous 'avons vu & la formule 3.2.6 :

o Iaire de ce petit sous-rectangle est essentiellement dA = r dr df.

o La portion de V; qui se trouve au-dessus de ce sous-rectangle est essentiellement
un parallélépipede dont la hauteur est va? — r2 et dont la base a une aire de
dA = rdrdf. Ce solide est tracé en noir dans la figure ci-dessous. Ainsi, le
volume de la portion de V; qui se trouve au-dessus de notre « sous-rectangle »
est essentiellement va? — r2 r dr df.
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= .----.--.\--.- --

/
i

e Afin d’obtenir le volume de V;, nous devons donc calculer

/2 b
/ / Va2 —r2rdrdd.
0 0

Notons que l'intégrale a l'intérieur est indépendante de 6, ce qui s’explique par le fait
que le volume du solide obtenu (tracé en bleu dans la figure ci-dessous) ne change pas
lorsque 6 varie, c’est-a-dire lorsque nous effectuons une rotation par rapport a I’axe
des z. On peut donc la sortir de I'intégrale extérieure afin d’obtenir le produit de deux
intégrales (on peut comparer ce résultat au théoreme 3.1.7).

/2 b w/2 b
/ / vVaz—r2rdrdd = [/ d@] [/ \/a2T2T’dT‘|
0 0 0 0

a?—b?
Vi,
2 )

ot u = a® —1r?,

|

a

a?—b?

W32
=

>3
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=

/
x

¢ Finalement, nous devons multiplier par huit cette valeur. Le volume total du métal
enlevé est donc

Volume(V) = 8 Volume(V;)

= 4% [ag — (a2 — b2)3/2} .

Nous pouvons faire quelques vérifications avant de poursuivre.

¢ Si le rayon du trou est b = 0, aucun métal n’est enlevé. Notre réponse est cohérente
avec ce cas particulier.

¢ Si le rayon du trou est b = a, le rayon du trou est celui de la sphere, de sorte qu’on
enléve tout le métal contenu dans la spheére. A nouveau, dans ce cas, notre réponse

donne %7‘(’@3, le volume de la sphere.

. ) . . , 3/2
* Siles deux rayons sont mesurés en metres, le volume du solide enlevé, 4% {a?’ — (a® = v?) / } ,

a des unités de metres cubes, comme il se doit.

Les deux problemes précédents ont été énoncés, ou presque, en coordonnées polaires. Voyons
maintenant comment passer des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires, et recon-
naitre quand il est utile de le faire.

Exemple 3.2.14 Passage aux coordonnées polaires.

Transformer l'intégrale fol fox yv/x2 + y? dy dx en coordonnées polaires et ’évaluer.

Solution. Commencons par établir une expression du domaine d’intégration en coordon-
nées polaires.
De l'intégrale donnée, fol fom yv/ 2% + 32 dydz, on déduit que la région d’intégration est

D={(2,y)|0<2<1, 0<y<z},

qui est esquissée dans la figure de gauche ci-dessous. Il s’agit d’un triangle rectangle.
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y y:l’ y :7l'/4
1
7a:cose
r=1
D
l’ x

Voyons maintenant comment chacune des droites qui forment la frontiere de cette région
s’exprime en coordonnées polaires.

* [’axe des abscisses y = rsinf = 0 est simplement § = 0.

e La droite z = 1 est rcosf = 1 ou encore r = ﬁ.
* Finalement, dans le premier quadrant, la droite

sinf PN 9_1
cosf g

y=x <= rsinf =rcosf < tanf =

Ainsi, en coordonnées polaires, on peut écrire le domaine d’intégration sous la forme

1
R:{(r,a)‘ogegg, Ogrgcosﬂ}'

Transformons maintenant I'intégrande y+/x2 + y2. Nous avons x = rcosf, y = rsinf
et dedy = dA = rdrdf, de sorte que l'intégrande (incluant dA) devient

yv a2 +y2 dyde = (rsin) -r-rdrdd = r®sin 0 dr df.
Nous pouvons maintenant écrire notre intégrale en coordonnées polaires.

1 pz /4 pty
/ / yvx? + y? dyda:z/ / r3sin 6 drdf
0o Jo 0 0

L’intégrale par rapport a r traite 6 comme une constante, on peut donc sortir sinf de
I’intégrale intérieure.

1 pz w/4 =
/ / yva? +y? dydx z/ sin@/ 3 drdf
0o Jo 0 0

1/ 1
=- inf——— do
4 /0 Y st g

u = cosf, du = —sinf db

Effectuons le changement de variables.

Lorsque 6 = 0, u = cosf) = 1 et, lorsque 6 = 7, u = cos ) = 75 Ainsi,

1z 1 1/vV2 1
/ / yvx? + y? dydx:f/ —— du
0o Jo 4 )i u
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A vous de jouer 3.2.15

Soit la forme solide ressemblant & un cornet de creme glacée, délimitée par les fonctions
z = /22 4+ 42 et z = /18 — 22 — y2. Ecrire une intégrale en coordonnées polaires pour
trouver le volume de ce cornet de créme glacée.

Instructions : Entrer la fonction a intégrer dans la premiére case-réponse, en écrivant
theta pour 6. Selon l'ordre d’intégration choisi, entrer dr et dtheta dans 'ordre désiré dans
les deuxieme et troisieme cases-réponses avec un seul dr ou dtheta dans chaque case. Ensuite,
entrer les bornes d’intégration et évaluer I'intégrale pour trouver le volume.

B 6
I
o =

B:
’Y:

)=
Le volume demandé est

Exemple 3.2.16

Trouver laire de la région a l'intérieur du cercle r = 4cos#, mais a gauche de la droite
z=1.

Solution. Avant de commencer, vérifions que r = 4cosf est effectivement un cercle et
trouvons a quoi ressemble ce cercle. Dés lors, nous convertissons 1’équation r = 4cos @ en
coordonnées cartésiennes. En multipliant les deux c6tés par r, nous obtenons

r? =drcosf = 2’ +yt=4dr = (v -2)*+y° =4.

Ainsi, r = 4cosf est le cercle de rayon 2 centré en (2,0). Nous devons également trouver
les points d’intersection du cercle r = 4 cos f avec la droite x = rcosd = 1. En ces points,

1

p—yz = 4cost

rcos@=1et r=4cosf —

1
— cos?f = -

4

1 .
== cos9:§ puisque rcosf =1>0

7r

= 0=4—.
3
Voici une esquisse de la région qui nous intéresse, nommons-la R (figure de gauche). Nous
pourrions déterminer son aire en utilisant un peu de géométrie élémentaire, puisqu’il s’agit

d’un secteur circulaire duquel nous avons enlevé un triangle, comme illustré dans la figure
de droite.
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A
[/

T X
r =4cosf
r=1
Continuons cependant notre calcul en utilisant une intégrale double en coordonnées

polaires.

Puisque R est symétrique par rapport a I'axe des abscisses, 'aire de R est deux fois
I’aire de la portion de R qui se trouve au-dessus de 'axe des x. Nommons R cette moitié
supérieure de R. Notons que la droite £ = 1 en coordonnées polaires s’écrit sous la forme

r= Cols 7 Voici une esquisse de R;.
Remarquons que, sur Rq, pour tout 6 fixé 0 =r/3
entre 0 et 7, Y
. . N . > 73/ -
* sif < Z,alors r varie de 0 & -, tandis 0> /s ; r=4cosd
que A
0 < /3
* si > %, alors r varie de 0 a 4 cos 0.
x
_
r= cos 0
Ceci nous oblige naturellement & séparer en deux notre domaine d’intégration, soit a
0=2Z:

3

7/3 pl/cosf /2 pdcosf
Aire(Rq) = / / r drdf +/ / r drdf.
0 0 x/3 Jo

Puisque [ r dr = é +C,

/3 2 w/2
Aire(Rq) =/ A 6d9+/ 8 cos® 0 df
0 2 /3

|

I
+
®
=]
=

7|./3 71'/2
+ 4/ [1+ cos(20)] db
0 /3

sin(26) } /2
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et finalement Aire(R) = 2Aire(Ry) = 4 — /3.

A vous de jouer 3.2.17

En utilisant les coordonnées polaires, évaluez l'intégrale [ R sin(x? + y?) dA, ot R est la
région 1 < x? + y2 < 64.

Justification de la formule du calcul de I’aire en coordonnées polaires

Nous avons précédemment établi la formule du calcul de l'aire en coordonnées polaires, la
formule 3.2.9, de fagon peu rigoureuse. Nous avons notamment utilisé le terme « essentiellement »
a plus d’une reprise. Voyons maintenant la justification rigoureuse pour arriver a cette formule.

Soit 0 < a < b < 27. Dans 'exemple 3.2.7 et dans la preuve de la formule 3.2.9, nous avons
établi la formule

LA
Azi/a $(6) db

pour l'aire de la région

R = { (rcos6,rsinf) | a<0<b 0<r<gh) }
Tout au long de 'argumentation, nous avons ap- N
proximé l'aire de la région ombragée par dA = .
rdrdf. ,
7 rdé
ro.-
dy T ",

n

Nous allons justifier cette approximation sous I’hypothese qu’il existe M et L € R tels que
0<opO) <M et [¢0) <L

pour tout a < 6 < b, c’est-a-dire que ¢(f) est borné et que sa dérivée existe et est bornée
également.

On divise I'intervalle ¢ < 6 < b en n sous-intervalles de méme longueur Af = b*Ta Soit 67
le milieu du #*™ sous-intervalle. Sur ce 7*™ intervalle, 6 varie de 6 — A6 a 67 + $ A6, donc
|t9 — 9;“| < %A@.

En vertu du théoréme des accroissements finis,

¢(0) — R(07) = R'(c)(0 — 07)
pour un certain ¢ €6, 6. Comme |¢'(0)| < L, nous avons

|6(0) — R(97)| < L|o - 6]

: (%)
Ceci nous dit que la différence entre ¢(0) et R(6}) ne peut pas étre beaucoup plus grande que
0=0].

Sur le i™¢ sous-intervalle, le rayon 7 = ¢(6) prend des valeurs ¢(0) avec 6 vérifiant !9 -
07| < 3A6. En vertu de (), toutes ces valeurs de ¢(6) se situent entre r; = R(6;) — 3LA8 et

R; = R(6}) + %LAG. En conséquence, la portion de R définie par # dans le i'°™¢ sous-intervalle,
a savoir

1 1
Ri={ (reosf,rsing) | 6; — JA0<O<6; + 00, 0< 7 < o(0) },

A
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doit contenir completement le secteur circulaire
. . 1 . 1
{ (rcosf,rsinf) | 67 — §A9 <00+ §A9, 0<r<r}
et doit étre completement contenue dans le secteur circulaire

{ (rcosf,rsinf) | 6; —%Aﬁgﬁgﬁz‘—i—%AG, 0<r<R;}.

Y R,

Nous avons donc un secteur circulaire plus petit Uy
et un autre secteur circulaire plus grand que la région
R; a approximer. L’aire d'un disque de rayon p est
7p?. Sachant qu'un secteur circulaire de rayon p qui P,
sous-tend un angle A6 est la fraction 20 qu disque,
alors I'aire d’un secteur circulaire est Ae 7Tp = A29 p2. AQ

Ainsi, l'aire de R; est bornée par

Ihor2 = Lag R(0F) — SN, ’ ot LAOR2=1ag R(e*)+3LM i
227 T g A 277 T g )Ty

En développant
1 ? 1
{R(@;) + ZLAH] = R(07)? £ LR(6})A0 + ZL2A92
et puisque 0 < ¢(f) < M, nous remarquons que
2
R(07)? — LMAG + 4L2A92 [R E= LAG}
< R(07)* + LMAG + 4L2A92

AH

Ainsi, en multipliant par £%, on revient a borner laire de R; :

%R(&;)M@ - %LMM? + %L2A03 < Aire(R;)

1 1 1
< 5R(@;‘)%a + 5LMM2 + gL2A93.
L’aire totale A est donc bornée comme suit :

Z [ AO — 5LJ\4A92 + 8L2A93

i=1
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" T1 1
<ALY. {23(9;)%9 + 5LMAe2 + éL2A93 7

et

i=1
Sachant que Af = b_Ta7
1< LM (b—a)> L?(b—a)®
- 0:)2A0 — — —
2 ;R( i) 2 n + 8 n?

LM (b—a)? | I* (b~ a)
2 n 8§ n?2

Maintenant, évaluons la limite lorsque n — oo. Etant donné que

1 2 LM (b—a)?>  L?(b—a)?
JLH;O[QZRWAHQ n TR

=1

N2 2 \3
0=, P00

n n—00 n

1, . LM
*i/a (0)7do & lim ==

1 b
5/ $(0)% df (car L, M,a et b sont des constantes),

nous avons

LA
A:§/a 6(0)2 do,

soit exactement ce que nous voulions obtenir.

Exercices
Pour se pratiquer.
1. Considérez les points
(xlvyl) = (350)7 (5027212) = (17 1)7 (I37ys) = (07 1)7
(3347y4) = (_17 1)a ($57y5) = (_270)

Pour chaque 1 <7 < 5,
* esquissez, dans le plan zy, le point (x;,y;) et

* trouvez en coordonnées polaires r; et 6;, avec 0 < ; < 27, pour le point (z;,y;).

(a) Trouvez toutes les paires (r,0) telles que (—2,0) = (rcos@, rsind).
(b) Trouvez toutes les paires (r,8) telles que (1,1) = (rcos @, rsin8).

(c) Trouvez toutes les paires (r,8) telles que (—1,—1) = (rcos@, rsinf).
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3. Considérez les points

(3017y1) = (370)v (x2vy2) = (17 1)’ (xs,y3) = (07 1)7
(58471/4) = (_17 1)7 (x57y5) = (_270)'

Egalement, définissez, pour chaque angle 6, les vecteurs
e.(0) =cosf i+sind j, eg(f) = —sinf i+ cosb j.

(a) Déterminez, pour chaque angle 6, la longueur des vecteurs e, (6) et eg(6) et angle
entre les vecteurs e,.(0) et eg(f). Calculez e, (0) x eg(#) (en voyant e, () et ey(0)
comme des vecteurs & trois dimensions avec la composante k nulle).

(b) Pour chaque 1 < ¢ < 5, esquissez, dans le plan xy, le point (z;,y;) et les vecteurs
e.(0;) et eg(;). Dans votre esquisse des vecteurs, placez les sources des vecteurs

e, (0;) et eg(0;) & (zi, ).
4. Soit v=ai-+ bj un vecteur, r sa longueur et 6 'angle entre v et 'axe des x.
(a) Exprimez a et b en termes de r et de 6.
(b) Soit w = Ai+ Bj le vecteur obtenu en faisant tourner v d’un angle ¢ autour de

son origine. Exprimez A et B en termes de a, b et ¢.

5. Pour chacune des régions R esquissées ci-dessous, exprimez | fR f(z,y) dA comme une
intégrale itérée en coordonnées polaires de deux fagons différentes.

(a) (b)

Y=
y $2+y2=4——‘
x2+y2:4
- R
R
| | x
X x24+y?=1
(c) (d) _
y y y==x
Yy =2

T X

6. Esquissez le domaine d’intégration dans le plan zy pour chacune des intégrales en
coordonnées polaires suivantes.

2 %
(a) / / f(rcosf,rsinf) rdfdr
1 J=

jus
4



7.

10.
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(b) /4 /Smeﬂoss f(rcos,rsind) rdrdd
o Jo

2 %
(c) / / Veos? 04000 f(rcosf,rsinf) rdrdf
o Jo

Utilisez les coordonnées polaires afin d’évaluer chacune des intégrales suivantes.

(a) [[s(x+y)dA, ot S est la région dans le premier quadrant se trouvant  I'intérieur
du disque 22 + y? < a? et sous la droite y = /3x.

(b) [[gx dA, o S est le segment de disque z* +¢* < 2, z > 1.
(¢) [[r(z* 4 y*)dA, ou T est le triangle ayant pour sommets (0,0), (1,0) et (1,1).
(d) [f,In(z* +y?)dA, ot D est le disque 2% + 3 < 1.

Va—z2

. 2 3
Evaluez l'intégrale double itérée / / (2 + %) dyda.
o Jo

3 1
Evaluez // P dA.
r2 (1422 4+ 42)

Soit D la région du plan définie par 22+ y? < 2 et 0 <y < z. Calculer la valeur de
I'intégrale

// yva? +y?dA.
D

Pour mieux comprendre.

11.

12.

13.
14.

15.

Trouvez le volume & U'intérieur de la sphere 2 +1y% + 22 = 2 et au-dessus du paraboloide
2, ,2
z=x°+y°.

2

Soit a > 0. Trouvez le volume & lintérieur du cylindre 22 + (y — a)? = a? et entre les

moitiés supérieure et inférieure du cone z? = 22 + y2.
Soit a > 0. Trouvez le volume commun aux cylindres z2 + y? < 2az et 2% < 2ax.

Considérez la région E en 3 dimensions spécifiée par les inégalités z2 + 32 < 2y et
0< 2 < Va2 + 42

(a) Dessinez une image assez précise de E en 3 dimensions. S’assurer de montrer les
unités sur les axes de coordonnées.

(b) Utilisez les coordonnées polaires afin de trouver le volume de E. Notez que vous
allez utiliser les « coordonnées polaires » si vous résolvez ce probléme au moyen
des coordonnées cylindriques.

(a) Esquissez la région £ (dans le premier quadrant du plan zy) bornée par les courbes
x2+y2:2, x2+y2:4, y=ua, y=0.

La masse d’une lame mince dont la fonction de densité p(z,y) sur la région L est
donnée par M = [[,. p(z,y) dA.
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(b) Trouvez une expression pour M comme une intégrale en coordonnées polaires.

2xy
z24y?2”

(¢) Trouvez M lorsque p(x,y) =

/ In (1+x2 +y2) dz dy.
3y

1
16. Cette question concerne l'intégrale /
0 JV3

(a) Esquissez le domaine d’intégration.
(b) Evaluez lintégrale en transformant en coordonnées polaires.
17. Soit D la région dans le plan xzy bornée a gauche par la droite x = 2 et a droite par le
cercle 22 + y? = 16. Evaluez [, (22 + yQ)_?’/2 dA.

18. Dans le plan zy, le disque 22 + y? < 22 est coupé en 2 pieces par la droite y = x. Soit
D la piece la plus large.

(a) Esquissez D en incluant une description du centre et du rayon du disque donné.
Ensuite, décrire D en coordonnées polaires (r,6).

(b) Trouvez le volume du solide sous z = y/z2 4 y? et au-dessus de D.

19. Soit G la région de R? définie par 22 +y?> < 1,0 < = < 2y et y < 2z.
(a) Esquissez la région G.

(b) Exprimez l'intégrale | fg f(z,y) dA comme une somme d’intégrales itérées

JJ f(z,y) dxdy.

¢) Exprimez l'intégrale x,y) dA comme une intégrale itérée en coordonnées
g
polaires (r,6), ot x = rcos(f) et y = rsin(9).

o V2 p/A—y? Y 2,2
20. Considérez J :/ / ;ez TV dx dy.
0 y

(a) Esquissez la région d’intégration.
(b) Inversez l'ordre d’intégration.

(¢) Evaluez J en utilisant les coordonnées polaires.

21. Trouvez le volume de la région dans le premier octant sous le paraboloide

2 2
€z Y

Pour aller plus loin.

22. Soit D la région ombragée dans le diagramme. Trouvez la distance moyenne des points
dans D par rapport a l'origine. Vous pouvez utiliser le fait que, pour tous les nombres
naturels n > 2,

/cos”(x) dzx = cos" " (x) sin(z) + 2= ! /COSn_Q(m) dz.

n n
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Y

r =1+ cos(§)
r=1
x
23.

Un percolateur & café symétrique peut contenir 24 tasses - Y
lorsqu’il est plein. L’intérieur a une section transversale cir-
culaire qui se rétrécit d’un rayon de 3" au centre a 2 a la 197
base et au sommet, qui sont séparés de 12”. La surface de
délimitation est parabolique. Ou doit étre placée la marque

indiquant le niveau de 6 tasses? vl
24. Considérez la surface S donnée par z = e+’
(a) Calculez le volume sous S et au-dessus du disque 22 + y? < 9 dans le plan zy.

(b) Le volume sous S et au-dessus d’une certaine région R dans le plan zy est

1 L 2 27V,
/ (/ er Ty da:)der/ </ ety dx)dy
0 0 1 0

Esquissez R et exprimez le volume comme une seule intégrale itérée avec 1'ordre
d’intégration inversé. Ne calculez aucune intégrale dans la partie (b).

3.3 Applications des intégrales doubles

Les intégrales doubles sont trés utiles non seulement pour calculer des aires, des volumes
ou des masses, mais aussi pour plusieurs autres applications. En voici quelques-unes qui font
intervenir les intégrales doubles.

Valeurs moyennes

Il est commun de définir et d’étudier la valeur moyenne d’une fonction d’une variable. Nous
étendons cette notion aux fonctions de deux variables. Commengons par un rappel.

Définition 3.3.1
La moyenne d’un ensemble de n nombres f1, fo, -+, f, est

ittt/
" .

f=

Supposons maintenant que nous voulons calculer la valeur moyenne d’une fonction f(z,y)
pour (z,y) parcourant une région R dans le plan. Une approche naturelle afin de définir ce qu’on
entend par la moyenne de f sur R consiste a :

¢ Fixer un naturel n.
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Subdiviser R en petits carrés approximatifs de coté Ax = % = Ay. Par exemple, cela peut
se faire en subdivisant des tranches verticales en petits carrés, comme a l’exemple 3.1.12.

Numéroter les carrés dans n’importe quel ordre Ry, Ro, ..., Ry, ou N est le nombre total
de carrés.

Choisir, pour chaque 1 < i < N, un point sur le °™¢ carré que I’on nommera (xF,yr), de
sorte que (z},y;) € R;.

La valeur moyenne de f en ces points est

' Zfil 1 Zfil Az Ay

Nous avons transformé la fraction donnant la moyenne en un rapport de sommes de Rie-
mann.

iﬁ:f(x* ) = SN fany) SN faryl) Az Ay
N 0 - _
i=1

En ayant des sommes de Riemann, ’étape suivante est claire : il faut évaluer la limite lorsque

Sz f(m,y) dzdy

n — oo pour obtenir la valeur exacte, c’est-a-dire A Cela nous mene a la définition
R

suivante.

Définition 3.3.2

Soit f(x,y) une fonction intégrable sur une région R du plan. La valeur moyenne de f sur
R est

//Rf(ﬂc,y)dA
//RdA '

f=

Exemple 3.3.3 Valeur moyenne.

z
2,20 .2 _ 2
Soit @ > 0. Une montagne a une hauteur don- "ty +z2=a
née par z(z,y) = +/a?— a2 —y? au-dessus de
chaque point (z,y) de la région R = { (z,y) | 2* + sl
y? < a?,z <0 }. Trouver la hauteur moyenne. m y
x

Solution. D’apres la définition 3.3.2; la hauteur moyenne est donnée par

[l 2@ y)dA  [fp/a? — 2% —y2dA
JJr dA - [/ dA '

z =

Les intégrales du numérateur et du dénominateur peuvent étre calculées en les interprétant
géométriquement.

* Le numérateur [, z(z,y)dA = [[+\/a? —2? —y?dA est interprété comme le vo-

lume de
{(J;,y,z)‘m2+y2<a2, r<0,0<2< az—mQ—yQ}
:{ (x,y,z)}x2+y2+22<a2, x <0, zZO},

qui est le quart du volume d’une sphere de rayon a, c’est-a-dire %Wag.
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¢ Le dénominateur f fR dA est laire de la moitié d’un disque de rayon a, c’est-a-dire

12
27'('(1.

Ainsi, la hauteur moyenne est
B %ng 2
2= — = —qQ.

1.2
STa 3

Il faut noter que ce nombre est positif et plus petit que la hauteur maximale a, ce qui est
cohérent.

A vous de jouer 3.3.4

Find the average value of f(x,y) = 3z*y° over the rectangle R with vertices (—2,0), (—2,6), (2,0), (2,
Average value =

Il n’est pas rare de vouloir calculer la valeur moyenne d’une fonction f(x,y) sur une région
R tout en faisant que certains points ont un réle plus important dans le calcul de cette moyenne.

Une fagon de faire cela consiste & considérer une « fonction poids » w(x,y) > 0 telle que le
w(z1,y1)
w(z2,yY2)

le point (z1,y1) est % fois plus important que le point (x2,y2) dans le calcul de la moyenne.
Cela nous mene a la définition suivante.

quotient donne l'importance relative de (x1,y1) par rapport & (x2,ys2), c’est-a-dire que

Définition 3.3.5

Soit f(x,y) une fonction continue définie sur une région R du plan, et soit w(x,y) > 0 une

fonction poids sur R. Alors
J[ 1@ty aa

//Rw(fay) dA

est la moyenne pondérée de f sur R avec la fonction poids w(z,y).

Notons que si f(z,y) = F est une constante, alors la moyenne pondérée de f est évidemment
F.

Centre de gravité

Une application importante de la moyenne pondérée est le calcul du centre de gravité, ou
centre de masse. Si un objet est supporté en son centre de gravité (dans un champ gravitationnel
uniforme), il sera en parfait équilibre. Dans un cours de calcul intégral & une variable, on établit
que le centre de gravité d’une tige horizontale dont la masse est distribuée uniformément et dont
la densité est p(z), avec x allant de x = a & & = b, se trouve &

/abx p(z) dz

/ab p(x) dx .

Ceci revient a dire que le centre de gravité est la moyenne des abscisses affectées du poids donné
par la densité.

T =
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Passons maintenant au cas d’une plaque mince (d’épaisseur négligeable mais constante) oc-
cupant une région du plan.

-

Formule 3.3.6 Centre de gravité. ]

Soit R une région du plan Ozy et soit p(x,y) une fonction de densité intégrable sur R,
représentant la densité surfacique d’une plaque mince occupant R. Le centre de gravité de
la plaque est le point (T,7) ou

= moyenne pondérée de x sur R

//mpxydA //xpa:ydA
// (x,y)dA Masse(R)

Yy = moyenne pondérée de y sur R

//ypxy¢4 //ypxy
/ / (.0 d Masse(R)

Si la densité est constante, le centre de gravité est souvent appelé le « barycentre » de R ou
son « centroide ».

[ Formule 3.3.7 Centre de gravité (centroide). ]

Soit R une région du plan. Le centroide de R est le point (Z,y) ot

Jrn Jfees Jfves Jf v

T =

//R AR y //R i Aine(R)

Exemple 3.3.8 Centre de gravité.

Déterminer le centre de gravité d’une plaque mince de densité constante occupant la région
R={(x,y)|a<

dans le plan Oxy.
Afin d’ utlhser la formule 3.3.7, décou-

pons la région R verticalement, comme
illustré dans la figure ci-contre. Nous
avons que 'aire de R est

el L
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Avec la formule 3.3.7, nous obtenons

[ eaas k[ L[ ot - B
— xd :—// xdydw:—/ z|T(z) — B(x)|dx,
A R Aa B(x) Aa

1 1 b @ 1 [[T(x)? B(x)?
Z//RydA_Z/a /B(w)ydydm—A/Q[ 5 T 5 }dm.

Exemple 3.3.9 Quart de disque.

8l
I

|
Il

Calculer le centroide du quart de disque
Dz{ (z,9) | r>0,y>0, 22 +y?<d® }

1. Nous pourrions appliquer les formules obtenues dans I’exemple précédent, mais utilisons
plutot la formule 3.3.7.
L’aire du disque D est iﬂ'az, de sorte que nous avons

__JlpwdA [ [pydA
T=""1_—75 y="—"1_—->5"
Zﬂ'a Z’ﬂ'a
Evaluons / fDdi avec des tranches horizontales,
comme illustré dans la figure ci-contre.

Nous avons alors que

donc

_ 4 [a? 4a
T=—|=|=——.
ma? | 3 3
Par symétrie, nous aurons que y = 7.

2. Utilisons encore les intégrales de la formule 3.3.7, mais calculons avec des coordonnées
polaires. Nous avons notamment que, en coordonnées polaires, notre domaine d’intégration
est

D={(r0)|0<r<a, 0<0<7/2}.

L’aire de D est iwaQ. Nous avons par ailleurs

/2 ra
// di:/ / r cos@ rdfdr
D 0 0
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= (/07?/2(3080 d0> </Oar2>

Ainsi,

Par symétrie, y = .

Exemple 3.3.10 exemple 3.2.16 revisité.

Trouver le centre de gravité de la région R
située a l'intérieur du cercle r = 4cosf et a
gauche de la droite x = 1, illustrée ci-contre.

r =4cosf

r=1

Solution. Nous avons vu, a 'exemple 3.2.16, que r = 4 cos 6 est le cercle de rayon 2 centré

n (2,0), dont I'équation cartésienne est (x —2)? + y? = 4.

On remarque que R est symétrique par rapport a ’axe des x, de sorte qu’'on s’attend a
ce que son centre de gravité se trouve sur cet axe, c’est-a-dire que § = 0. Afin de confirmer
ce résultat avec notre définition, remarquons que [ fR y dA a un domaine d’intégration R
invariant par la transformation y — —y (c.-a-d. la réflexion par rapport & 'axe des ) et que
son intégrande y est une fonction impaire. Ainsi, f fR y dA = 0 et, par conséquent, § = 0.

Trouvons maintenant 7 :

__ JlpzdA
T Jfpdd

Nous avons déja trouvé, dans ’exemple 3.2.16, que 'aire de la région R est

J[ aa=5-va

Nous devons donc seulement calculer [ xdA. Soit R; la moitié supérieure de R. En

coordonnées polaires, comme dans l'exemple 3.2.16,

/3 1/0059,_/\‘ /2
// rdA = / (rcosf) rdrd0+/ /
R1 0 0 0
/2

4 cos 6 ,_/\“
(rcos®) rdrdd

1/ cos@ 4cosf
:/ cos@/ 2drd9+/ 0059/ r2 dr do
0 0 /3 0

/3 2 /2 4
:/ sec”f dH—l—/ 6—00549 de.
0 3 w/3 3
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La premiére intégrale se calcule aisément si I'on se souvient que tan 6 est une primitive
de sec? §. Pour la seconde intégrale, nous utilisons la formule des angles doubles cos? § =
1+4cos(20) .
et

costh = (cos 9

1+00829>] i [1+2cos(26) + cos”(26)]

1 + cos(460)
2
cos2 0) n cos(40)'

1
=1 [1—1—2005 20) +
_3.
8

oo

Ainsi,

/3 64 [3 sin

// rdA = 1tan@
R1 3 0

1 64
= — 3 —
3><\f+3

—2V/3.

Finalement, par symétrie, nous avons que

//Rdi:2//Rldi,

25 -2v8) _ - 48
R 2
Remarquons que T = 0.59, en accord avec le fait que 0 < & < 1 sur R. De plus, dans la

région R, il y a une plus grande portion des points qui se situent plus prés de x = 1 que de
x = 0. Il est donc cohérent que T se situe entre % et 1.

de sorte que

T =

A vous de jouer 3.3.11

Une lame mince de la forme d’un disque occupe la région du plan délimitée par x2+y> < 16
dans le premier quadrant.
Sa densité est donnée en chaque point (z,y) par la fonction p(z,y) = 2(z? + y?).
(a) Quelle est sa masse totale ?
(b) Quel est son centre de masse ? (

Exemple 3.3.12 Calcul d’une intégrale a 1’aide du centre de gravité.

V2r—a?
Evaluer / / (2z + 3y) dy d.

V2z—z?
Solution. Cette intégrale peut étre évaluée sans la calculer. Cette fois-ci, I’astuce consis-
tera a relier cette intégrale a un centre de masse. En vertu de la formule 3.3.7,

//72di =Z Aire(R) et //RydA =y Aire(R).
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Par conséquent, on pourra plus facilement évaluer [[, xdA et [[ ydA, en supposant que

la région R est assez simple et symétrique pour que son aire et son centre de gravité puissent
étre trouvés facilement.

C’est le cas dans cet exemple. On peut écrire

2 2z —2x2 2 V2zx—x2
/ / (22 + 3y) dydx = 2/ / rdydz
0 —V2x—x? 0 V2x—x?

2 V2x—x2
+ 3/ / y dydz| .
0 —V2x—x2

y2:2x—1‘2:1—(x—1)2 = (x—1)2+ 2 1.

Remarquons que y = +v/2z — 22 équivaut a

Y
Notre domaine d’intégration est donc le =1 dz
disque R = { (z,y) | (@ —1)2 + 3> <1 } de y ..
rayon 1 et centré en (1,0), illustré ci-contre. g\
(1,0) (2,0)
(-1 +y*=1
—

Ainsi, laire de R vaut 7, et son centre de gravité est (Z,7) = (1,0). Nous pouvons donc
évaluer 'intégrale de départ.

2 pV2z—z?
// (2x+3y)dydx:2//di+3//ydA
0o Jovaz=az R R
=27 Aire(R) + 37 Aire(R) = 27
A vous de jouer 3.3.13

A lamina occupies the part of the rectangle 0 < x < 5, 0 < y < 6 and the density at each
point is given by the function p(x,y) = 5z + 3y + 3.
A. What is the total mass?

B. Where is the center of mass? (
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Moment d’inertie

Considérons une plaque mince occupant une région R du plan Oxzy, de densité p(z,y) kg/m?
et qui est en rotation autour d’un certain axe & une vitesse angulaire wrad/s. Nommons I’axe
de rotation A. Nous allons déterminer 1’énergie cinétique de la plaque. Rappelons que 1’énergie
cinétique d’une particule de masse m qui se déplace avec une vitesse scalaire v est %va.

Pour obtenir I’énergie cinétique de la plaque au complet, nous la découpons en petits mor-
ceaux rectangulaires (ceux preés du bord de la plaque ne sont pas nécessairement rectangulaires).
Cependant, comme nous I'avons vu au paragraphe justifiant la formule pourdA, a la fin de
la section 3.2, il est possible de faire les choses en toute rigueur. Pensons donc que chaque
petit rectangle est essentiellement une particule ponctuelle. Si le point (x,y) sur la plaque se
trouve & une distance D(z,y) de laxe de rotation A, alors, & mesure que la plaque tourne, le
point (z,y) parcourt un cercle de rayon D(z,y). La figure de droite ci-bas montre ce cercle, vu
perpendiculairement a ’axe de rotation.

A

Soit D(x,y) la distance entre la position (x,y) d’une particule sur la plaque et l'axe de
rotation A, ainsi la trajectoire du point (z,y) est un cercle de rayon D(z,y) (voir la figure de
droite ci-dessus). L’arc circulaire que le point (z,y) décrit pendant une seconde autour de l'axe

de rotation sous-tend l'angle w radians, qui est la fraction 5= d'un cercle complet, et donc a une

longueur 3= (2 D(x,y)) = w D(z,y). En conséquence, le rectangle qui contient le point (x,y) :

* se déplace a une vitesse w D(z,y),
* a une aire dx dy, et donc

* a une masse p(z,y)dxdy, et

* son énergie cinétique est

m v?

(o) drdy) (@ D) = 5% D) *ple,y) do dy.

N

Ainsi, au moyen de notre procédure habituelle de limite de sommes de Riemann, 1’énergie ciné-
tique totale de la plaque est

1 1 1
/ / L D(a,y)? pla,y) dA = S / / D(e.y) pla,y) dA = 2140,
n 2 2 J)x 2

ou I 4 définit le moment d’inertie.

Définition 3.3.14 Moment d’inertie.

Soit R une région du plan Ozy, p(x,y) une fonction de densité intégrable sur R, et A un
axe de rotation. Si D(z,y) désigne la distance du point (z,y) a 'axe A, alors le moment
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d’inertie de R par rapport a 'axe A est
Iy :/ D(x,y)’p(z,y) dA.
R

En particulier, le moment d’inertie par rapport a l'axe des y est

I, = // x? p(z,y) dA,
R

et le moment d’inertie par rapport a 'axe des x est

Iac:// y? pla,y) dA.
R
Limv?, avec la

Remarquons que ’expression %I 4 w? de Dénergie cinétique est semblable & 5
vitesse v remplacée par la vitesse angulaire w, et la masse m remplacée par le moment d’inertie
I 4, qui peut étre interprété un peu comme une « masse ».

Jusqu’a présent, nous avons pris pour acquis que le mouvement de rotation a lieu dans le
plan Ozxy. Nos arguments s’étendent naturellement a trois dimensions. Les formules résultantes
font appel a des intégrales triples. Elles seront traitées ultérieurement.

2

Exemple 3.3.15 Disque.

Trouver le moment d’inertie par rapport a ’axe des abscisses du disque R borné par le
cercle 22 4 y? = a?. Supposer que la densité est constante et égale & 1.

Solution.
La distance entre n’importe quel point Y

(z,y) sur le disque et 'axe de rotation est |y|.
Ainsi, le moment d’inertie recherché est

R

I, = // y* dA. T

En passant aux coordonnées polaires,

yZ

27 ,—/A 27 a
/ / rsin@)? rdrdf = [/ sin Qdﬂ} {/ 3 dr}
0
2m 2
:—/ sm9d9f—/ 1= COS%) de

Iy

B af 0 sin(20)1°"
-8 2,
1

= *7'['0,4.

N
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Exemple 3.3.16 Cardioide.

Trouver le moment d’inertie par rapport a ’axe des Y
z de la région R limitée par la cardioide r = a(1+cos 6)
du plan Oy, illustrée ci-contre (avec a = 1), comme & R
I’exemple 3.2.4. Prendre pour acquis que sa densité est

279

constante et égale a 1.

r = a(l + cosf)

NG

Solution. Comme nous l’avons mentionné plus haut, la formule pour I4 de la défini-
tion 3.3.14 reste valable quand l'axe de rotation n’est pas contenu dans le plan Oxy.
On doit simplement s’assurer que la fonction D(z,y) est vraiment la distance du point
(x,y) & axe de rotation. Dans cet exemple, 'axe de rotation est I'axe Oz, de sorte que

D(z,y) = \/22 + y2, et le moment d’inertie est

Iy= //R(a;2+y2)dA.

Un changement aux coordonnées polaires donne

27 pa(l4-cos @) 27 pa(l4-cos @)
IA:/ / 7“2><rdrd9:/ / 3 dr df
0 0 0 0
4 27

(14 cos6)* db

27
(14 4cosf + 6cos® 0 + 4cos® O + cos* ) do.

J
J

a
4
ad
4

Or,
27 2
/ cos@d@zsin@‘ =0,
0 0

2 27 1 1 . 2
/ cos?0dh = / M dd == |0+ sin(20) =,
0 0 2 2 2 0

27 2 . 0
/ cos® 0 df = / cos0[1 — sin® 0] df u=gin / (1 —u?)du=0.
0 0 0

Afin d’intégrer cos? 8, nous faisons appel aux formules des angles doubles :

COS2 0= M
a 2
— cos?d = (cos(26) +1)° - cos?(20) + 2 cos(26) + 1
4 4
_ % +2cos(260) + 1
4
3 1 1
=3 + 3 cos(20) + 3 cos(46),

ce qui donne

21 4 2m 3 1 1
cos* 0df = — + —cos(20) + = cos(40) | db
o . 1872 8
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—§><2 4—1><0+1><0—§
T8 8 VT4
Finalement,
at 3
IA:Z 27r+4><0+6><7r+4><0+17r
5
)

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Pour chacun des cas suivants, évaluez 'intégrale double donnée sans utiliser les intégra-
tions. Plutot, interprétez ces intégrales en termes, par exemple, d’aires ou de valeurs

moyennes.
a) [[p(z+3) dA, ot D est la moitié¢ du disque 0 < y < V4 — 22
b) [[r(z+y) dA, ot R est le rectangle 0 <z < a, 0 <y <b.

2. Trouvez le centre de masse de la région D dans le plan zy définie par les inégalités
2?2 <y < 1, en assumant que la fonction de densité est donnée par p(z,y) = y.

Pour mieux comprendre.

3. Soit R la région bornée & gauche par z = 1 et a droite par z2 +y? = 4. La densité dans
R est

1
p(z,y) = \/TTQ/Q
(a) Esquissez la région R.
(b) Trouvez la masse de R.
(¢) Trouvez le centre de masse de R.
Note : Vous pouvez utiliser [sec(f) df = In|sec + tan 6|+ C.

4. Une plaque mince de densité uniforme 1 est bornée par ’axe des z et des y positives et
le cardioide y/x2 +y2 = r = 1 + sinf, qui est donné en coordonnées polaires. Trouvez
la coordonnée x de son centre de masse.

5. Une plaque mince de densité uniforme k est bornée par les axes des x et des y positives
et le cercle 22 + y? = 1. Trouvez son centre de masse.

6. Soit R le triangle dont les sommets sont (0,2), (1,0), et (2,0). Soit R ayant la densité
p(z,y) = y?. Trouvez i, la coordonnée y du centre de masse de R. Vous n’avez pas a
trouver .

7. La distance moyenne d’un point dans une région plane D par rapport au point (a,b)
est définie par

/ V(z —a)?+ (y—b)2 dA,

ot A(D) est laire de la région plane D. Soit D le disque unitaire 1 > z2 + y2. Trouvez
la distance moyenne du point dans D par rapport au centre de D.



3.4. INTEGRALES TRIPLES 281

8. Un croissant métallique est obtenu en enlevant I'intérieur du cercle défini par I’équation
22 + y? = z de la plaque métallique de densité constante 1 occupant le disque unitaire
2? +y? < 1

(a) Trouvez la masse totale du croissant.

(b) Trouvez la coordonnée = du centre de masse.

37

Vous pouvez assumer le fait que f:/r 32 cos*(0) df = 3.

9. Soit D la région du plan zy qui se trouve a l'intérieur du cercle 22 + (y — 1)? = 1, mais
a Vextérieur du cercle 22 + y? = 2. Déterminez la masse de cette région si la densité est
donnée par

2

T,Y) = —.
o) = ——s =

Pour aller plus loin.

10. Soit a, b et ¢ des nombres positifs, et soit T' le triangle dont les sommets sont (—a,0),
(b,0) et (0,c¢).

(a) En assumant que la densité est constante sur T, trouvez le centre de masse de T'.

(b) Les médianes de T sont les segments de droites joignant un sommet de 7" au point
milieu du c6té opposé. C’est un fait bien connu que les trois médianes se croisent
en un point, qui est connu comme étant le centre de gravité de T. Montrez que
le centre de gravité de T est son centre de masse.

3.4 Intégrales triples

Les intégrales des fonctions & trois variables sur une région £ de R? sont définies en suivant
la méme procédure que celle pour les fonctions a deux variables. On divise £ en plusieurs petites
régions qui ont la forme de parallélépipedes rectangulaires, puis on multiplie le volume de ces
petites régions par la valeur prise par f sur un point d’échantillonnage se trouvant dans chacune
des régions. On additionne le tout pour obtenir une intégrale triple aprés un passage a la limite.
Cependant, 'interprétation est un peu différente. Une fagon de concevoir ceci consiste a penser
que f est une fonction de densité de masse. L’intégrale résultante donnera alors la masse totale
du solide. Si f vaut 1, cette intégrale mesurera le volume de la région considérée.
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Parallélépipédes rectangulaires

Supposons pour commencer que £ est un parallélépipede rectangulaire, c’est-a-dire £
[a,b] x [c,d] x [r,s]. On divise l'intervalle [a,b] en n sous-intervalles de longueur Az = b%
Ceci revient a poser x; = a + iAz, ou i € {0,1,...,n}. On effectue la méme démarche po
les intervalles [c,d] et [r, s], que I'on divise en m et | sous-intervalles de longueurs Ay = 4=¢
et Az = 7% respectivement, et en posant y; = ¢+ jAy, ou 0 < j < m, et 2, = r + kAz, ou
0< k<l

Pour 4,7,k fixes, on considere la boite [z;_1, ;] X [yj—1,y;] X [2k—1, 2], & Vintérieur de
laquelle on choisit un point d’échantillonnage p;kjk = (x;?‘jk, yjjk, z;"jk). Le volume de la boite
est AV = Az Ay Ax. Ce volume est multiplié par la valeur de f(xfjk, Yk Z;‘jk) pour former la
triple somme de Riemann

Q

= .

m

Z f(P;:kjk)AV = Z Z Z f(xrjka y;:'}k, Z;jk)AZ Ay Az.

n
ik i=1j=1k=1

Lorsque n, m et [ tendent vers l'infini, avec un peu de chance, la somme ci-dessus tend vers un
nombre réel, peu importe le point d’échantillonnage choisi. On dira alors que f est intégrable.
La continuité de f est une condition suffisante pour assurer 'intégrabilité.

Définition 3.4.1

Soit €& = {(z,y,2) €ER3|a <z <b, c<y<d,r<z<s} et fune fonction continue dans
une région contenant £. Alors, f est intégrable sur &, et 'intégrale de f sur &£ est

l

///g flz,y,z) dV = nm%,iigoo Z Z Z F@5ns Yijeo 2i6) Az Ay Aw.

i=1j=1k=1

On écrit aussi, de fagon plus concise, [[[. f dV.

Le choix du point d’échantillonnage et I'indépendance de ce choix laissent beaucoup de liberté.
Un choix particuliéerement pratique consiste a choisir les z7;; qui dépendent de ¢ seulement, soit

z7;, = a7, et a faire la méme chose pour les autres coordonnées de p;;;. La triple somme de
Riemann modifiée en conséquence devient

n m 1

SOSTS fatyl2p) Az Ay A

i=1 j=1k=1

On voit immédiatement que la somme intérieure est a son tour une somme de Riemann pour
une intégrale simple :

l s
i 3 sGetvioah) = [ gt o)

Cette intégrale est une fonction de z7 et y; seulement, disons g(x?, yj)
Remplacons dans la triple somme originale, ce qui nous donne

DY gty Ay A,
i=1 j=1

qui est a son tour une somme de Riemann pour l'intégrale double

b d
//9(I7y)dydw-
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Une fois la substitution de g par son expression comme une intégrale par rapport a z faite, nous
obtenons (si toutes ces intégrales existent) le résultat suivant.

( Théoréeme 3.4.2 ]

Soit £ ={(z,y,2) ER3|a<ax<b, c<y<d,r<z<s} et f continue sur £. Alors,

//gfdV:/ab/cd/rsf(x’y’Z)dZdydx:/cd/ab/rsf(m»y,z) dzdx dy.

Notons que la deuxiéme égalité suit du théoreme de Fubini pour les intégrales doubles. Par
ailleurs, rien ne nous oblige a considérer la somme par rapport a k comme étant la somme inté-
rieure dans notre argument précédent. Il y a en fait 6 ordres possibles d’intégration. Le théoréme
de Fubini dit, plus généralement, que le résultat est indépendant de ’ordre d’intégration.

Exemple 3.4.3

Soit €& = {(7,9,2) e R3|0< 2 <1, 1 <y<2,0<2<3}et f(z,y,2) = xz +y>. Calculer
Vintégrale [[[. fdV.
Solution 1. Nous avons, en vertu du théoreme 3.4.2 :

///de /// (22 + ") dzdydx_//[xz +yz] j’ dy da
[ oo [ ]

r=1 27
[9:0 + 45z ] 0= 5"
Solution 2. Remarquons que nous aurions pu procéder autrement, non seulement pour ce
qui est 'ordre d’intégration, mais aussi en analogie avec ce qui a été vu au théoreme 3.1.7
pour les intégrales doubles. En effet, notre domaine d’intégration est un parallélépipede
rectangle, alors

//Lfdvz/oll/lz/og(m;yg) dxgdyda: 1 2 3
o L U e Lo ] L

1 9 15 27
=-.1.241.2.3="2"2,
2 2+ 4 5 2
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Régions plus générales

Pour considérer des régions plus générales, c’est-a-dire qui ne sont pas nécessairement des
boites rectangulaires, mais qui sont tout de méme bornées, on procede comme suit. Nous incluons
cette région, disons R, dans un parallélépipede rectangle B et nous définissons une nouvelle
fonction f qui coincide avec f (que nous supposons continue) sur £, mais qui vaut 0 ailleurs. On

définit alors
[ = f]f e

La fonction f n’est pas continue, mais si £ est raisonnable, cette intégrale existe. Dans la
pratique, on s’intéresse aux intégrales de fonctions sur des régions qui sont relativement simples.
La difficulté pour I’évaluation de ces intégrales est surtout dans ’écriture des bornes. Il importe
donc d’avoir des descriptions convenables des régions d’intégration et de leurs frontieres.

Une région élémentaire dans R? est une région obtenue en permettant a I’une des coordonnées
de parcourir un intervalle, la valeur de la seconde coordonnée étant bornée par deux fonctions
continues par morceaux définies qui dépendent de la premiere variable. Plus formellement, une
région élémentaire du plan est une région définie selon une des formes suivantes.

ug(z)} (*)

<
<wv2(y)} (x)

Définition 3.4.4

Une région élémentaire dans R? est une région obtenue en permettant & I'une des trois
coordonnées de varier entre les valeurs de deux fonctions (continues par morceaux) des
deux autres coordonnées. Ces fonctions ont pour domaine une région élémentaire de R? (les
régions D ci-bas).

{(x,y,z) € R3|(I’,y) eDC Oxy7¢l(x7y) <z< ¢2($,y)} (T)
{(x’y7'z) € R3|(x,z) eDcC Omﬂﬁl(%z) <Y< 1#2(35’2)} (JHL)
{(z,y,2) € R%|(y,2) € D C Oyz,m(y, 2) <z <1p2(y, 2)} (t11)

Supposons, par exemple, que £ est de la forme (}) et que, a son tour, D est de la forme (x).
Notre intégrale triple s’écrit

¢2(x,y)
[[[rav=][ ( [ s dz) 14
1(z,y)
uz(z) po2(z y)
/ / / (z,y,2)dzdy dx.
(bl(x’y

Bien entendu, il y a plusieurs autres configurations possibles, 6 au total. Tout dépend de la fagon
dont le domaine d’intégration £ est donné.

Les intégrales triples ont des propriétés analogues a celles des intégrales doubles, énoncées
dans le théoreéme 3.1.6. En pratique, les régions qui nous intéressent sont des régions qui peuvent
étre découpées en un nombre fini de régions élémentaires. Comme mentionné ci-dessus, la com-
plexité dans 1’évaluation d’une intégrale triple est souvent d’établir les bornes d’intégration.
Voyons quelques exemples.
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Exemple 3.4.5

Soit

2 r2-y p(2-y)/2
I:/ / / flz,y,2) dxdz dy,
o Jo 0

ol f est une fonction intégrable. Ecrire les intégrales itérées équivalentes dans les ordres
d’intégration dy dx dz et dx dy dz.

Solution. Afin de nous faire une idée du domaine d’intégration, nommons-le £. Il convient
de remarquer que

* la valeur de y (intégrale extérieure) varie globalement entre 0 et 2;
* pour chaque y dans cet intervalle, la valeur de z varie entre 0 et 2 — y;
* pour chaque (y, z) vérifiant ces conditions, la valeur de x varie entre 0 et Z_Ty
La région d’intégration est donc
5:{(x,y,z)|0<y<2,0<z<2—y7nggﬂ}. (%)

Afin de faire une esquisse de &, considérons les portions de cette région qui coupent les
plans d’équation y = Y, avec Y € [0,2]. Nous faisons ceci, car y est la derniére variable
d’intégration. Nous devons avoir, d’apres la description de £ ci-dessus, 0 < 2 < 1—-Y/2 et
0 <z <2-Y. Cela revient a dire que les sections sont des rectangles dont les cotés ont
pour longueur 1 — Y /2 et 2 — Y. Par exemple, a Y = 0, c’est-a-dire dans le plan Ozz, la
portion de & est un rectangle dont les sommets sont (0,0,0), (0,0,2), (1,0,2) et (1,0,0).

z z

r=(2-Y)/2
(0,Y,2-Y)

z=2-Y

De plus, Y varie entre 0 et 2. Ainsi, notre so-
lide £ est formé d’un amoncellement de rectangles
comme ceux décrits ci-dessus, les uns a co6té des
autres, empilés verticalement le long de 'axe des y.
A mesure que l'on avance le long de cet axe, les rec-
tangles rapetissent, et, lorsque y = 2, le rectangle
devient un point. Voici une esquisse de £ ci-contre,
dans laquelle apparait un de ces rectangles.

27 (1,0,0)

Pour écrire une intégrale avec z comme derniere variable d’intégration, nous coupons £
avec des plans z = Z qui sont perpendiculaires a I’axe Oz. De la figure ci-dessus, on déduit
que cette coupe est non vide lorsque 0 < Z < 2. De méme, de l'expression de £ (x), nous
avons qu'un point (z,y, Z) se trouve dans & si et seulement si

0<y<2, y<2-2Z, 0<x, 2z +y < 2.
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La figure de gauche ci-dessous montre une esquisse d’une vue d’en haut de cette découpe,
montrant les points (x,y) vérifiant ces contraintes. La figure de droite montre I’ensemble
des (x,y, Z) qui vérifient ces mémes contraintes.

z
(0,2—2) y
(Z2/2,2-2) (0,2—2,7)
(1,0,Z)1Z
x y=2—-2 y=2 Y
(Z)2,2— Z,7)
X
l02-2 |

Pour exprimer I dans l'ordre d’intégration dzx dy dz,
on subdivise la portion de £ se trouvant a z = Z en
des rectangles verticaux paralleles a 'axe des z, comme
illustré ci-contre.

Nous avons alors que y varie de 0 & 2 — Z et que, pour chaque y dans cet intervalle, x
. 2 ..
varie entre 0 et Ty Ainsi, nous avons

2 r2—z p(2-y)/2
I:/ / / flx,y, z) dedy dz.
0o Jo 0

Voyons maintenant comment exprimer I dans l'ordre
dy dx dz. Nous subdivisons la section de & se trouvant a
z = Z en des rectangles horizontaux paralleles a 1'axe des
y, comme illustré ci-contre. 0 4 -2

(0,2 2) |

(2/2,2—z2)

z y=2-z2 y=2

La valeur de x varie entre 0 et 1, mais, pour y, nous devons distinguer deux cas. En
effet,

* lorsque x varie entre 0 et z/2, y varie entre 0 et 2 — z, puis

* lorsque z varie entre z/2 et 1, y varie entre 0 et 2 — 2.

2 rz/2 p2—z 9 1 o 92
0 70 0 0 Jz/2J0

A vous de jouer 3.4.6

Ainsi,

Evaluer l'intégrale triple [[ [ xy dV ot € est le tétraedre solide ayant pour sommets (0,0,0), (7,0, 0), (0,4,0), (0



Exemple 3.4.7

Soit £ la région de R3 bornée en
dessous par le plan Ozy, au-dessus par
le plan y + z = 1 et qui se trouve a
I’intérieur du cylindre parabolique y =
22, illustrée ci-contre.

Ecrire les bornes d’intégration pour
les intégrales pour les ordres d’intégra-
tion dz dy dx et dy dz dx.

Solution.

Commencgons par décrire
£ comme une région élémen-
taire, en laissant varier =z
entre z = 0 = ¢i(z,y) et
2= 1-y = ¢a(zy) (puisque
z varie entre le plan z = 0 et le plan
y+2z=1). Notons que ces deux
plans se coupent lorsque 0 = 1 — y,
c’est-a~dire selon la droite y = 1.
Afin de décrire £ sous la forme (1),
nous la projetons sur le plan Ozy,
obtenant la région D.
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T

Figure 3.4.8 La région £ de R3.

-1

Cette projection est la région bornée par y = 22 et y = 1,

D={(z,y) eR? 1< <, 22 <y<1}.

Pour chaque (x,y) € D, les points de £ ont une coordonnée z vérifiant 0 < z < 1 —y. Ainsi,

I'intégrale qui nous intéresse est

1,1 pl-y
/ / / f(z,y,2) dzdydz.
—-1Jz2J0

Pour le second ordre d’intégration, projetons maintenant £ sur le plan Ozz.

La courbe d’intersection du cy-
lindre y = 22 et duplan 2 = 1 — y
devient la parabole z = 1 — 22 du
plan y = 0. Ainsi, la projection de £
sur Ozxz est la région R de ce plan
bornée par les courbes z = 1 — 22 et
z=0.

z
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R={(z,2) eR*|-1<2<1, 0<2<1—2%}

Pour chaque (z,z) € R, les points de £ ont une coordonnée y vérifiant 22 < y < 1 — 2.
En effet, situons-nous au point (x,0,z) et déplagons-nous selon la direction des y. Nous
entrons dans & lorsque nous atteignons le cylindre 5 = 22 et nous quittons &€ lorsque nous
atteignons le plan y = 1 — 2. L’intégrale qui nous intéresse est donc

1 pl—z? pl—z
/ / / flz,y,2) dydzdz.
—-1J0 i

Applications des intégrales triples

Si une intégrale de la forme f; f(z)dx permet de calculer une aire (affectée d’un signe) et
que, de la méme fagon, une intégrale double [ fD f(z,y) dA permet de calculer un volume (affecté
d’un signe), une intégrale triple fffg f(z,y,z)dV permet de calculer un hypervolume. En effet,
le graphe de f(z,y, z) est un sous-ensemble de R%, le domaine d’intégration £ est contenu dans
R3.

Cependant, d’autres interprétations que nous avons déja rencontrées admettent leurs ana-
logues avec des intégrales triples. Par exemple, on peut tout de méme calculer des volumes, des
masses, des centres de masse et des moments d’inertie. Pour la suite, supposons que & est soit
une région élémentaire, soit une réunion finie de régions élémentaires.

* Volume. Si & est donnée, son volume est obtenu en considérant la fonction f(z,y,z) =1
dans la définition 3.4.1, c’est-a-dire

V(E) ://5 av.

* Masse. Si la région &£ est occupée par un solide dont la densité au point (x,y,z) est
donnée par une fonction p(x,y,z) (qu'on se doit de supposer intégrable), alors la masse
totale du solide est donnée par

Masse(g):///gpdvz///gp(x,y,z) av.

e Centre de masse. Le centre de masse de la région £ considérée au paragraphe précédent
s’obtient de la méme facon que pour les intégrales doubles, a savoir

7= ///gxpdv _ //[633 p(x,y,z)dV
///5 pdV Masse(€) ’
7 ///Sypdv _ ///Sy p(x,y,z)dV
///g pdVv Masse(&)
///gzﬂdv _ ///EZ p(a:,y,z)dv'
///g pdV Masse(€)

z =
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* Valeur moyenne. Tout comme nous ’avons vu a la définition 3.3.2 pour les fonctions de
deux variables, nous pouvons calculer la valeur moyenne d’une fonction intégrable f(x,y, z)
sur une région € de R3. Celle-ci est donnée par

Ml fff s
// v // v

Considérer la région £ de I'exemple 3.4.7 et supposer qu’elle est occupée par un solide dont
la densité de masse au point (z,y, z) est donnée par p(zx,y, z) = ky, ou k est une constante
positive. Calculer :

(a) Le volume de &;

Exemple 3.4.9

(b) La masse de &;

(¢) Les coordonnées de son centre de masse.

Solution.

(a) Le volume est donné par

5):///dV:/1/x:/l_ydzdydx

//z ::1 ydydx—/ /Izl—ydydx
[b-50

Ha ]

(b) La masse totale du solide est

M= [[[oazyav = [[[ kv

1
dx— Z g2 —l——d:}:
12

15

1—y Yy
—k/ // ydzdydx—k/ / yz] B dy dz
:kj/ /y y? dydr = k/ [—} dx
z 1 7 2d Il
=k —— —+=-dr=k | —— -
/_13 > "5 [21 10+6]x_1
s
- 35

(¢) Afin de calculer les coordonnées du centre de masse, nous aurons besoin des intégrales
suivantes :

fown [l [

Allons-y.
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* On peut conclure sans calculs que [[[, kzy dV = 0. En effet, la région d’inté-
gration est invariante sous la transformation (z,y,z) — (—z,vy,2). De plus, la
fonction & intégrer, & savoir f(x,y,z) = xy, est une fonction impaire comme
fonction de z, c’est-a-dire f(—x,y,2) = —f(z,y, 2).

* Notre deuxiéme intégrale doit étre calculée :

[l .o s

¢ De méme, on calcule la troisieme intégrale :

1-y
///zpdV / / / kzy dz dy dz
1ol
= k:/ / [yz2] dy dx
-1 Jx2 2 2=0
Y3

{—xg x7 2P x]m_l _ 16k
1

Ainsi, les coordonnées du centre de masse sont

_ 0

fo—O,

8k 35 _35_5

y= 8k 63 9

16k 35 2

= X —— ==,
315 8k 9
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A vous de jouer 3.4.10

Mettez en place une intégrale triple pour trouver la masse du tétraedre solide délimité par
le plan zy, le plan yz, le plan zz et le plan /6 4+ y/5 + z/30 = 1, si la fonction de densité

est

donnée par d(x,y,z) = x + y. Ecrivez une intégrale itérée de la forme ci-dessous pour

trouver la masse du solide.

///f(m,y,z)dV—ABLD[SF dz dy dx
R

avec les bornes d’intégration
A =
B =

A vous de jouer 3.4.11

Trouvez le centre de masse du solide délimité par les plans t +y+2 =1, =0,y =0 et
z = 0, en supposant une densité de masse p(z,y, z) = 14/z.

(oM, yom, 2em) =

Exercices

Pour se pratiquer.

1.

Evaluez lintégrale ffR V0% — 92 dA ou R est le rectangle 0 < < a, 0 <y < b. sans
calculer les intégrales itérées. Interprétez plutot I'intégrale géométriquement.

Trouvez la masse totale de la boite rectangulaire [0,1] x [0,2] x [0,3] (i.e. la boite
définie par les inégalités 0 < z < 1,0 < y < 2, 0 < 2 < 3), avec la fonction de densité
h(z,y,2) = x.

Pour chacun des cas suivants, exprimez les intégrales itérées données en intégrales itérées
dans lesquelles les intégrations sont effectuées dans 'ordre : d’abord z, ensuite y, puis
x.

(a) /01 /01—2 /01—2 f(z,y, z)dzdydz. (b) /01 /\/12/021 f(z,y, z)dzdydz.

Ecrire les intégrales données ci-dessous de 5 autres fagons, chacune avec un ordre d’in-

tégration différent.
1 1 pley
I:// / flz,y,2)dzdydx.
0o JyvzJo

H

H
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La figure ci-contre montre la région
dans le premier octant limitée par les <
plansx =0,y =0,z =0,y+z=2et le
cylindre parabolique z = 4—y2. Ecrivez
les intégrales triples dans les 6 ordres
d’intégration possibles pour trouver le
volume de cette région.

T

Soit £ la portion du premier octant qui se trouve au-dessus du plan z = x + y et sous
le plan z = 2. La densité dans £ est p(x,y, z) = z. Trouvez la masse de €.

Evaluez l'intégrale triple IfJ. ¢ T dV, ol & est la région du premier octant bornée par le
cylindre paraboloique y = 2 et les plans y + 2 =1, 2 =0, et z = 0.

Soit
1 x Yy
Jz///f(x,y7z)dzdydx.
o Jo Jo

Exprimez J comme une intégrale ou les intégrations sont effectuées dans l'ordre = en
premier, y en deuxieme, puis z en dernier.

Pour mieux comprendre.

9.

10.

11.

12.

Evaluez If fR x dV, ou R est le tétraedre borné par les plans de coordonnées et le plan
z + Y + £ =1.
a b c

Evaluez [y dV, ot R est la portion du cube 0 < ,y, 2z < 1 se trouvant au-dessus
du plan y + z = 1 et sous le plan x +y + z = 2.

Une intégrale triple I est donnée sous forme d’intégrale itérée par

1 1—y2 2—y—z
I:/ / / f(z,y, 2) dedzdy
-1Jo 0

(a) Dessinez une image assez précise de la région d’intégration £ en trois dimensions.
S’assurer de montrer les unités des axes de coordonnées.

(b) Réécrire I'intégrale triple I comme une ou plusieurs intégrales itérées triples dans

Pordre
y= T= z=
/ / / f(z,y,2) dzdx dy.
y= Jao= Jo=

Une intégrale triple J est donnée sous la forme d’intégrale itérée par

1 1-3 4—2x—4z
Jz/ / / flx,y,2) dydzde.
o Jo 0

(a) Esquissez le domaine E en 3 dimensions. Assurez-vous de montrer les unités.
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(b) Réécrire I'intégrale comme une ou plusieurs intégrales itérées de la forme

J:/i_/i_/;_f(x,y,z) dz dx dy.

13. Soit I = [f[. f(x,y,z) dV, ou € est le tétraedre ayant pour sommets (—1,0,0), (0,0,0),
(0,0,3) et (0, -2,0)

(a) Réécrire 'intégrale I dans la forme

Izz/w:/w:/qu@4h@<udy¢n
= Sy Jm

(b) Réécrire I'intégrale I dans la forme

z= r= y=
I :/ / / flz,y,2) dydxdz.
z= r= Y=

14. Soit T le tétraedre borné par les plans de coordonnées z = 0, y = 0, z = 0 et le plan

z +y+ 2z = 1. Calculez
M Q+a+y+2)t

15. Soit £ la région du premier octant bornée par les plans de coordonnées, le plan x+y = 1
et la surface z = y*. Evaluez [[[.z dV .

16. Evaluez [[ [ yz*e~*¥* dV sur la boite rectangulaire

R={(2,9,2) | 0<2<1,0<y<2, 0<2<3}

17.
(a) Esquissez la surface donnée par I'équation z = 1 — z2.
(b) Soit & le solide borné par le plan y = 0, le cylindre z = 1 — 22, et le plan y = z.
Exprimez l'intégrale [[[, f(z,y,2)dV comme une intégrale itérée.

18. Soit E la région bornée par z = 2z, z = y?, et x = 3. L’intégrale triple [[[ f(z,y,z)dV
peut étre exprimée comme une intégrale itérée dans les trois ordres d’intégration sui-
vants. Complétez les bornes d’intégration dans chaque cas. Aucune explication requise.

/i_ /:_ /Zi_ f(z,y,2) dzdz dy
/i_ /zi_ /i: f(z,y,2) dvdzdy
»/zi /3: /i f(z,y,2) dydxdz

19. Soit &£ la région a l'intérieur du cylindre 2 + y? = 1, sous le plan z = y et au-dessus
du plan z = —1. Exprimez l'intégrale [f[. f(x,y,z) dV comme trois intégrales itérées
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différentes correspondantes a l'ordre d’intégration :
(a) dzdxzdy, (b) dzdydz (c) dydzdx

20. Soit &£ la région bornée par les plans y = 0, y = 2, y + z = 3 et la surface z = 22.

Considérez l'intégrale
1= [[[ 1@z av
£

Ecrivez cette intégrale dans chacun des ordres d’intégration suivants; pour certains
d’entre eux, une somme de deux intégrales sera nécessaire.

(a) dzdxdy
(b) dxdydz
(¢c) dydxdz

21. Evaluez [[[c zdV, ot & est la région bornée par les plans y =0, z =0z +y =2 et le
cylindre y? + 22 = 1 dans le premier octant.

22. Trouvez [[[,xdV, ou D est le tétracdre borné par les plans z = 1, y = 1, z = 1, et
r+y+z=2.

23. La région solide T est bornée par les plans z =0,y =0, z=0,et z+y+2z=2¢t la
surface z2 + z = 1.

(a) Dessinez la région en indiquant les coordonnées de chaque coin.

(b) Calculez [[[zdV.

3.5 Intégrales triples en coordonnées cylindriques et
sphériques

Plusieurs problémes présentent certaines symétries. Il est plus facile de travailler sur ces
problemes avec des systemes de coordonnées qui se prétent bien a ces contextes. Les coordon-
nées polaires en sont un exemple, en deux dimensions. Nous allons considérer deux analogues
tridimensionnels, a savoir les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

Coordonnées cylindriques

Supposons que nous voulons calculer la masse d’un objet qui est invariant par rotations
autour de 'axe Oz, par exemple un tube ou une boite de conserve. Il est naturel d’utiliser une
généralisation des coordonnées polaires. La fagon la plus facile de le faire est de considérer les
coordonnées polaires dans le plan Ozxy et d’ajouter la coordonnée z. Ceci donne ce qu’on appelle
les coordonnées cylindriques.
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Définition 3.5.1

Les coordonnées cylindriques d’un point (de coordon-
nées cartésiennes) (z,y, z) sont r, 6 et z, définies par

r = distance de (z,y,0) & (0,0,0)

= distance de (z,y, z) a l'axe z,

0 = angle entre I’axe Oz positif et
la demi-droite de (0,0,0) a (x,y,0),

z = distance signée de (z,y, 2)

au plan Oxy, z

c’est-a-dire que r et 6 sont les coordonnées polaires usuelles et que z est z.

Comme pour les coordonnées polaires, il est utile de poser £ = rcosf et y = rsinf, méme
pour des valeurs négatives de r. Aussi, on fera attention au fait que la formule pour 6 ne
détermine l'angle qu’a 7 pres. Il faut tenir compte du signe de x et y.

[ Formule 3.5.2 ]

Les coordonnées cartésiennes (x,y,z) et les coordonnées cylindriques (r,0,2) d’un méme
point sont liées par les formules suivantes.

x =r1cost y =rsind z=z

r:\/m H:arctan% z2=2z

Voyons quelques surfaces données par les points dont les coordonnées cylindriques ont des
valeurs constantes de r, 6 ou z.

z z

(0,0, 2)

T
surface de z constant
(plan horizontal)

x
surface avec r constant  surface d’angle 6 constant
(coque cylindrique) (plan vertical)
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Volume en coordonnées cylindriques

Afin d’utiliser les coordonnées cylindriques pour calculer des intégrales triples, nous devons
calculer I’élément de volume, dV', comme nous ’avons fait pour les intégrales doubles en coor-
données polaires. En effet, nous avons d’abord établi que dA = rdr df. Dans ce qui suit, nous
allons établir que dV = rdrdf dz.

Commencgons donc par découper la région d’intégration :

D’abord horizontalement, en tranches d’épaisseur

dz. Nous obtenons ceci en coupant par des plans hori- I
zontaux d’équation z = constante.
dz 3
z
Y
z

Y
Puis, en divisant les tranches au moyen de surfaces
do
dr
Y

8

vérifiant § = constante, avec les différences successives
des différents 0 égales a df.

Puis, en sous-divisant les quartiers ainsi obtenus en

cubes approximatifs, en utilisant des surfaces vérifiant
r = constante, avec les différences entre deux de ces
valeurs successives de r égales a dr.

r dr

Nous finissons donc avec des cubes approximatifs, V'
comme illustré ci-contre. bezo-- E
rdf

* Lorsque nous avons effectué les coupes avec les surfaces ayant r constant, I’écart entre ces
valeurs était dr : ainsi, 'aréte indiquée dans la figure a une longueur dr.

Lorsque nous avons effectué les coupes par les surfaces ayant z constant, les écarts étaient
dx, de sorte que I’épaisseur, c’est-a-dire la longueur des traits verticaux, est dz.

* Lorsque nous avons effectué les coupes avec les surfaces ayant 6 constant, I’écart entre
deux de ces valeurs était df : ainsi, les arétes restantes sont des arcs de cercle de rayon r
I qui sous-tend un angle 6 et donc ont une longueur 7 df. On pourra revoir la justification
de la formule 3.2.6.

1En fait, le rayon intérieur est r, mais le rayon extérieur est r + dr. Cependant, I’erreur que ceci entraine tend
vers zéro lorsque dr, df, dz — 0.
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Ainsi, le volume de ces cubes approximatifs est (essentiellement 2 ) :

[ Formule 3.5.3 ]

L’¢élément de volume en coordonnées cylindriques est donné par

dV =rdrdfdz.

Quelques exemples de calcul

Les coordonnées cylindriques sont de mise lorsque I'intégrande f est invariant par rotations
autour de I'axe Oz ou lorsque le domaine est cylindrique. Voyons un premier exemple.

Exemple 3.5.4

Trouver la masse du solide & l'intérieur de la sphere 22 + 32 + 22 = 1 lorsque la densité est
pla,y, z) = 2% +y?.
Solution. Avant de continuer, notons que z? + 32 est le carré de la distance de (x,y,2) a
Oz. En conséquence, tant I'intégrande 22 4+ 2 que le domaine d’intégration 22 4+ 42 + 22 < 1
sont invariants par rotations autour de l'axe Oz. Les coordonnées cylindriques sont donc
un bon choix.

De nouveau, par symétrie, la masse totale de la sphere est huit fois la masse du premier
octant.

Décrivons notre région d’intégration avec les coordonnées cylindriques pour calculer
avec l'ordre d’intégration dr df dz. Notons que I’équation de la sphére en coordonnées cy-
lindriques est 72 + 2% = 1.

* Les points de notre solide vérifient globalement
0<2z< 1.

* Pour chaque z € [0, 1], les points (z,y, z) du so-
lide vérifient 0 < 22 +9y? <1—2%et0< 2, 0 < v.
En coordonnées cylindriques, ceci revient a dire
que (r,0,z) vérifient 0 <72 <1—22et 0< 6 <
/2.

x
* L’intégrande est p(z,y, z) = 2% +y? = r2.

La masse de la portion du solide dans le premier octant est donc

1 pw/2 pV/1—22
M:///pdV:// / r2 rdrdfdz
£ 0o Jo 0
1 pm/2 /122 1 /2 1 r=v1—2z2

:/ / / r?’drdﬂdz:/ / [r4] df dz

o Jo 0 0 Jo 4]0

1 [ /2 1
:f// (1—22)2 dﬂdz:ﬁ/ 1—222 424 dz

4.Jo Jo 8 Jo

. 1

23+1522 T 1 2+1 T
=—lz— =z -z = — —— 4= ] =—.
8 3 5 -0 8 3 5 15

La masse totale de notre solide est donc %.

2Par « essentiellement », on veut dire que la formule pour dV tient lorsqu’on prend la limite dr, df, dz — 0 au
niveau des sommes de Riemann.
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Sans la calculer, posons l'intégrale en utilisant les coordonnées cylindriques dans 'ordre
d’intégration dz dr db.

* La projection du solide (la partie dans le premier octant) sur le plan Ozy est le quart
du disque unitaire. Il est décrit en coordonnées polaires par

{(r,@)0<r<1, 0<0<7/2}.

* Pour chaque (r,60) sur cette région du plan, les points (r,6,z) du solide vérifient

0<z< V1 —r2,

La masse est donc également calculée par I'intégrale

/2 pl /112
/ / / r3dz dr do.
0 o Jo

Celle-ci est plus dure a calculer.
Finalement, voici I'intégrale correspondante en coordonnées cartésiennes.

1o pVI=22 py/1—y2—22
/ / / (m2 + y2) dx dydz
o Jo 0

A vous de jouer 3.5.5

Utilisez les coordonnées cylindriques pour intégrer la fonction (22 + y2)%/® sur la région
bornée £, délimitée en bas par le plan xy et en haut par le paraboloide z =5 — 422 — 412

J iy = / /

A vous de jouer 3.5.6

Evaluez intégrale triple
[[[czdV, ot € est le solide délimité par le cylindre y* + 2% = 144 et les plans z = 0,
y =2z et z = 0, dans le premier octant.

Dans notre prochain exemple, nous calculons le moment d’inertie d’un cone circulaire droit.
Le moment d’inertie est défini (en deux dimensions) a la définition 3.3.14. Ceci s’étend naturel-
lement a trois dimensions.

( Formule 3.5.7 ]

Le moment d’inertie d’un solide V dont la densité est p(x,y, z) et dont la distance de chaque
point & l'axe de rotation est D(x,y,z) est donné par

Iy= /// D(ZL’7y,Z)2p((E,y,Z) dx dydz.
1%
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Exemple 3.5.8

Trouver le moment d’inertie d’un cdne circu- Z
laire droit dont ’axe coincide avec I'axe Oz et dont
le sommet est, a origine, de rayon a, de hauteur
h et de densité constante M autour de 'axe Oy,
illustré ci-contre.

i

Solution. Calculons la densité p qui est constante. Comme la masse totale est M, la
densité est p = M/V, ou V est le volume. Nous devons donc calculer deux intégrales, une
pour le volume puis une autre pour le moment d’inertie. Les deux auront le méme domaine
d’intégration V, qui est décrit comme suit.

¢ Globalement, z varie de 0 & h.

¢ Pour chaque z dans cet intervalle, la section de
V par un plan horizontal est un cercle de rayon
az/h, et donc 6 varie entre 0 et 27, puis r varie
entre 0 et az/h.

>
- N ——>

Commengons par calculer le volume du cone.

h 27 paz/h
VOZ(V):// dV:/ / / r drdfdz
2 r=az/h 27 1 a222
// [ } d9dz—// 5 e df dz

a?1
*ﬂ'— 22dz=m—= 3|

h? h33

*ﬂ'CLQh
3

Calculons maintenant le moment d’inertie. Pour un point (z,y,z) donné, sa distance
a laxe de rotation (c’est-a-dire axe Oy ) est D(x,y,z) = Va2 + 2z2. Ainsi, le moment
d’inertie est

+z2

2
/// z2 + 22 d:zcdydz—/ / / r cos 0+z)drd9dz
d 27'rd9 7) 29_*_7(% >2 9
z cos 5 \7%) #
1a4 a2 4
2
puisque/ cos® 0 df =,
0
_1 la* a?
5

5
4h4+2:|ﬂ'h.
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Ainsi, nous avons
p(z,y,2)
D(z,y.2)? I

e

1a* +a2
4pt B2

3
R 5 ]‘[ 2 4 2 .
' 37Ta2h 5 } mh 20 (a * h)

Coordonnées sphériques

Dans I’éventualité ou I'on veut, par exemple, calculer une masse d’un objet qui est invariant
par les rotations autour de tout axe passant par l'origine, il est avantageux d’utiliser un autre
systéme de coordonnées, qui est aussi une généralisation des coordonnées polaires. Il s’agit des
coordonnées sphériques. Cette fois, on mesure une distance a 1’origine, puis deux angles, celui des
coordonnées polaires et celui par rapport a 'axe Oz. Ce qui est fait ici est analogue au systéme
utilisé pour repérer un endroit sur le globe terrestre : le rayon de la Terre étant spécifié, on
donne la longitude, c’est-a-dire I’angle par rapport au méridien de Greenwich, puis la latitude,
qui mesure l'angle d’écart par rapport a I’équateur terrestre. Pour les coordonnées sphériques,
la latitude est mesurée par rapport au pole nord.

Définition 3.5.9

Les coordonnées sphériques d’un point de coordon- (0,0, 2)4
nées cartésiennes (z,y, z) sont (r,0, ), définies par

p = distance de (0,0,0) a (z,y, 2),

@ = angle entre 'axe Oz positif et la demi-droite,
(0,0,0) en direction de (z,y, 2)

0 = angle entre I'axe Ox positif —
et la demi-droite de (0,0,0) en direction de (z,y, 2). (2,0,0) 7 0 ez

p COS @

z . Y
(07072)‘. _/\\\
0 s psingp
pCos @ psin ¢ cos
(x707 0)“7777~7777.777::.(x7 y’ O>
psin psin 0
x

vue latérale

vue d’en haut

La coordonnée sphérique 6 est la méme que la coordonnée cylindrique 6. La coordonnée
sphérique ¢ est nouvelle, elle parcourt l'intervalle allant de 0 (sur l'axe z positif, « le pdle nord »
) & (sur Paxe z négatif, « le pole sud » ). Les formules reliant les coordonnées cartésiennes et
sphériques sont les suivantes.
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Formule 3.5.10 ]

Les coordonnées cartésiennes (x,y,z) et les coordonnées sphériques (p,0,¢) d’un méme
point sont liées par les formules suivantes.

T = psinpcosb, y = psinpsinb, Z = pcos y,
22 1+ 12
p=Vz2+y?+ 22 9:arctanng7 <,0=arctan¢7
x

z

o, de nouveau, il faut faire preuve de vigilance : la formule pour 6 ne permet que de le
calculer a 7 pres.

Voici trois figures montrant des surfaces ou

* p est constant, c’est-a-dire 22 + y? + 22 = p? avec p constant, il s’agit d’une sphere,

* @ est constant, c’est-a-dire un plan vertical, et

*  est constant, c’est-a-dire une surface ot z = /22 + y? tanp avec ¢ constante (ceci
ressemble & un entonnoir).

z < z
Y y ! '\y
Z T T
surface de p constant surface de # constant surface de ¢ constant
(une sphere) (un plan vertical) (un cone)

Volume en coordonnées sphériques

Si 'on coupe un solide
en coupant d’abord selon des plans avec 6 Z

constant, ou l'écart entre deux valeurs consécu-
tives est d#,
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puis en coupant avec des surfaces avec ¢ z

constantes, avec la différence successive entre deux
telles valeurs dyp,
Y

dy
puis en divisant ces régions en cubes approxi- Z
matifs au moyen de surfaces données par des va-
leurs constantes de p, avec la différence entre deux
de ces valeurs égale a dp,
dp
Y
Nous obtenons des cubes approximatifs, 2
comme illustré ci-contre.
Les dimensions de ce cube en coordonnées
sphériques sont essentiellement dp par pdy par

psin ¢ df. Nous verrons pourquoi plus bas. Ainsi,
le volume approché du cube est :

psin e df

[ Formule 3.5.11 ]

L’élément de volume en coordonnées sphériques est donné par
dV = p*sinpdpdf dp.
Voyons la justification de la formule ci-haut. Chacune des 12 arétes du cube est formée en fixant

les valeurs de deux des coordonnées p, 0, ¢ et en faisant varier la troisieme.

* Quatre des arétes sont formées en fixant 0 et ¢, et en faisant varier p. L’intersection
d’un plan donné par 6 fixe avec un coéne donné par ¢ constant est une droite passant par
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Iorigine. Quand nous avons fait nos coupes par des valeurs différentes de p, ’écart entre
deux valeurs de p successives a été dp, ainsi ces arétes du cube ont pour longueur dp.

z z z

2
£
T x T ) .
plan de 6 fixe cone de ¢ fixe droite d’intersection

* Quatre autres des arétes sont formées en fixant 6 et p, et en faisant varier . L’intersection
d’un plan donné par 6 constant (qui contient l'origine) avec une spheére de rayon p fixe
(centrée & lorigine) est un cercle de rayon p centré & origine, ce qu’'on appellerait un
méridien.

z

SR S N

sphere de p fixe

cercle d’intersection

plan de 6 fixe

Quand nous avons fait nos coupes
avec les surfaces de ¢ constant, la diffé-
rence entre deux valeurs successives était
dyp. Ainsi, ces quatre arétes sont des arcs pdy
de cercle dont le rayon est essentielle- P
ment p et qui sous-tendent un angle dy, p 4
elles ont donc une longueur pdy. b2

X

* Les quatre arétes restantes sont formées en fixant ¢ et p, et en faisant varier 6. L’intersec-
tion d’un cone de ¢ fixe avec une sphere de p fixe est un cercle. Comme p et ¢ sont tous
les deux fixes, le cercle est contenu dans le plan z = pcos . En termes cartographiques, il
s’agirait d’un paralléle. Le cercle a un rayon psin ¢ et est centré a (0,0, pcosp).
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-

<
/s
’44{544
t 1

x . x
sphere de p fixe cercle d’intersection

cone de ¢ fixe

psin ¢ dd
Lorsque nous avons effectué nos

coupes avec des surfaces de 6 constant,

la différence entre deux valeurs succes- ‘b’

sives était df. Ainsi, ces quatre arétes psin p—

du cube sont des arcs de cercle dont le

rayon est essentiellement psing et qui

sous-tendent un angle df. Leur longueur Y _p
est donc psin p df.

Exemple 3.5.12 Coéne de créme glacée.

Trouver le volume du coéne de creme glacée formé z
par l'intérieur de la spheére 22 + 32 + 22 = a2 qui se
trouve au-dessus du plan Ozy et a l'intérieur du cone
22 + y? = b%22, comme illustré ci-contre (portion dans
le premier octant). Ici, a et b sont deux constantes stric-
tement positives.

Solution. Remarquons que, en coordonnées sphériques,

2?2 42 = p?sin g, 22 = p?cos o, 2 fy? 422 = 2

Ainsi, en coordonnées sphériques, I’équation d’une sphere est p = a, et I’équation du cone
est tan? ¢ = b%. Posons 3 = arctanb, avec 0 < 3 < 5-

Afin de calculer le volume, décrivons notre région d’intégration en coordonnées sphé-
riques. Nous avons que :

(a) langle 0 varie entre 0 et 27, puisque nous devons effectuer un tour complet autour de
I'axe des z;

(b) le rayon p varie entre 0 et a, puisque la région contient l'origine et est limitée par la
sphere de rayon a;
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(c) langle ¢ varie entre 0 et (3, puisque nous commencons au pole nord et que nous
sortons de notre créeme glacée lorsque nous frappons le cylindre.

Ainsi, le volume est donné par

[@}W:A%[Aﬁfmwwww
L] [ o [ [ sme dap]

a3
:27r'§~(17cosﬁ).

Vol(V)

Notons que nous avons pu séparer 'intégrale triple en un produit de trois intégrales, car I'in-
tégrande est un produit de fonctions des variables d’intégration, et les bornes d’intégration
sont constantes. C’est le résultat analogue du théoréme 3.1.7 pour les intégrales triples.

Nous pouvons exprimer 8 (qui ne faisait pas partie

du probléme donné) en termes de b, il suffit regarder le 1T+ 12
triangle ci-joint. b
1

Le coté droit ainsi que celui du bas ont été choisis de sorte que tanf3 = b, c’est la

définition de 8. Ainsi, cos 3 = ﬁ, et le volume de notre cone de créme glacée est
27a® 1
Vol(V) = 1-— .
») 3 [ V1+W}

A T'instar de I’ exemple 3.2.13, nous pouvons faire quelques vérifications salutaires.

* Sib=0, le cone est simplement 2 + y? = 0, c’est-a-dire la droite x = y = 0 (il s’agit
de l’axe des z ), le volume total devrait étre nul. Notre calcul donne en effet cette
réponse.

» A la limite, lorsque b — oo, Pangle 8 — 5, et le cornet de creme glacée tend vers

I’hémispheére nord de la sphére de rayon a. Notre calcul donne en effet le volume de

I’hémisphere, a savoir % X %77(13 lorsque b — oco.

Exemple 3.5.13

Un trou cylindrique de rayon b est percé dans une pomme parfaitement symétrique dont le
rayon est a > b. Trouver le volume restant de la pomme.

Solution. A 1’ exemple 3.2.13, nous avons calculé le volume enlevé. Nous pourrions donc
déduire le volume restant, le tout avec des coordonnées cylindriques. Au lieu de faire ceci,
nous allons évaluer le volume avec une intégrale en coordonnées sphériques.

Comme a 1’ exemple 3.2.13, choisissons notre systéme de coordonnées avec le centre de
la pomme a 'origine et avec le centre de la perceuse suivant 'axe Oz. Voici une esquisse de
la partie de la pomme du premier octant qui reste, ainsi qu'une vue latérale.
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2 _ b
@ = arcsin ¢

22 + 9% + 2% = a?

T

Afin de calculer le volume en coordonnées sphériques, décrivons la région.

e Comme on doit effectuer un tour complet autour de I'axe z afin de parcourir la région,

0 varie entre 0 et 27.

* L’angle ¢ varie entre arcsin(b/a) et m — arcsin(b/a) (la figure de droite ci-haut ne

montre que la moitié supérieure, avec z > 0; la moitié inférieure s’obtient par symé-
trie).

* Pour des valeurs de 6 et ¢ fixées, les points (p, 6, ¢) de notre région vérifient Sii <

ng
p < a. En effet, avec 0 et ¢ fixes, lorsque nous faisons varier p, c’est-a-dire lorsque nous

quittons 'origine, nous entrons dans la région qui nous importe par la paroi intérieure
du trou percé (ligne droite verticale en rouge dans la figure de droite ci-haut). Ceci
correspond a p = . Puis, on quitte la région lorsqu’on rencontre la sphere de rayon
a.

sing*

Afin d’alléger I’écriture, posons o = arcsin(b/a). Le volume qui nous intéresse est donc

27
Vol(V /// dV = / / / p% sinpdpdp df
0

27
/ / [ sin pp } de db
p=b/sin e
27 b
/ / sin ( > dy db
sin®

= — a®sin g — b csc? o dyp

3 a
27'(' 3 =T—x
3 [ a®cosp +b cot<p]
™
=3 (a3cosa — bscotoz) ,
ot nous avons utilisé le fait que [ csc? p dp = — cot p+C ainsi que l'identité cos(m—a) =
—cos a et cot(m— ) = — cot v, ce qui explique le facteur 2 supplémentaire (essentiellement,

la moitié inférieure du solide, avec ¢ entre 7/2 et m — «, contribue exactement autant que
la moitié supérieure, par symétrie).
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Du triangle ci-contre, nous pouvons conclure que cosa =

va _b et que cota = 7“12[”2
a
b
a? — b2

Ainsi, le volume de la portion de pomme restante est
4 4 213/2
Vol(V) = gw[a - %)

Nous pouvons faire quelques vérifications comme a I’ exemple 3.2.13.

* Sile rayon de la perceuse est b = 0, il n’y a rien qui est enlevé. Le volume restant doit

étre égal au volume de la sphere, %wa Notre réponse est cohérente avec ceci.

¢ Si le rayon de la perceuse est b = a, toute la pomme est enlevée, le volume restant est

0. Encore une fois, notre réponse est en accord avec ceci.

Comme vérification finale, notons que la somme des réponses de 1’ exemple 3.2.13 et de
celui que nous venons de faire est bel et bien %71’(137 ce qui est rassurant.

A vous de jouer 3.5.14

Utilisez les coordonnées sphériques pour évaluer I'intégrale triple [/, £ (2% +y? +22)dV, ot
€ est la boule 22 + ¢y + 22 < 9.

A vous de jouer 3.5.15

1
Soit f(x,y,2) = —————= et W la moitié inférieure d’une sphére de rayon 3. Entrez
Va2 +y? + 22

p comme rho, ¢ comme phi, et 6 comme theta.
) Sous forme d’ 1ntegrale itérée,

1]

avec les bornes d’intégration

(b) Evaluez l'intégrale.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Utilisez (r, 6, z) pour dénoter les coordonnées cylindriques.
(a) Dessinez r = 0. (¢) Dessinez 6 = 0.
(b) Dessinez r = 1. (d) Dessinez 6 = 7.

)
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2.

10.

Esquissez les points ayant les coordonnées cylindriques spécifiées.

(a)r:l»a:o,zzo (d)TZO,GZﬂ—,Z:l
(b)) r=1,0=7%2=0
(C)T:l)g:g’zzo (8)7‘:1,0:%,2:1

Convertissez des coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes.

(a)r:l»e:o,zzo (d)?":O,e:ﬂ—,z:l
(b)r=1,0=7%2=0
(C)‘r:l,e:g’zzo (Q)T:179:%,Z:1

Convertissez des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques.

(a) (17172) (C) (—17\/5,0)
(b) (_17_172) (d) (0,071)

Réécrire les équations suivantes en coordonnées cylindriques.
(a) z=2zy ) 2?2 +y2 +22=1 (¢) (x—1)2+¢*=1

Utilisez (p, 0, ¢) pour dénoter les coordonnées sphériques.

37

(a) Dessinez ¢ = 0. (d) Dessinez ¢ = =f.

(b) Dessinez ¢ =

INTERNE

(c¢) Dessinez ¢ = (e) Dessinez ¢ = 7.

Esquissez le point ayant les coordonnées sphériques spécifiées.

(a) p=0,0=0.1m, ¢ =0.7T7 (d) p=1,0=%,0=1%
(b) p=1,0=03m, =0 (e) p=1,0=%, =12
() p=1,0=0,0p=7F ) p=1,0=% =12

Convertissez des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques.
(a) (=2,0,0) (¢) (0,0,—4)
(b) (0.3,0) @ (-~ 55 V3)
Convertissez des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes.

(a)p:]-ao:%v(p: (b)p:2a0:g7@:

ol
NIE]

Réécrire les équations suivantes en coordonnées sphériques.

(a) 2* =32 +3y° (M) e+’ + (=17 =1 (o) «* +y° =4
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Soit B dénotant la région a l'intérieur de la sphére x2 + y2 + 22 = 4 et au-dessus du
cone 2% 4+ y* = z2. Calculez le moment d’inertie [[[, 2% dV

xy+y22+mz2

Trouvez la limite ou montrez qu’elle n’existe pas limz . .)—(0,0,0) e

Utilisez les coordonnées sphériques.

Pour mieux comprendre.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

En utilisant les coordonnées sphériques et les intégrales, montrez que le volume de la
spheére de rayon 1 centré a l'origine est 47 /3.

Utilisez les coordonnées cylindriques afin d’évaluer les volumes de chacune des régions
suivantes.

(a) Au-dessus du plan zy, a Uintérieur du coéne z = 2a — /22 + y? et & 'intérieur du
cylindre 22 + y? = 2ay

(b) Au-dessus du plan zy, sous le paraboloide z = 1 — 22 — 32 et dans le coin —x <
y < V3z

(c) Au-dessus du paraboloide z = 22+ y? et sous le plan z = 2y

Soit & la région bornée entre les surfaces paraboloique z = 2 + 3% et z = 2 — 2% — y?
et & l'intérieur du cylindre x? 4+ 32 < 1. Calculez l'intégrale de f(z,y,2) = (22 + y2)3/2

sur la région £.

Soit &£ la région bornée au-dessus par la spheére z2 + % 4+ 22 = 2 et en-dessous par le
paraboloide z = z? 4+ y2. Trouvez le centre de gravité de &.

Soit & la région la plus petite parmi les deux solides bornés par les surfaces z = 22 + 12
et 2% 4+ y® + 2% = 6. Evaluez [[[,(2® +¢?) dV .

Soit @ > 0 un nombre réel positif fixé. Considérez le solide a l'intérieur du cylindre
22 4+ y? = ax et de la sphere 22 4+ y2 + 22 = a?. Calculez son volume.
Vous pouvez utiliser le fait que [ sin®(0)df = 75 cos(30) — 3 cos(0) + C

Soit E le solide se retrouvant & lintérieur de la surface z = 32 et sous la surface
z=4— 2% Evaluez [[[,y? dV Vous pouvez utiliser les formules d’angle moitié :

1 — cos(26) 020 — 1+ cos(26)

.2
9:
sin 5 , ¢ 5

Le centre de masse (Z,7, Z) d'un corps B ayant une densité p(x,y, z) (unités de masse
par unité de volume) & (z,y, z) est défini comme étant

f:%///]gxp(x,yw) dv, yz%///}gyp(:c,yﬂ) v
2:%///132;)(:&%2) av

ou M = fffB p(x,y, z) dV est la masse du corps. Donc, par exemple, Z est la moyenne
pondérée de x sur le corps. Trouvez le centre de masse de la partie de la boule solide
z? +y2 +22<a?avecx > 0,y > 0et z > 0, en assumant que sa densité p est constante.

Une sphére de rayon 2m centrée a l'origine a une densité variable donnée par %(z2 +

1) kg/m3. Un trou de diamétre 1m est percé & travers la spheére le long de I'axe z.

(a) Posez une intégrale triple en coordonnées cylindriques donnant la masse de la
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

sphére apres que le trou ait été percé.

(b) Evaluez cette intégrale.

. ’ . . ’ . — 2_ 2
Considérez le solide fini borné par les trois surfaces : z = e ~¥ | z = 0 et 22 + 9% = 4.

(a) Posez (mais n’évaluez pas) I'intégrale triple en coordonnées cartésiennes décrivant
le volume du solide.

(b) Calculez le volume du solide en utilisant n’importe quelle méthode.

Trouvez le volume du solide se trouvant & l'intérieur de 2+ 32 = 4, au-dessus de z = 0
et sous 2z = y.

Considérez la région &£ de lespace définie, en coordonnées sphériques, par
1< p<1l+cosp.

(a) Dessinez, de facon raisonnablement précise, £ en trois dimensions. S’assurer de
montrer les unités sur les axes de coordonnées.

(b) Trouvez le volume de £.
Utilisez les coordonnées sphériques pour évaluer l'intégrale I = [ fD zdV,ou D est le

solide délimité par le cone z = /22 + y2 et la spheére 22 4+ y2 + 22 = 4. Autrement dit,
(7,9, z) est dans D si et seulement si /22 + y2? < z et 22 + 9% + 22 < 4.

Utilisez les coordonnées sphériques afin de trouver

(a) Le volume & l'intérieur du cone z = /2 + 32 et a l'intérieur de la spheére 22 +
2,2 2
Yy +z°=a

(b) [[[zxdV et [[[, zdV au-dessus de la partie de la sphére de rayon a se trouvant
dans le premier octant

(c¢) La masse de la planéte sphérique de rayon a dont la densité & distance p du centre
est § = A/(B + p?)

(d) Le volume formé par p = a(l — cosyp). Ici p et ¢ réferent aux coordonnées
sphériques usuelles.

Considérez la coquille hémisphérique délimitée par les surfaces sphériques
Pyt 422 =9 et Pyt =4
et au-dessus du plan z = 0. La coquille admet une densité constante D.
(a) Trouvez la masse de la coquille.

(b) Trouvez la location du centre de masse de la coquille.

Soit I = fffT xz dV ou T est le huitiéme de la sphére 22 +y2 + 22 < 1 avec z,y, 2 > 0.
(a) Esquissez le volume T.
(b) Exprimez I comme l'intégrale triple en coordonnées sphériques.

(¢) Evaluez I par n’importe quelle méthode.



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
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Evaluez W = fffg xzz dV, ou Q est le huitiéme de la spheére 2 + 42 + 22 < 9 avec z,
y, z =2 0.

, ~1
Evaluez /// 1+ (2®+y* + 22)3] av.
R3

Evaluez
Vi—z? 14+4/1—22—y2
/ / / (2% 4 y? + 2252 dzdy dx
Vi—z? 1— xQ—y
en changeant en coordonnées sphériques.

Evaluez le volume d’un cylindre de rayon a et de hauteur k & Paide d’une intégrale en
coordonnées sphériques.

a) Evaluez zdV, ou € est la région a trois dimensions dans le premier octant
Q , g p
x>0,y >0, z>0,alintérieur de la sphere 22 + 32 + 22 = 1.

(b) Utilisez le résultat de la partie (a) afin de déterminant rapidement le centre de
gravité d’une boule hémisphérique donnée par z > 0, 22 + y? + 22 < 1.
Considérez la moitié supérieure d’une boule de rayon 2 centrée a 1’origine. Supposons
que la boule a une densité variable égale a 9z unités de masse par unité de volume.
(a) Posez une intégrale triple donnant la masse de cette demi-boule.
(b) Trouvez quelle fraction de cette masse se trouve a Uintérieur du cone d’équation

c= VR4

Un certain solide V' est un cylindre circulaire droit. Sa base est le disque de rayon 2
centré a l'origine dans le plan zy. Il a une hauteur de 2 et sa densité est donnée par

Vaz 42
Un solide plus petit U est obtenu en retirant le cone inversé, dont la base est la
surface supérieure de V et dont le sommet est le point (0,0, 0).

(a) Utilisez les coordonnées cylindriques pour poser une intégrale donnant la masse
de U.

(b) Utilisez les coordonnées sphériques pour poser une intégrale donnant la masse de

U.

(¢) Trouvez la masse.

Un solide est borné en-dessous par le céne z = y/x2+y2 et au-dessus par la sphére
2% + 9% + 22 = 2. Sa densité est §(z,y, z) = 22 + 2.

(a) Exprimez la masse M du solide comme une intégrale triple, dont les bornes sont
en coordonnées cylindriques.

(b) Comme en (a), mais en coordonnées sphériques.

(c) Evaluez M.
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37. Soit I = [[[, xz dV o & est le huititme de la sphere 2% + > 4 2% < 1 avec 2,y,z > 0.
(a) Exprimez I comme une intégrale triple en coordonnées sphériques.
(b) Exprimez I comme une intégrale triple en coordonnées cylindriques.

(¢) Evaluez I par n’importe quelle méthode.

38. Soit I = [[[-(* +y?) dV ot T est la région solide bornée en-dessous par le cone
2z = /322 + 3y2 et au-dessus par la sphére z2 + 3% 4 22 = 9.

(a) Exprimez I comme une intégrale triple en coordonnées sphériques.
(b) Exprimez I comme une intégrale triple en coordonnées cylindriques.

(¢) Evaluez I par n’importe quelle méthode.

39. Soit & le « cornet de créme & glace » 224+ 32 +22 < 1, 22+ y2 < 2?2, 2 > 0. Considérez
J=[[[e Va2 +y?+ 22 dV

(a) Ecrire J comme une intégrale itérée, dont les bornes sont en coordonnées cylin-
driques.

(b) Ecrire J comme une intégrale itérée, dont les bornes sont en coordonnées sphé-
riques.

(¢) Evaluez J.

40.

(a) Trouvez le volume du solide & l'intérieur de la surface définie par 1’équation p =
8sin(p) en coordonnées sphériques.

Vous pouvez utiliser le fait que
.4 1 . .
sin®(p)dp = 3 (12¢ — 8sin(2¢p) + sin(4y)) + C
(b) Esquissez le solide ou décrivez ce a quoi il ressemble.

41. Soit & le solide

0<z< Va2 +19y2, 22+ 2 <1,

I:///z 2 4+ y2 + 22 dV.
£

(a) Ecrivez lintégrale I en coordonnées cylindriques.

et considérez I'intégrale

(b) Ecrivez lintégrale I en coordonnées sphériques.

(¢) Evaluez l'intégrale I en utilisant une des deux formes.
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42. Considérez l'intégrale itérée

0 40 N
1= / / / (22 + 12 +22) """ dzdyda,
—a J—Va2—22 JO

ou a est une constante positive.
(a) Ecrivez I comme une intégrale itérée en coordonnées cylindriques.
(b) Ecrivez I comme une intégrale en coordonnées sphériques.

(¢) Evaluez I en utilisant la méthode que vous préférez.

43. Le solide £ est borné en-dessous par le paraboloide z = 22 +%? et au-dessus par le cone

z= /a2 +y? Soit I = [[[. z (2 +y* + 2%) dV.
(a) Ecrire I en termes des coordonnées cylindriques. Ne pas évaluer.

(b) Ecrire I en termes des coordonnées sphériques. Ne pas évaluer.

(c) Calculez I.

44. Soit S la région du premier octant (i.e. ,y,z > 0) qui se trouve entre le cone z =
V22 + 92 et en-dessous de la sphere (2 — 1)% + 22 + y? = 1. Soit V son volume.

(a) Exprimez V comme une intégrale triple en coordonnées cylindriques.
(b) Exprimez V comme une intégrale triple en coordonnées sphériques.

(c) Calculez V en utilisant une des deux intégrales ci-dessus.

45. Un solide est borné en-dessous par le cone z = /322 + 3y2 et au-dessus par la sphére
2% + y? + 22 = 9. Sa densité est donnée par §(x,y,2) = 22 + y>.

(a) Exprimez la masse m du solide comme une intégrale triple en coordonnées cylin-
driques.

(b) Exprimez la masse m du solide comme une intégrale triple en coordonnées sphé-
riques.

(¢) Evaluez m.

Pour aller plus loin.

46. La densité de I’hydrogene gazeux dans une région de ’espace est donnée par la formule

2 + 222

p(z,y,2) = m

(a) A (1,0,—1), dans quelle direction est-ce que la densité de I’hydrogéne augmente
le plus rapidement ?

(b) Vous étes dans un vaisseau spatial & Porigine. Supposons que le vaisseau spatial
vole dans la direction de k. Il y a un disque de rayon 1, centré sur le vaisseau
spatial et déployé perpendiculairement a la direction de la trajectoire, pour capter
I’hydrogene. Quelle quantité d’hydrogene a été collectée au moment ou le vaisseau
spatial a parcouru une distance 2?7

Vous pouvez utiliser le fait que fOQTr cos2 6 df = .
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47. Un tore T de masse M est généré en effectuant la rotation d’un cercle de rayon a
autour d’un axe dans son plan a distance b du centre (b > a). Le tore a une densité
constante. Trouvez le moment d’inertie autour de I'axe de rotation. Par définition le
moment d’intertie est [ fT r2dm, oll dm est la masse d’une piéce infiniment petite du
solide et r est sa distance par rapport a ’axe.

48.

Le corps d’'un bonhomme de neige est formé par les boules de neige x2 + 32 + 22 = 12
(ceci est son corps) et o2 + y% + (2 — 4)2 = 4 (ceci est sa téte).

(a)

(b)

Trouvez le volume du bonhomme de neige en soustrayant ’intersection des deux
boules de neige de la somme des volumes des boules de neige. [Rappelons que le
volume d’une sphére de rayon r est 473 ]

Nous pouvons également calculer le volume du bonhomme de neige comme une
somme des intégrales triples suivantes :

ZT" 2 2
(1) / / / p*sin g dpdf dy
o Jo Jo
21 V3 pd— 1
(2) / / / o dzdr do
0 0 V3r

T 271 2\/§
@ [ [ i) dpasas
z Jo Jo

Encerclez la bonne réponse parmi les choix soulignés et remplissez les espaces vides
dans les descriptions suivantes de la région d’intégration pour chaque intégrale.
[Remarque : nous avons déplacé les axes afin d’écrire certaines des intégrales ci-
dessus. Les équations que vous indiquez doivent étre celles avant que la translation
ne soit effectuée].

i La région d’intégration dans (1) est une partie du bonhomme de neige.

corps / téte / corps et téte

C’est le solide entouré par la/le
sphére / cone

défini(e) par I’équation

et la/le
spheére / cone

défini(e) par 'équation

ii La région d’intégration dans (2) est une partie du bonhomme de neige.

corps / téte / corps et téte

C’est le solide entouré par la/le

sphere / cone
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défini(e) par ’équation

et la/le
spheére / cone

défini(e) par équation

iii La région d’intégration dans (3) est une partie du bonhomme de neige.

corps / téte / corps et téte

C’est le solide entouré par la/le
sphere / cone

défini(e) par I’équation

et la/le
sphére / cone

défini(e) par I’équation

3.6 Changements de variables pour les intégrales
multiples

Quelques rappels

Une des techniques les plus utiles pour calculer des intégrales (simples) est le changement de
variables, qu’on peut énoncer comme suit.

( Formule 3.6.1 ]

Soit f une fonction intégrable et g une fonction différentiable. On pose x = g(u), alors

b g(b)
/ Flo(w) g (u)du = / f(z)de. (*)
a 9(‘1)

Remarquons que, dans la pratique, lorsque nous effectuons un changement de variables, nous
partons de l'intégrale de gauche dans 1’équation (x), puis

(a) nous établissons les limites de l'intervalle d’intégration pour la nouvelle variable u en
commencant & g(a) et en terminant & g(b);

(b) nous faisons la substitution g(u) — x;
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(¢) nous tenons compte de I’élément différentiel en substituant ¢’'(u) du — dx. Ceci ressemble
a une « simplification »

dz
/ = — =
g (u)du = T du = dx.

Il faut bien comprendre cependant que cette « simplification » est seulement un procédé
mnémotechnique, il ne s’agit pas de divisions.

On démontre la validité de cette formule au moyen du théoréme fondamental du calcul. Cette
approche s’adapte mal au cas des intégrales multiples, mais on peut comprendre ceci autrement.

(a) Lorsque la variable u parcourt l'intervalle [a, b], la variable x = g(u) parcourt un intervalle,
commencant & g(a) et finissant & g(b). Il se peut que 'ordre des extrémités soit échangé
(si g est décroissante par exemple). Il est aussi possible que x sorte de cet intervalle, en
dépassant ¢(b), mais elle doit revenir a g(b). Au niveau de l'intégrale, ces deux passages
s’annuleront.

(b) Une variation Awu, par exemple une longueur d’intervalle, est transformée approximative-
ment en une variation Az = ¢'(u*)Au.

(c) L’intégrande f(g(u)) est transformé en f(x).

Voyons comment adapter cette approche aux intégrales doubles.

Changement de variables pour les intégrales doubles

Supposons donc que nous avons une région R dans le plan Ozy et que nous voulons effectuer
un changement de variables. Ceci revient & nous donner une transformation r définie sur une
partie du plan Ouv, donnée par r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j et qui couvre la région R.
Comme précédemment, 'idée de base est d’analyser 'effet de la transformation r sur un
petit élément d’aire Au Av en utilisant 'approximation linéaire. On suppose par surcroit que r
est différentiable, ce qui garantit que cette approximation est bonne.
Considérons donc un rectangle S dans le plan Ouv dont les sommets sont les points Sp(uo, vo), S1(ug+
Au,vg), Sa(ug, vo + Av) et S3(ug + Au, vy + Av). Les points images de ces points dans le plan
Oxy par la transformation r sont alors

PO ZI‘(S()), P1 ZI‘(Sl), P2 ZI‘(SQ), P3 ZI'(Sg).

r —
v sz_r(SQ) P3:r(53)
A A

S (ug, vy + Av) S3(up + Au, vy + Av)

So(ug,v9) Sy (ug + Au,vy) Py=r(S5)

sV

L
u

Figure 3.6.2 Le changement de variables est donné par une fonction r qui transforme un
rectangle en une région qui est approximativement un parallélogramme.

Nous avons alors I’approximation linéaire de r autour de Sy = (ug,vg). Pour une variation
AS = (Au, Av) prés de Sy,

r(So + AS) ~ r(Sp) + Dr(Sy)AS,
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ou encore

0 0
r(ug + Au,vg + Av) ~ r(ug,vo) + a—;(uo,vo)Au + a—;(uo,vo)Au

ce qui, a son tour, peut s’écrire composante a composante :
ox ox
x(ug + Au, vy + Av) ~ z(ug,vo) + %(uo,vo)Au + %(uo, vg)Av,
dy 9y
y(uo + Au,vg + Av) =~ y(ug, vo) + == (uo, vo) Au + == (ug, vo) Av.
ou v
Ainsi, on invoque trois fois ces formules pour obtenir

Po = r(u07 UO))

0
p1 =r(ug + Au,vg) ~ r(uo, vo) + 8; (ug, vo) Au,
0
p2 = r(ug, vg + Av) ~ r(ug, Vo) + 8—2(%, vg) Av,
0
p3 = r(ug + Au,vg + Av) = r(ug, vo) + oM (ug, vo) Au + 8—2@0, vg) Av.

Notons que nous avons laissé tomber les termes de degré 2 ou plus dans 'approximation de
Taylor de r. Nous ne le ferons pas ici, mais il est possible de démontrer que ces termes ont une
contribution nulle & I'intégrale : le passage a la limite les annule.

L’image de notre région S de départ peut étre approchée par le quadrilatére de r(Sp),r(S1),r(S2)
et r(S3), qui est lui-méme approximativement un parallélogramme, puisque

—-— Or -
PPy =p1 —po = %(SO)AU ~p3 —p2 = B3,
—-— Or -
PP, =p2—po = %(SO)AU ~p3—p1 =P B

L’aire du parallélogramme en question est la norme du produit vectoriel des vecteurs corres-
pondant aux cotés du parallélogramme’. Or, nous avons

Or Oz . Oy .
%(SO) - %(SO)I + au (SO)-] + Oka
Or Oz . Oy .
%(So) = %(50)1 + 5 (S0)j + Ok.

Afin d’alléger ’écriture, omettons le point d’évaluation des dérivées partielles. Nous devons
calculer le produit vectoriel

i & &
ﬁAu X gAv =1j 2¢ & AulAv = 0z 0y _ Oy Ou AuAvk.
du v k 361 30”

W

Le vecteur k étant unitaire, ’aire qui nous intéresse est donc

dz 0y 0Oy
oudv Ouldv

Oz Oz
det [ % g;}
ov

du v

AuAv = Au Av.

Ceci nous meéne a la définition suivante.

LQu’on considére comme des vecteurs de R3, en ajoutant une troisiétme composante nulle.
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Définition 3.6.3

Etant donné une transformation r donnée par r(u,v) = z(u, v)i+y(u, v)j, son jacobien est
le déterminant

Avec ces notations, la petite région S du plan Ouw est transformée en une région R du plan
Oxy dont 'aire vaut

AA= ’ Oz,y) ’ AuAv.
O(u,v)

Prenons maintenant une région générale S dans Ouw telle que lorsque (u,v) parcourt S, alors
r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j parcourt R une seule fois?. On divise S en plusieurs rectangles S;;,
puis on dénote par R;; leurs images par r.

Quand nous avons construit les intégrales doubles, nous avons considéré des divisions du
domaine d’intégration R en rectangles pour construire les sommes de Riemann. Il se trouve que
cette division peut étre faite de fagon plus générale, les rectangles ne sont pas nécessaires. Ici,

nous allons utiliser les R;; comme sous-régions. L’aire de chacune de ces régions sera notée AA;;.
Ainsi,

hE

//Rf(:c,y) dA;:z- i:f(xi;yj)AAij

1j=1

-
Il

)

@y) . .
A(u, v) (i, vi)

i
NE

f(x(uiuvj)vy(uhvj))‘ Au Av.

I
—

i=1j

Cette double somme est une somme de Riemann pour l'intégrale

[l

Soit S et R deux régions élémentaires des plans Ouv et Oxy respectivement, r : S — R
une transformation de classe C telle que r(u,v) parcourt R une seule fois lorsque (u,v)
parcourt S, et f une fonction continue sur R, alors

S st |G dwao = [ sep) oy ()

Avec les composantes et les variables écrites explicitement, ceci devient

I sttt [ 3D o= [[ 10 vty

En particulier,

du dv.

Théoréme 3.6.4 ]

o))

(z,9)
(u,v)

dA = ) ‘ du dv. (1)

S5

2En réalité, on peut affaiblir un peu cette condition : les points du bord de R pourraient étre atteints plus
d’une fois. En termes précis, on dira que la transformation r est injective sur S, sauf peut-étre sur son bord.
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Nous verrons quelques exemples, mais avant faisons la remarque qui suit.

Remarque 3.6.5

Nous avons que la dérivée de la transformation r est la matrice des dérivées partielles de
ses composantes par rapport aux différentes variables, a savoir

Ainsi, le jacobien de la transformation r est simplement le déterminant de la matrice D(r).
Les formules (%) et (#x) sont donc treés similaires.

Regardons maintenant quelques exemples. Commencons par regarder les coordonnées po-
laires a nouveau.

Exemple 3.6.6 dA en coordonnées polaires.

Les coordonnées polaires peuvent étre interprétées comme une transformation ¢(r,0) =
x(r, )i+ y(r,0)j avec

z(r,0) = rcosf,

y(r,0) = rsind.

Puisque
Ox dy .
5, = oS 0, 5y S 0,
or . Jy
%——rsme, %—7‘0059,

la formule (1), avec r dans le réle de u et avec 6 dans celui de v, donne alors

cos sin 6

dA = |det
’ ¢ [—rsin@ rcos

] ‘ drdf = (T cos? 0 + rsin? 0) drdf
=rdrdb,

qui est exactement ce que nous avons trouvé dans la formule 3.2.6.

Exemple 3.6.7 dA en coordonnées paraboliques.

Yy
Les « coordonnées paraboliques » sont
données par
u? —v? z
x(u,v) = — y(u,v) = uv.

Le nom vient de ce que les courbes obtenues
lorsque u ou v sont constantes sont des para-

boles. Figure 3.6.8 Courbes a u constant

(bleu) ou v constant (rouge).
On calcule aisément
0 oy _

- ou

v



320 3. INTEGRALES MULTIPLES

& _ oy _
o ’ o
et () donne alors
dA = |det [—uv Z} dudv = (u? + v?) du dv.

A vous de jouer 3.6.9
idé ; s — 28, 45 — 45 28
Considérer le changement le variables T': x = $Z3u — 230, y = z3u+ £3v

A. Calculer le Jacobien :
o(z,y) _

d(u,v)
B. La transformation est linéaire et donc envoie les droites sur des droites. Elle envoie
donc le carré S : —53 < u < 53, —53 < v < 53 sur un quadrilatére T'(S) de sommets :

T(53, 53) = ( : )

T(-53, 53) = ( , )
T(-53, -53) = ( , )
T(53, _53) = ( ) )

C. Utiliser la transformation 7" pour évaluer Iintégrale suivante :
[ @*+y* dA

A vous de jouer 3.6.10

Utiliser le changement de variable s = = + 3y, t = y pour calculer l'aire de l'ellipse 22 +
6zy + 10y < 1.
Aire =

Utiliser en pratique le théoreme 3.6.4 peut étre complexe. Afin de choisir le changement de
variables a effectuer, on doit tenir compte tant de la région d’intégration que de l'intégrande.
Voyons un premier exemple.

Exemple 3.6.11

Soit R la région a l'intérieur du parallélogramme limité par les droites y = 2z, y = 2z —
2, y = et y =z + 1. Calculer la valeur de [[ zy dA.

Solution. Bien que l'intégrande soit simple, la région d’intégration suggere de faire un
changement de variables. En effet, le bord du parallélogramme est donné par les droites
d’équations y —2x =0, y—2x =-2, y—x=0ety—x =1.
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H

y=z+1
U =2 —2

Ceci suggere de poser u = y — 2z et v = y — x. Notons qu’il s’agit d’un changement de
variables qui est linéaire, puisque nous pouvons également écrire

ul | =2 1 T
ol | =1 1| |y|’
La région § du plan Ouv qui correspond a R est le rectangle limité par les droites
d’équations u =0, u=—-2,v=0et v=1.

Nous devons exprimer x, y en fonction de u, v. Dans notre cas, le changement de variables
est une transformation linéaire, nous pouvons donc simplement inverser la matrice :

R

c’est-a-dire © = —u + v et y = —u + 2v. Le jacobien de la transformation est alors
a(x7y)__ -1 1 ——
ou,v) | -1 2| 7

L’intégrande est
f(z,y) =2y = (—u+v)(—u + 2v) = u? — 3uv + 20°.

Nous pouvons maintenant invoquer le théoreme 3.6.4 et effectuer les calculs :

// xydxdy:// (u273uv+2v2)|71|dudv:// u? — 3uv + 2v3du dv
R S S

1 /0 1 3 2 u=0
= / / u? — 3uv + 202 dudv = / [u — SuTv + 2uv2] dv
0o J-2 o L3 2

u=-—2

1 v=1
4
:/ §+6v+4v2dvz 7v3+3v2+§v
0 3 3 3 |,—o

=1
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Exemple 3.6.12

Soit R la région du plan définiepar 0 <z < let 14+ 2 <y <2+ 2. Evaluer Iintégrale

Y
dr dy.
//Rl—i—x Ly

Solution. On peut simplifier 'intégrande considérablement en faisant la substitution

s=ux, T =s,
t= y ,
1+

y=t(l4+2z)=1t(1+s).

Notons que ce changement de variables n’est pas un changement linéaire. A gauche, nous
avons Pexpression de (s,t) en termes de (x,y). A droite, ce sont (z,%) qui sont données en
fonction de (s,t). Pour obtenir ceci, il faut simplement isoler les variables. Notons que ceci
nous permet d’obtenir I'intégrande en fonction de (s,t). Bien entendu, afin d’effectuer le
calcul, nous devons aussi :

(z,y) — (s,t) sur le domaine R, considérons son bord,
puis voyons comment ce bord est exprimé en termes de R
s et t. Voici R dans le plan Oxy.

e exprimer le domaine d’intégration S en fonction des variables s et ¢, puis
* calculer le jacobien de la transformation afin d’exprimer dzx dy en termes de ds dt.

Le jacobien de la transformation est

y=2(1+zx)
Afin d’étudier l'effet du changement de variables

z=0 y=14x

Cette région est un quadrilatere, ses cotés sont :

* A gauche, une portion de la droite x = 0. Comme nous avons = s, en termes de s
et t, nous devons avoir s = 0.

* A droite, une portion de la droite z = 1. Nous devons avoir s = 1.

* Le bord inférieur est une portion de la droite y = 1+ z, ol ﬁ = 1. Puisque t = 1—%’
la portion du bord qui correspond en termes de s et t est ¢ = 1.
* Le bord supérieur est une portion de la droite y = 2(1 + x), ou encore ¥ = 2. En

termes de s et t, la portion correspondante est t = 2.

Ainsi, la région S dans le plan Ost qui correspond a R est

S={(st)|0<s<1, 1<t <2},
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Nous avons maintenant tous les ingrédients pour appliquer le théoreme 3.6.4. Notons
que le jacobien de la transformation est 1 + s, qui est positif sur S. Ainsi,

//RH% dmdy:/ol/lzt(l-i-s)dtds
—VollJrsds} thdt}

B D R Gk R
a 2 =0 2t:1_22

_9
=2

A vous de jouer 3.6.13 %
Calculer 'aire de la région D bornée par

zy=1,zy=9, xy’=1, 2> =25

dans le premier quadrant du plan zy

(a) Dessiner un graphe représentant la région D.

(b) Utiliser le changement de variable non-linéaire
u=zxyetv= a:yQ, trouver z et y comme fonction de u et v.
x=z(u,v) =
y = ylu,v) =
(c) Calculer le déterminant du Jacobien de ce changement de variable.

Table 3.6.14

‘3(337 y)
a(u,v)

= det

(d) Utiliser ce changement de variable calculer l'aire de la région D avec une intégrale

double.
O(z,y) dudv = / / du dv
d(u,v)

[fer= [ ]

(e) Evaluer Pintégrale double pour trouver la valeur de l'aire de la région D.
Aire =

A vous de jouer 3.6.15 %
(a) Find an affine change of coordinates that takes the unit square with vertices

P*=(0,0), Q" = (1,0), R* = (0,1), * = (1,1)

in the uv-plane to the rectangle with vertices
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g P=(3,4), Q=(5,4), R=(3,10), S = (5,10)

in the xy-plane.

z=z(u,v) =
y=ylu,v) =
(b) Find the absolute value of the determinant of the Jacobian for this change of coor-
dinates.
Table 3.6.16
0
@) | | et
A(u,v)

Exemple 3.6.17

Soit R la région du premier quadrant limitée par les courbes zy = 1, xy = 9 et par les

droites y = z, y = 4z. Calculer
Y
// \/7-1— Vry dA.
R X

Solution 1. Considérons le changement de variables

{x} =r(u,v) = {u/v} ou encore [u} = [ VY } .
y uv v Vy/x
Ce changement de variables rend l'intégrande tres simple, puisque

ﬂ—l—ﬁzﬁ—l—\ﬂﬂzv—l—u.

Le jacobien se calcule aisément :

/v —u/v?
v u

= 2u/v.

5 G-
ou ov

La région R qui nous intéresse est limitée par 4 courbes qui se coupent aux points
Pi(1,1), P»(3,3), P5(2,6) et Py(1,2). Chacun de ces points, & son tour, correspond a deux
points différents du plan Ouwv sous la transformation r choisie :

Py =1(S1) =r(S7), ou S1(1,1),87(—1,-1),
Py =1(83) =1(S55), ot S5(3,1),55(=3,—1),
P3 =1(S3) =r(S%), ou S3(3,2), S5(—3,—-2),
Py =1(S4) =1(5)), out S4(1,2),S5(—1,-2).
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v Y
................. S % Py
S 8
..... L . H /’9
1 2 Q//s \5/
T T T u
1 2 3 R Py
Sy Si
. S P—1» 2y =9
.................. 14 )
Sé 4/ P, zy=1
T

Par ailleurs, la droite y = x correspond & v? = 1, c’est-a-dire & la paire de droites
v = +1. La droite y = 4x correspond a la paire de droites v = +2. De méme, ’hyperbole
2y = 1 correspond & u? = 1, c’est-a-dire & la paire de droites u = +1, et ’hyperbole zy = 9
correspond a la paire de droites u = 3. Nous avons donc deux régions S et S’ du plan Ouv
qui correspondent a R sous la transformation choisie. Afin de calculer I'intégrale qui nous
intéresse, nous devons choisir 'une d’entre elles. Choisissons S = {(u,v)[1 < u < 3, 1 <
v < 2}. Notons que, sur cette région, le jacobien de la transformation est positif et que nous
pouvons calculer notre intégrale :

0 Iy Ty

u=3

3 2
:2/ [u_ﬁ_u] dv—2/ f+4dv
1 3’U 2 =1
92 v=2
:2{611111—&—411] :5—ln2+8.
3 _— 3

Solution 2. Un autre changement de variables est possible. On peut poser v = zy et
u = y/x. Les calculs sont d’une complexité équivalente. Cependant, au niveau des régions
d’intégration, on n’a pas a se soucier de la duplication des courbes. On laisse en exercice le
calcul par cette méthode.
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Changements de variables pour les intégrales triples

Il existe une généralisation naturelle du théoreme 3.6.4 pour les
intégrales triples (et méme en plus haute dimension). Elles sont ‘
établies exactement de la méme fagon que ce qu’on a fait plus haut.
Pour les intégrales triples, la pierre angulaire de la construction

est le fait établi au corollaire 1.3.7, qui exprime le volume d’un "
parallélépipede comme un déterminant.

Si 'on pose
x(u, v, w)

= y(u7v7w)
z(u, v, w)

INIENS O

lorsqu’on passe des coordonnées u, v, w aux coordonnées x,y, z, on aura aussi un jacobien, ce
sera un déterminant 3 x 3.

Définition 3.6.18

Etant donné une transformation r donnée par r(u, v, w) = z(u, v, w)i+y(u, v, w)j+z(u, v, w)k
son jacobien est le déterminant

Ow.y,2) |3 By B

O(u, v, w) 95  0r D%

Nous avons bien entendu 1’énoncé analogue du théoreme 3.6.4 pour les intégrales triples, a
savoir :

-

Théoréme 3.6.19 ]

Soit S et R deux régions élémentaires dans Ouvw et Oxyz respectivement, r: S — R une
transformation de classe C! telle que r(u,v,w) parcourt R une seule fois lorsque (u,v,w)
parcourt S, et f une fonction continue sur R, alors

JJIRCEE] e
:///Rf(x,y,z) dz dy dz.

Avec les composantes et les variables écrites explicitement, ceci devient

///f u, v, w) (uvw)z(uvw))‘g(( 5w))
// f(z,y, 2) dedydz.

du dv dw (k%)

du dv dw

En particulier,

qV — ‘ 0(x,y, 2)

6(u,v,w)‘ dudv dw. (M)

Voyons quelques exemples.
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Exemple 3.6.20 dV en coordonnées cylindriques.

Les coordonnées cylindriques se calculent au moyen de

x(r,0,z) = rcosb,

y(r,0,2z) = rsind,

2(r,0,2) = z.
Puisque

Or oy ) 0z
Efcosﬂ, Efsm& 570’
ox . oy 0z
%—*TSIHQ, %frcosﬁ, %70,
ox y 0z
s —Z = — =1
0z 0, 0z 0, 0z ’

le théoréme 3.6.19, mais avec 7 dans le role de u et avec 6 dans celui de v, donne

d(z,y,2) C?S 0 sind 0 cos sin 6
—————~= =| —rsinf rcosf 0 |= .
o(r,0,z) 0 0 1 —rsinf rcos6

=rcos?0+rsin®0 =r,
et donc

dV =rdrdfdz,

exactement ce que nous avions trouvé dans la formule 3.5.3.

Exemple 3.6.21 dV en coordonnées sphériques.
Les coordonnées sphériques sont données par
x(p,0,p) = p cosf sinp,
y(p,0,¢) = p sinf sinp,
z(p,0,¢) = p cos .

Puisque
a—x = cos 6 sin @ = sin § sin % = cos
ap - QD, ap - §07 ap - 807
@—— sin @ sin @— cos f sin %—O
89 - p QD, 80 - p g07 89 - %
Ox oy . 0z .
— = p cos B cos p, — = psinf cosyp, — = —p singy,
) I dp

Pégalité (f7), avec p dans le role de u, avec 6 dans le role de v et avec ¢ dans celui de w,
donne

cos @ sin sin 6 sin ¢ cos
dV = |det [—psinf siny p cosf sinp 0 dpdf dy
pcosfcosp psinf cosp —psing
p cosf sin ¢ 0
psinf cosp —psinp

cos 0 sin ¢ det [
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—sin @ sin p det {p sinf sin ¢ 0 }

pcosf cosp —psing

—psinf singp p cosf sinp

+cosg0det{ Hdpdego

pcost cosp psind cosp
= p2| — cos? #sin® p — sin? §sin® ¢ — sin p cos? <p| dpdf dy
= p2’ — sin @ sin? p — sin ¢ cos? <p| dpdf dy

= p?sinp dpdf d,

qui est exactement ce qui a été établi dans la formule 3.5.11.

A vous de jouer 3.6.22

Evaluez intégrale triple

I

ol D est le solide délimité par le paraboloide z = 25 — 22 — 412 et le plan z = 0, & 'aide
du changement de variables

r = 4ucosw, y = 2usinwv, zZ=w.

(a) Calculez le jacobien du changement de variables :
o, y,2) _
O(u,v,w)
(b) La borne supérieure de u (lorsque v € [0,27]) est :

Umax =
(¢) La borne supérieure de w en fonction de u est :

Winax (u) =
(d) Evaluez U'intégrale :

e

Exercices
Pour se pratiquer.
1. Soit & = {(u, v)|0 < 1,0 < v < 1} le carré unité, et soit r : S — R? la transforma-
tion définie par r(u,v) [ ?j Z Notons R C R? I'image de S sous r. Pour chaque

définition de r(u,v) :
i. Justifiez que la fonction r est une transformation de classe C*.
ii. Trouvez 'image des sommets du carré unité S sous la fonction r.

iii. Déterminez I'image R du carré unité S puis dessinez le graphe.
o
() x(uv) = 250 ]

(b) r(u,0) = | }

wlenlg

w W

(c) r(u,v) = _“ }
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2. Déterminez si les transformations r : S — R? sont injectives ou non.

(a) r(u,v) = [ ”y“ }, ouz=u*ety=u?+uv,ouS est le triangle ayant pour sommets
(—2,0), (2,0) et (0,2)

2

(¢) r(u,v) = [ z ], o x = u? et y = v%, ou S est le rectangle ayant pour sommets

(7170) (170)7 (1v 1) et (717 1)

(d) r(u,v) = [ z }, ol = 2u et y = 3v, oul S est le carré ayant pour sommets (—1,1),
(_17_1)7 ( »_1) et (111)

3. Soit S C R? et soit la transformation injective r : S — R? définie par r(u,v) =
[ fj } Pour chacun des cas suivants, déterminez 'image R de S sous r, ainsi que la

transformation inverser—! : R — S :

(a) r(u,v) = :;ﬂ,oaszﬂ@

(b) r(u,v) = w2 } ot S = R?

r €2u+v

(c) r(u,v) = | "y }, ou S = R?

(d) r(u,v) = bn () } ot S = {(u,v)u > 0,v > 0}

In(uv)

4. Soit r : R? — R? la transformation définie par r(u,v) = [z} Pour chacun des cas

suivants, la région R C R? donnée est I'image d’une région S C R? sous r; déterminez

S.
(a) z=au, y=bvet R = {(x,y)|z% + v < a®V?}, ot a,b > 0

(b) = =au, y=bv etR:{(x,y)|é+%<1}, oua,b>0

x
a

5. Pour chacune des transformations, déterminez le Jacobien.

L w

@ x) = [ }

(b) r(u,v) = ue }

[

(c) r(u,v) = [ v sin(u?) ]

| v cos(u?)

v cosh
(d) r(u,v,w) = v sinh

u+w

&)
(&)

(e) r(u,v,w) = (u—v,u+v,u+v+w)

Pour mieux comprendre.
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La région triangulaire R ayant pour sommets Yy
(0,0), (1,1) et (1,2) est montrée dans la figure ci- 9 -
contre.

(a) Trouvez une transformation r : & — R de

au-+bv
cu+dv

d sont des nombres réels avec ad — bc # 0, R
telle que r=1(0,0) = [8], ri(1,1) = [é} 1

et r1(1,2) = [(1)]

la forme r(u,v) = }, ol a, b, ¢ et

(b) Utilisez la transformation r afin de déterminer
laire A(R) de la région R. x

La région triangulaire R ayant pour sommets y
(0,0), (2,0) et (1,3) est montrée dans la figure ci-
contre.

(a) Trouvez une transformation r : & — R de

la forme r(u,v) = [Z;LIZZ }, ou a, b, c et 9 -
d sont des nombres réels avec ad — bc # 0,
- 0 _ 1
telle que r=1(0,0) = [0},1‘ 1(2,0) = [0} R
_ 0 i

etr}(1,3)= [ 7], 1
(b) Utilisez la transformation r afin de déterminer

laire A(R) de la région R. "

1 2

8. Utilisez la transformation v = y — x, v = y afin d’évaluer les intégrales

@ [[ 0 =enaa
o) [[ ==

sur le parallélogramme R ayant pour sommets (0,0), (1,0), (2,1) et (1,1) montrée dans
la figure ci-dessous.
Yy

14
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9. Soit R le carré limité par les droites y = x et y = = + 2, et par les droites y = —z et

y = —x + 2 (voir la figure ci-dessous). A Tlaide du changement de variables u = y — x,
v = x + vy, évaluez les intégrales suivantes.

(a) / /R sin(z — 1) dA
(b) / /R ¢ A

10. Evaluez lintégrale triple

1 2 z+1
/ / / (y + 1)dzdydz
0 1 z

en utilisant la transformation u =z — 2, v =3y et w = 3.

2 6 ;3242
/ / / (5 — 4y)dzdzdy
0 Ja Jaz

en utilisant la transformation u = x — 3z, v =4y et w = 2.

11. Evaluez lintégrale triple






Chapitre 4

Calcul vectoriel

Ce chapitre traite des champs de vecteurs et des théoréemes fondamentaux du calcul vectoriel,
c’est-a-dire le théoreme de Green et celui de Stokes.

4.1 Champs de vecteurs

Champs de vecteurs

Nous avons déja rencontré la notion de champ gradient d’une fonction f de deux ou trois
variables, a la section 2.6. Il s’agit d’une nouvelle fonction V f qui a chaque point r associe un
vecteur V f(r). Au-dela des champs gradients et de leur utilité pour le calcul des dérivées direc-
tionnelles, la notion de champ de vecteurs est tres utile pour modéliser plusieurs phénomenes.
Pensons par exemple a la force F qui s’exerce sur une particule qui se déplace. La force F peut
varier en fonction de la position de la particule (pensons a la proximité d’une charge électrique).
De méme, imaginons un fluide qui s’écoule dans une région du plan ou de l’espace. A chaque
point de cette région, le fluide posséde une vitesse spécifique ; celle-ci variera en fonction d’éven-
tuels obstacles rencontrés par le fluide et de la géométrie du milieu d’écoulement. Ceci motive
la définition suivante.

Définition 4.1.1

Soit D C R™ une région donnée. Un champ de vecteurs sur D est une fonction F : D — R"
qui & chaque point r de D associe un vecteur F(r).
Les cas qui nous intéressent davantage sont :

(a) Lorsque n = 2, D est une région du plan. Dans ce cas, le champ F s’écrit au moyen de
ses composantes F = Pi+ Qj, c’est-a-dire F(r) = P(r)i + Q(r)j, ou encore F(z,y) =
Pz, y)i+ Q(z,y)j.

(b) Lorsque n = 3, D est une région de ’espace. Dans ce cas, on écrit F = Pi+ Qj + Rk,
c’est-a-dire F(r) = P(r)i+Q(r)j+ R(r)k, ou encore F(x,y, z) = P(z,y, 2)i+Q(x, y, 2)j+
R(z,y, 2)k.

On représente les champs de vecteurs au moyen de diagrammes. Cette représentation est
surtout utile en deux dimensions, elle consiste a considérer un certain nombre de points sur la
région D et d’en dessiner, au point r € D, le vecteur F(r) ou un multiple scalaire de celui-ci (la
constante sera la méme pour tous les points).

Exemple 4.1.2

Soit F(z,y) = (1 — y?)i + 0j défini pour —1 < y < 1.

333
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Notons que la composante verticale Y
du champ est nulle, de sorte qu’en tout
point les fleches représentant ce champ [ S
seront horizontales. De plus, lorsque y = R
+1, on aura F(z,y) = 0. Par ailleurs, R
les composantes du champ ne dépendent Y
pas de la variable x. Ceci entraine que le GG B x
champ est invariant par translation hori- —_,— s s s

—_ = = — — = — — — —

zontale. Notons aussi que la composante
horizontale du champ, 1 —y?2, est toujours
positive (les fleches pointent toujours vers
la droite) et maximale lorsque y = 0.

e S S S e e

AR S B R |

Figure 4.1.3 Le champ v = (1 — ¢?)i

Ce champ peut étre utilisé pour modéliser ’écoulement d’un fluide le long d’un canal se
trouvant sur la bande horizontale —1 < y < 1. La vitesse du fluide est plus grande au milieu
du canal, le frottement avec la paroi entraine un ralentissement a mesure qu’on s’éloigne
du milieu.

Exemple 4.1.4 Le tourbillon.

Dans cet exemple, nous allons esquisser le champ de vecteurs

ou 2 est une constante positive. Nous allons donner une procédure efficace pour produire
une esquisse grossiere, elle sera suffisante pour avoir une idée réaliste du contexte. Cette
procédure se généralise a d’autres champs de vecteurs.

Pour commencer, concentrons-nous sur la composante horizontale i- v(z,y) de notre
champ. Voyons dans quelle région du plan Ozy celle-ci est positive, négative ou nulle.

=0 siy=0
i-viz,y)=—-Qy (<0 siy>0
>0 siy<D0.

Nous en faisons autant avec la composante verticale.

=0 siz=0
j-v(z,y) =Qx <0 sizx<O0
>0 sixz>0.

Ceci partitionne naturellement le plan Oxy en 9 morceaux, selon que chacune de ces com-
posantes est positive, négative ou nulle :

ci-v>0etj-v>0sur{ (z,9) eR?|y<0, >0 };
. i-v>Oetj-v:Osur{(amy)ERQ|y<07 x:()};
. i-v>0etj-v<Osur{(m,y)€R2’y<0, x<0};
. i~v:0etj~v>Osur{(:r,y)€R2|y:0, x>0};
* et ainsi de suite.

Pensons maintenant & v(x,y) comme la vitesse au point (z,y) d’un fluide.
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Regardons le premier point ci-haut. Il nous dit y
que, sur la premiere des 9 régions, c’est-a-dire, sur
{ (z,y) e R? ’ y <0, x>0}, qui est le quatriéme
quadrant, la vitesse horizontale i-v > 0. Ceci veut
dire que le fluide bouge vers la droite. Nous signi-
fions ceci dans notre esquisse par une fleche qui va
horizontalement vers la droite (il s’agit de la fleche
bleue dans la figure ci-contre). La composante verti- L
cale j-v > 0, ce qui signifie que le fluide bouge aussi
vers le haut. On signifie ceci par la fleche verticale
vers le haut (c’est la fleche rouge).

Par la suite, concentrons-nous sur le deuxiéme
point dans la liste ci-haut. Il nous dit que, sur la
deuxieme région, c’est-a-dire sur { (r,y) € R? ’ y <
0, z=0 }, qui est la moitié inférieure de I’axe Oy,
la composante horizontale i- v > 0, ce qui veut dire
que le fluide bouge vers la droite. On indique ce-

« ci par une fleche horizontale vers la droite dont la
source est un point sur la moitié inférieure de 'axe €T
Oy (c’est la deuxiéme fleche bleue dans la figure ci-
contre). La composante verticale est j-v = 0, ce L
qui veut dire que le fluide n’a pas de vitesse verti- >
cale. On indique ceci par l'absence de fleche verti-
cale ayant pour source un point sur la partie infé-
rieure de I'axe des y.

* On poursuit de la sorte.

Lorsque nous aurons considéré les 9 régions, nous aurons ’esquisse ci-contre.

De ceci, on voit que, par exemple, dans le premier
quadrant,

¢ le fluide bouge vers la gauche et vers le haut ; Y

¢ le fluide croise 'axe x verticalement (donc, prés ~~ <_T
de l'axe z, les fleches seront presque verticales) ;

¢ le fluide croise 'axe des y horizontalement (donc, T
pres de 'axe y, les fleches seront presque horizon- =
tales) ; i

* il y a un point, a savoir (0,0), ot le champ de L
vitesses est exactement 0. De plus, v(z,y) = r —
Q(—yi + xj) est plus petit lorsque (z,y) est plus
pres de (0,0), et v(x,y) a une grande norme
lorsque (x,y) est loin de (0, 0). Figure 4.1.5

Avec toute cette information, nous pouvons esquisser
notre champ de vecteurs.
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N AN
Avec cette esquisse composée de 9 AV NN
morceaux a titre de guide, nous pouvons I N NN \
maintenant produire une esquisse plus AR v
fine du champ de vecteurs, illustrée ci- /A A A
contre. o oo
On y retrouve bien le comportement 1 |
attendu : les fleches sont courtes prés de I T R
Porigine, ou le champ s’annule, et s’al- R I sor 1
longent & mesure qu’on s’en éloigne. Ceci A A
montre le champ qui tourbillonne autour NN Y T
de Dorigine, d’ott son nom. N N S — S
C ol N —_w - — — S

Figure 4.1.6 v = Q(—yi + zj)

Exemple 4.1.7 La source ponctuelle.

Imaginons que
* tout 'espace est rempli avec un fluide incompressible, disons de 1’eau ;

* d'une fagon a déterminer, on trouve un moyen de produire plus d’eau a l'origine,
disons 47m litres par seconde;

* ceci force 'eau a couler vers l'extérieur, créant un « flux » symétrique en s’éloignant
de l'origine.

Voyons quel est le champ de vecteurs résultant, v(z,y, z). Comme le flux est symétrique, la
vitesse au point (z,y, z)

* doit pointer en s’éloignant de l'origine, c’est-a-dire que le vecteur de direction du
champ v(z,y, z) doit étre le vecteur unitaire radial :

ri+yj+zk
/x2+y2+22’

t(z,y,2) =

* doit avoir une norme ||v(z,y, z)|| qui ne dépend que de la distance & lorigine, c’est-a-
dire qui est fonction de

r(z,y,z) = Va? +y? + 22
Ainsi, le champ de vitesses est de la forme

v(az,y, Z) =v (r(z,y, Z)) f'(:E, Y, Z)

Nous devons simplement déterminer la fonction v(r). Fixons r > 0 et concentrons-nous sur
la sphere 22 + y? + 22 = r2. Elle est esquissée dans la figure ci-contre.
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Pendant un tres bref laps de temps de dt se- v(r) dt épaisseur
condes, 4mmdt litres d’eau sont créés a l'origine
(le point rouge au centre). Puisque 1’eau est incom-
pressible, 4mm dt litres d’eau doivent sortir a tra-
vers la sphére pendant cet intervalle de temps, afin
de faire de la place pour la nouvelle eau.

En tout point de la sphere, ’eau s’écoule vers 'extérieur avec vitesse v(r). Ainsi, pendant
ce laps de temps, 'eau pres de la surface de la sphére bouge d’une distance v(r)dt. En
particulier, ’eau qui se trouvait dans la crolite mince r — v(r)dt < /a2 +y2+22 < r
au début sort & travers la sphere /2 + y2 + 22 = r pendant cet intervalle de temps. La
crolite est esquissée en gris dans la figure.

Le volume d’eau dans la partie grise est essentiellement l’aire de 4mr? multipliée par
Pépaisseur, c’est-a-dire v(r)dt. Ainsi, ’égalité de volumes donne

4
drmdt = (4rr?) (v(r) dt) = v(r) = ﬁ = %
Notre champ de vitesses est donc
v(z,y,z2) = Wr(x,y,z).

Si notre monde avait été de dimension deux plutot que trois et que la source fournissait
2mm litres par seconde, le méme argument mene a

2
2rmdt = (27r) (v(r)dt) = v(r) = 27rm = @,
T

et le champ de vitesses est

P . i+ yj
fr,y), rl@y)=Va2+i2 iy = Nl
Y

La représentation de ce champ est obtenue comme suit. Pour chaque (z,y), le vecteur
e t(z,y) est dessiné avec son origine en (x,y). Notons que e t(z,y)

* pointe en direction opposée a 'origine ;
U ne norme —=— qui
a une norme 7t qu

° dépend seulement de r = ||(z,y)| ;
o est trés grande lorsque (z,y) est preés de lorigine;

o décroit comme % lorsque r = ||(z,y)|| grandit.

Voici une esquisse de quelques-uns de ces vecteurs.
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Notons que, lorsque ||(z,y)|| — 0, la Y
norme de la vitesse ||v(x,y)|| = o0. Ceci . . . ., . ., . .
est une conséquence de notre simplifica:
tion qui consiste & penser que l'eau est
produite en un seul point.

» 13 ’ i 1 1 v \ N N

_m_

Figure 4.1.8 v = Hr\|2r

Si f est une fonction de deux ou trois variables, alors son gradient V f définit un champ
de vecteurs (la ou il existe!). Nous avons déja considéré le gradient & la section 2.6, mais
d’un point de vue un peu différent. Supposons que nous ayons une fonction de deux variables,
f(x,y). Son champ gradient est le champ de vecteurs Vf = f,i+ f,j ou, plus explicitement,
Vf(z,y) = folz,y)i+ fy(z,y)j. De la méme fagon, si I'on a une fonction de trois variables f, son
gradient est Vf = fyi+ fij+ fk, ou encore Vf(x,y, z) = fo(z,y,2)i+ fy(z,y,2)j+ f=(x,y, 2)k.

Exemple 4.1.9

Soit f(x,y) = x siny+y. Son champ gradient est le champ V f(z,y) = (siny) i+ (z cosy+1)j.
La figure ci-apres, a gauche, montre le champ gradient. Dans la figure de droite, on trouve
le champ gradient V f ainsi que les courbes de niveau de f.

T T — N —
AR TTT e
-f/‘fff)‘)‘x)-,.,‘, '/f/‘ff)')'x.,,“‘
U L R R R B IR R A A N LA A A A ] PR APV
5T 7 5T 7
AL PO | T A R R AL ) IR B B 4
.&\‘A>.ﬂfffff -\\"‘"’fffff
L. lfrrf‘f 1. lfrrTJ
At At
= 014*' N LU > 01¢¢' — T T
ADDDEPENEN NP S TR R . EEEEE
"““‘K\\\\\\\ 'th‘\\'\\\\\\\\
—%7["\'\\'\‘\\'\\\\\\‘ —%7]"\'\'\'\\\\'\\\\\‘
.\\»\\\Kx\‘.‘,, -\\\\"\\xx‘<.,,
_H\\m. L _H\\m. N
o IR L i Tt ] ]
T 1 T T — T T - — —
—T —%7‘( 0 %7‘[‘ m —T —%7{' 0 %7‘( K
€z T

On remarque que la norme du gradient est plus grande la ou les courbes de niveau de
f sont le plus pres les unes des autres. Ceci résulte du fait que la norme du gradient est
la dérivée directionnelle de la fonction dans la direction du gradient. Plus cette dérivée est

grande, plus la valeur de f change vite.
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A vous de jouer 4.1.10 %
Ecrire une formule pour un champ de vecteurs en deux dimensions dont tous les vecteurs

sont paralleles a 'axe des y et dont tous les vecteurs situés sur une droite vertical ont la
méme norme.
V=

Dans les sections qui suivent, nous devrons faire face au probléeme de décider si un champ

F est un champ gradient ou pas. Nous reviendrons sur ce point. Contentons-nous de donner un
exemple.

Exemple 4.1.11
Montrer qu'il n’existe pas de fonction f continue telle que Vf(z,y) = (y*> + 1)i+ ayj =
P(z,y)i+ Q(z,y)].

Solution. Si f était une telle fonction, ses dérivées partielles seraient P et ), qui sont de
classe C'. On devrait donc avoir f de classe C2. Ainsi, en vertu du théoréme de Clairaut,
T T
oy Oydxr Oxdy Ox’

Or, %—]; =2y et %—g = y. Ainsi, une telle fonction f ne peut pas exister.

En trois dimensions, le concept est le méme. La représentation graphique est toujours de
mise, méme si elle pourrait étre un peu plus difficile & interpréter. Dans ce cas, il est commun
d’utiliser aussi des couleurs pour les fleches.

Exemple 4.1.12

On considere le champ de vecteurs F = yi+ j + (2% — 1)k.
La composante y du champ est constante, les fleches pointent toujours dans la direction
des y positifs. Les deux autres composantes dépendent de la position.

Figure 4.1.13 Le champ F(z,y,2) = yi+j+ (22 — 1)k. La longueur des fleches est pro-
portionnelle & la norme du champ, que leur couleur indique aussi : du violet pour les plus
petites normes au jaune pour les plus grandes.
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Les lignes de courant

Etant donné un champ de vecteurs F, une ligne de courant de F est une courbe paramétrée
C telle que, en tout point de C, le vecteur vitesse est donné par F évalué en ce point. Si le champ
est le champ de vitesses d’un fluide et que 1’on dépose un objet qui flotte en un point donné, la
ligne de courant passant par ce point représente la trajectoire que cet objet suivrait, mené par

le courant.

Définition 4.1.14

Si F = Pi+ @j est un champ de vec-
teurs donné, une ligne de courant C
est une courbe paramétrée par r(t) =
x(t)i + y(t)j, telle que le vecteur vitesse
v(t) = a'(t)i+ y'(t)j vérifie

a'(t) = Pla(t), y(1))

Exemple 4.1.16
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Figure 4.1.15 Un champ et quelques por-
tions de lignes de courant.

Montrer que la courbe paramétrée par r(t) = Creli+ Coe™! j est une ligne de courant pour

F(z,y) = i — yj.
Solution.

En effet, r(t) = Cyeti+ Cye™t j donne

v'(t) = Creti— Coe ' j = z(t)i — y(t)j.

Remarquons que différentes valeurs
de C et C5 donnent différentes lignes de
courant. L’interprétation est claire : non
seulement il faut connaitre la vitesse F,
mais il faut aussi connaitre un point sur
la trajectoire, ce qui permet de détermi-
ner C; et Cs.

Figure

4.1.17 Le

champ de
F(xz,y) = zi— yj, en gris, ainsi que quelques
portions de lignes de courant, en rouge

vecteurs

Dans cet exemple, nous avons z(t) - y(t) = C1C5, de sorte que les lignes de courant
se trouvent sur des hyperboles d’équations zy = k. Notons que ’équation xy = 0 a pour
courbe la réunion des deux axes. Chaque demi-axe est a lui tout seul une ligne de courant.
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Voyons maintenant comment trouver les lignes de courant d’un champ donné.

Exemple 4.1.18

Trouver les lignes de courant du champ de vecteurs F(z,y) = —2yi+ xj.

Solution. Supposons que nous avons une ligne de courant r(t) = z(¢) i+ y(t)j. Puisqu’il
s’agit d’une ligne de courant, nous devons avoir x'(¢)i + y'(t)j = —2y(t)i + x(¢)j. Ainsi,
lorsque y(t) # 0, on aura Z—Z = Z%Zi = 2,8, de sorte que la courbe vérifie I’équation
différentielle % = %;ﬂ ou encore Qy% =—

on obtient

z. En intégrant les deux cOtés par rapport a x,

d 2
/Qy—ydx = /—xdx, d’on y? = — +C,
dx 2
ou C regroupe les constantes d’intégration.

On reconnalt ’équation d’une ellipse

Y
2 AV o ',\\ 'Q
o - - - w X

On peut la paramétrer en posant AN ‘: w o oa | ox ox A
r(u) = vV2C cosui+ /Csinuj. 11 '1 . A N T‘x

7 v - o 4 T T I

IR

NN T

i NN ™ - ;’ ;' /

= — 7

\\‘ \\‘ :‘ : : — el
Figure 4.1.19 Le champ de vecteurs

F(z,y) = —2yi+ xj, en gris, et une ligne de
courant, en rouge

2

En effet, on calcule 2

T +y(u)? = % + C'sin?u = C.
Cependant, on a

2 (u)i+y'(u)j=—v2Csinui+ vVCcosuj
1

= —V2y(u)i+ —=z(u)j.

y(u) 7 ()

On remarque que ce vecteur n’est pas

égal & —2y(u)i+ x(u)j, il lui est seulement propor-
tionnel. Ce paramétrage ne vérifie donc pas la définition des lignes de courant. Cependant,

posons plutdt r(t) = v/2C cos(tv/2)i + V/C sin(ty/2) j. On vérifie aisément qu’il s’agit d’un
paramétrage de l’ellipse et, par ailleurs, la condition de la définition des lignes de courant
est satisfaite.

En général il est difficile de déterminer les lignes de courant d’un champ de vecteurs. Il

s’agit de quelque chose qui est plutot abordé dans les cours d’équations différentielles ou de
mathématiques avancées.

A vous de jouer 4.1.20

Considérer la courbe paramétrée §

r(t) = cos(t) i+ sin(t)j, r(0) = (1, 0).
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Parmi les trois champs de vecteurs suivants, lequel admet cette courbe comme ligne de
courant passant par (1,0)?
II. F(x,y)=zi+vyj
II1.  F(z,y)=—yi+xj
Réponse : (OT1 OII OII)

A vous de jouer 4.1.21

On considére la courbe paramétrée r(t) = cos(t)i+ sin(t)j+ tk, 0<t<2nm.
Parmi les trois champs de vecteurs suivants, lequel admet cette courbe comme ligne de

courant ?
Champ A : Fi(z,y,2) = —yi+ ],

Champ B : Fo(x,y,2) = —yi+2j+k,

Champ C : Fi(z,y,2) =yi—aj+k
Sélectionnez le champ de vecteurs dont la courbe donnée est une ligne de courant.

Exercices

Pour se pratiquer.
1. Esquisser le champ de vecteurs v(z,y) = z2i+ yj.
2. Voici une esquisse du champ de vecteurs v(z, y).

Trouver les régions ou les coordonnées x et Y
y sont positives, négatives et nulles :

>0 lorsque I:] - - - - T
v(z,y)-i{ =0 lorsque I:] -
<0 lorsque I:] - -

>0 lorsque I:]
v(z,y)-j{=0 lorsque I:]
<0 lorsque I:]

Supposer que v(z,y) se comporte comme
prévu aux points qui ne sont pas visibles. Au-
trement dit, les échantillons sont représentatifs
d’une fonction vectorielle continue et lisse. Sup-
poser également que les repeéres sur les axes cor-
respondent a des distances unitaires.

3.  Ci-dessous se trouve une esquisse du champ de vecteurs v(z, y).
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Trouver les régions ou les coordonnées x et
y sont positives, négatives et nulles :

>0 lorsque I:] /J
v(z,y)-i{ =0 lorsque I:] /
v

<0 lorsque I:]

>0 lorsque I:]
v(z,y)-j< =0 lorsque I:]
<0 lorsque I:]

Supposer que v(z, y) se comporte comme pré-
vu aux points qui ne sont pas visibles. Suppo-
ser également que les reperes sur les axes corres-
pondent & des distances unitaires.

4. Une plateforme comportant de nombreux petits tapis roulants est alignée sur un plan
de coordonnées. Chaque bande transporteuse déplace un objet situé au-dessus d’elle
dans la direction de l'origine, et une bande transporteuse en position (z,y) provoque le
déplacement d’un objet situé au-dessus d’elle & une vitesse y. Supposer que les objets

n’interferent pas les uns avec les autres.
Donner une formule vectorielle pour la vitesse d’un objet en position (z,y).

5.
(a) Trouver les lignes de courant du champ de vecteurs F(x,y) = 221+ y?j.
(b) Trouver les lignes de courant du tourbillon v(z,y) = Q (—yi+ zj) de 'exemple
Exemple 4.1.4, ou 2 est une constante positive.
6.

Soit F = Pi+ @j le champ de vecteurs a Y
deux dimensions esquissé ci-contre.
Déterminer les signes de P, Q, %—g et %—Q au
Yy

NN
point A. ;\:;;
Pt
f 1/
A

/ T T >

¥ e

Pour mieux comprendre.
7. Imaginer que le champ de vecteurs v(x,y) = zi+yj est le champ de vitesses d’un fluide

en mouvement.
(a) Au temps 0, vous laissez tomber une brindille dans le fluide au point (1, 1). Quelle
est la position approximative de la brindille au temps t = 0.01 7

(b) Au temps 0, vous laissez tomber une brindille dans le fluide au point (0, 0). Quelle
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est la position de la brindille au temps ¢t = 0.017

(¢) Au temps 0, vous laissez tomber une brindille dans le fluide au point (0,0). Quelle
est la position de la brindille au temps t = 107

8. Imaginer que le champ de vecteurs v(z,y) = 2xi—j est le champ de vitesses d’un fluide
en mouvement. Au temps 0, vous laissez tomber une brindille dans le fluide au point
(0,0). Quelle est la position de la brindille au temps ¢ = 107

9. Des abeilles amicales volent vers votre visage depuis toutes les directions. La norme de
la vitesse de chaque abeille est inversement proportionnelle & sa distance par rapport a
votre visage. Trouver un champ de vecteurs pour la vitesse de I'essaim.

4.2 Intégrales de ligne

Dans cette section, nous étudions les intégrales de ligne, ce que nous ferons en deux temps.
Tout d’abord, nous verrons les intégrales de ligne des fonctions a valeurs scalaires, puis les
intégrales des champs de vecteurs.

Intégrales de ligne de fonctions a valeurs scalaires

Supposons que nous avons une courbe C paramétrée par un chemin r(t) avec a < t < b.
Supposons de plus que C est un fil mince, dont la densité au point r est donnée par une fonction
p(r). Nous voulons calculer la masse de notre fil. Pour ceci, nous adoptons la stratégie usuelle
du calcul intégral : faire des divisions en petits morceaux, calculer des approximations, puis
additionner pour passer a la limite et obtenir une intégrale. Soit donc n un nombre naturel.

e Nous divisons l'intervalle a < ¢t < b en n sous-
intervalles de longueur At = b_T“. Posons en
plus tp = a 4+ LAt pour £ € {1,...,n}.

* La longueur de la portion de la courbe
entre r(ty—1) et r(ty) est approximative-
ment |r (t;) —r(t,_1)|]|]- La masse de cette r(te-1)
portion de courbe est approximativement

p(x(te)) [Ir (te) —r (te-1)l-

Ceci donne une approximation de la masse de notre fil C, a savoir
r(ty) —r(tp_q
Zp r(t0)) e té)—l‘te1||—ZP ) |l tes)

te—te—1
Puis, on prend la limite lorsque n — oo. Si nous supposons que le chemin r est simple
(définition 1.5.3) et lisse (définition 1.5.20) et que p(r) est continue, on obtient

A

dr

Masse de C — /: p(x(t)) ’ dt(t)H dt,

ce qui nous menera & la définition de I'intégrale de ligne. Tout ceci reste valable lorsque la courbe
est formée de plusieurs morceaux lisses mis bout & bout : il suffit d’additionner les intégrales
obtenues sur chacun des morceaux. Précisons cette idée.
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Définition 4.2.1

Un chemin r : [a,b] — R™ est dit lisse par morceaux s’il est continu et qu’il existe une
subdivision a = tg < t; < - -+ <t = b telle que r est lisse sur chacun des intervalles [t;_1, t;].

Définition 4.2.2

Soit C une courbe dans R™ paramétrée par un chemin simple et lisse par morceauxr : [a,b] — R",
et f une fonction continue définie dans une région de R™ contenant C. On définit alors

b
[ras= [ sorir ol o
C a
Dans cette notation, I'indice C spécifie la courbe, et ds est la longueur d’arc.

* Si C est une courbe de R? et qu’elle est paramétrée par r(t) = ()i + y(t)j + 2(¢)k, alors
la formule ci-haut se lit

Aﬂ%%@%=/f@@w@x@hﬁ%?+wﬁ+%®“w

* Si C est une courbe dans R? (et donc que f est une fonction de deux variables) paramétrée
par r(t) = z(t)i + y(t)j, alors la formule devient

b
| f@ds= [ 1 @o.00) VIO ar

Remarque 4.2.3

Dans la définition donnée, fc f ds est définie en termes du paramétrage de la courbe, mais
le chemin r n’apparait pas dans le terme défini. Ceci laisse penser que, méme si r apparait
dans la formule, deux paramétrages différents pour la courbe C donnent le méme résultat.
C’est en effet le cas, c’est-a-dire que l'intégrale de ligne dépend de la courbe et non du
paramétrage. Cette question est traitée a l’exercice 6.

A la lumiére de la définition ci-haut, on peut interpréter la longueur d’arc d’une courbe. En
effet, le théoreme 1.6.1 se lit, avec les notations introduites dans la définition 4.2.2, comme

L:/ds,
c

qu’on peut interpréter en disant que la longueur totale L est la somme des petits éléments de

longueur de courbe ds.

Exemple 4.2.4

Soit C le segment de droite allant de A(0, 1) vers B(1,0), et f(z,y) = z+y. Calculer fc fds.
Solution.
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Commengons par donner un paramétrage du segment de
droite C. La facon standard de paramétrer un segment allant 14
de A & B est d’écrire

—
r(t) = (1 — )OA + tOB ¢
=(1—t)a+th, 0<t<1
. L
1

Dans notre cas, puisque b =1 et a = j, ceci revient a écrire
r(t) = ti+ (1 — £)j = z()i + y(1)j.

Nous avons aussi 1'(t) = i — j, de sorte que ||[r’(t)|| = v/2. Ainsi, nous pouvons calculer

directement

/Cfds=/01[x(t)+y(t)}\/§dt=ﬁ/ol[t+(1—t)} dt
=/01\/§dt=\/§.

Exemple 4.2.5

Soit f(x,y) = y. Calculer fc f ds lorsque C est la portion de la parabole y? = 4z allant de
(0,0) & (9,6).

Solution. .
ous commengons par obtenir un para- Y
métrage de C. L’équation y?> = 4z donne 6
z = (y/2)°. Nous posons donc z(t) = 2 et “

y(t) = 2t, pour t € [0, 3]. Ainsi, notre chemin
est r(t) = t2i+ 2tj.

1 9

On calcule aisément 1/(t) = 2ti + 2j, et donc |[v/(¢)|| = V4t2 +4 = 2v/1 + 2, puis on
calcule I'intégrale de ligne :

3 3
[ras= [ ey a= [ o/ Ea
C 0 0
8 2 t=3 4
= 2/ 21+ 12dt = 25 (1 +t2)3/2‘ == (103/2 _ 1) .
0

t=0

Voyons maintenant un exemple avec une courbe dans I'espace. De plus, la courbe considérée
est obtenue comme 'union de deux courbes. Naturellement, il faut additionner les deux résultats.
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Exemple 4.2.6
Soit f(z,y,2) =+ /y — 2° et C la trajectoire de (0,0,0) & (1,1,0) suivant la parabole
y = 22 du plan Ozy, suivie du segment de droite de (1,1,0) & (1,1,1). Calculer fc fds.

Solution. Soit C; la portion de parabole, puis Cs le segment de droite. Nous avons alors
a

/fds: fds+ fds.
C Cl CQ

Afin de calculer 'intégrale voulue, calculons les deux termes indépendamment.

* La courbe C; est paramétrée par ri(t) = ti + t2j + 0k, avec t € [0,1]. On calcule
r}(t) =i+ 2tj, et donc ||r}(¢)]| = V1 + 4t2, et donc :

1 1
fds:/ (t+ vz —0?) \/1+4t2dt:/ 201/1 + 412 dt
Cq 0

0
(52 -1).

¢ Comme précédemment, on a un paramétrage de Co donné par ro(t) =i+ j+ tk pour
t € [0,1]. Ceci donne r(t) =k, et donc ||rh(¢)|| = 1, et donc

/szds/01<1+\f1t2>~1dt/01(2t2)dtg.

3 t=1
2

t=0

:é@ﬁ+n

D=

Ainsi,

(53/2 n 9) .

1 5 1
ds = d ds = = (532 —1 0 _ =
/Cf s le S sz y 6( )+3 6

A vous de jouer 4.2.7

Trouvez l'intégrale de ligne par rapport a la longueur d’arc / (4x + 9y)ds, ou C est le

segment de droite dans le plan zy joignant les points P = (4, 0)%‘5 Q = (0,3).
(a) Trouvez une paramétrisation 7(t) pour le segment C' de sorte que les points P et @
correspondent a t = 0 et ¢t = 1, respectivement.
7(t) =
(b) Utilisez votre paramétrisation de (a) pour écrire 'intégrale de ligne par rapport a ¢

b
/ (4x + 9y)ds = / dt
C a

avec bornes d’intégration a = et b=

(¢) Evaluez l'intégrale de ligne de la partie (b).

/0(495 + 9y)ds =

Nous avons motivé les intégrales de ligne par le probleme du calcul de la masse d’un fil mince
de densité variable donnée par une fonction p(r). Ce contexte méne naturellement au probléme
du calcul du centre de gravité, ou des moments d’inertie d’un tel fil par rapport a différents axes
de rotation. Supposons donc que la courbe C, c’est-a-dire la forme de notre fil, est une courbe

%Il est tres tentant d’écrire que « C = C; + Ca ».
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dans R? (s'il s’agit d'une courbe dans R?, il faut simplement ignorer la coordonnée z). La masse
totale est

Masse:/p(a:,y,z) ds.
c

De méme, les coordonnées de son centre de gravité sont

t/xp@a%Zﬁk Q/yp@xMZMk L/ZP@Jh@dS
r=" y="—— = G——

/,O(x,yJ) ds /p(x,y,Z) ds /p(lny,Z) ds
C C C

1 1 1
—M/cxpds —M/Cypds —M/Czpds.

On comparera ces formules a celle pour le centre de masse d’une plaque occupant une région R
du plan (voir formule 3.3.6).

Naturellement, les moments d’inertie de notre fil par rapport a I'axe des x, des y ou des z,
que nous notons I, I, et I, respectivement, sont donnés par

I, = /(y2 +2%)pds, I, = /(:v2 +2%)pds, I. = /(x2 +y*)pds.
c ¢ ¢

Notons que le terme y? + z? dans I’expression de I, provient du carré de la distance du point
(z,y, z) a 'axe de rotation, c’est-a-dire 'axe Ox.
De méme, la valeur moyenne de la fonction f sur la courbe C est donnée par

f/7f:i/cfds-
C

On comparera cette formule a celles de la définition 3.3.2.
Voyons un exemple.

Exemple 4.2.8
Supposons que nous avons un fil hélicoidal * dont la forme est donnée par
r(t) =x(t)i+ y(t)j + 2(t)k = acosti+ asintj+ btk, 0<t<2m,

et que ce fil a une densité de masse constante p. Trouver le centre de masse du fil. Nous
avons en particulier

r'(t) = —asinti+ acostj+ bk,

de sorte que

I’ )| = Va2sin?t + a2 cos?t + b2 = /a2 + b2.
Ainsi,

Jxds fO% z(t)vVa? +b2dt fo% acos(t) dt

7= =0,
[ ds J27VaZ b2 dt 2r
_ Jyds fOQW y(t)Va? + b dt _ fOQW asin(t) dt o

Y [ds f027r~/a2+b2dt 27
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27 27
L Jeds _ TV At [ btdtzi[i]zﬂ:bm
Jds J2T a1 b2 dt 2m or L2 1o

de sorte que le centre de masse se trouve sur l’axe de la spirale, a mi-chemin entre I'extrémité
inférieure et I'extrémité supérieure.

Intégrales de ligne des champs de vecteurs

Rappelons qu’un champ de vecteurs F est une fonction qui, & chaque point r d’une région
de R? ou R3, associe un vecteur F = Pi+ Qj ou F = Pi+ Qj+ Rk (les composantes P, Q, R
sont des fonctions de la variable vectorielle r).

Cette notion pouvant paraitre un peu abstraite, voyons quelques exemples familiers.

* Si un gaz ou un liquide occupe une région D de 'espace et qu’il bouge a un instant ¢t donné
a chaque point de D, le gaz ou le liquide considéré a un vecteur vitesse. Nous avons alors
un champ de vitesses.

* Dans une région de l’espace, nous avons des forces qui dépendent de la position (entre
autres). Nous avons alors un champ de forces F.

* Si f est une fonction de deux ou trois variables définie sur une région D, alors, en chaque
point r, nous avons le vecteur gradient V f(r). Nous avons donc un champ de vecteurs, le
champ gradient de la fonction f.

Supposons que nous voulons trouver le travail effectué par une force F(r) qui déplace une
particule le long d’un chemin r(¢). Pendant « l'intervalle infinitésimal » ! entre t et t + dt, la
particule se déplace de r(t) a r(t)+dr, ot dr = % (t) dt. Par définition, le travail effectué pendant
ce laps de temps est

dr

P (x(t)) - dr = F (x(t)) - 30

(t) dt.
Le travail total pendant la durée du déplacement entre g et t; est donc

W:/tlF(r(t))~%(t)dt.

Ceci nous mene a définir ce qui suit.

Définition 4.2.9

Soit C une courbe paramétrée par un chemin simple et lisse par morceaux r : [tg, t1] — R,
et F un champ de vecteurs continu défini sur une région contenant C. Alors,

/CFodr/t:lF(r(t))m'(t)dt.

Le chemin r donne a C une orientation : celle du sens de parcours, de r(tg) vers r(t1).

“Par exemple, votre slinky préféré.
LOui, oui, il faudrait, en toute rigueur, considérer de petits intervalles de temps At > 0, puis prendre la limite
lorsque At — 0. Mais, & ce stade-ci, nous avons ’habitude de cette mécanique.
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Remarque 4.2.10 Orientation et courbes fermées.

(a) Contrairement a l'intégrale de ligne d’une fonction scalaire, 'intégrale de ligne d’un

champ de vecteurs dépend de I'orientation de la courbe. Un reparamétrage qui conserve
le sens de parcours donne le méme résultat, mais un anti-reparamétrage, qui parcourt
C dans le sens inverse, change le signe de l'intégrale (partie (b) de l'exercice 6). On
doit donc toujours préciser le sens de parcours lorsqu’on intégre un champ de vecteurs.

(b) Un chemin r: [a,b] — R™ est dit fermé si r(a) = r(b), c’est-a-dire si 'on revient au

point de départ. Une courbe fermée simple est I'image d’un chemin fermé et simple
(définition 1.5.3) : elle ne se recoupe pas, comme un cercle ou le bord d’un triangle.
Lorsque la courbe C est fermée, on écrit parfois fﬁc F - dr plutét que fc F - dr. Le petit
cercle rappelle seulement que la courbe est fermée : il n’indique pas 1’orientation et
ne change rien au calcul. Nous '’emploierons avec parcimonie, lorsque le fait que la
courbe est fermée n’apparait pas déja ailleurs, et jamais pour le bord d’une région
(noté OR, voir la section sur le théoréme de Green), qui est toujours fermé.

(c) Pour une courbe fermée, le point de départ n’a pas d’importance, mais le sens de

parcours en a une. Dans le plan, on le précise en disant que la courbe est parcourue
dans le sens antihoraire (contraire & celui des aiguilles d’une montre) ou dans le sens
horaire. Dans l'espace, il faut ajouter d’ou 'on regarde, par exemple « dans le sens
antihoraire lorsque vue d’en haut ». Nous y reviendrons avec les théoremes de Green
et de Stokes.

Voyons maintenant quelques exemples.

Exemple 4.2.11

Nous considérons trois trajectoires, toutes allant
de Py a P; pour calculer les intégrales de ligne
correspondantes.

(a) Soit C; le segment de droite de Py a P;.

(b) Soit Cs la trajectoire obtenue par juxtaposi-

¢) Soit Cs la portion de la parabole z = y? de
(c) p P y

Soit P0(070), Pl(].,].) et

N

F(z,y) = zyi+ (y* +1)].

AN

PN
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tion de deux segments de droite, partant de
Py, suivant 'axe des x jusqu’a (1,0), puis sui-
vant la droite verticale x = 1 de (1,0) a P;.

v
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Py a P,

Nous allons calculer I'intégrale de F le long de ces trois trajectoires.

(a) Nous paramétrons C; par r(t) = ti+tj avec t € [0,1]. Ainsi, z(t) =t et y(t) =t, de

sorte que F (r(¢)) = t2i+ (t2+1)jet %(t) =1i+j, ce qui permet de calculer
1 1
/ F-dr:/ F(x(t) @(t)dtz/ (254 (22 +1)5] - i+ dt
1 0 dt 0
! 5
:/ (262 + 1] dt = <.
0 3

(b) Nous séparons Cy en deux morceaux : Cz , de Py a (1,0) en suivant 'axe des z, et Ca ,,
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allant de (1,0) & P; le long de la droite = 1. Nous paramétrons Cs , par r(z) = =i
avec x € [0,1], et Cay par r(y) =i+ yjavec y € [0,1]. On a alors

/ F~dr:/
Ca C
——

— [ 1@+ @+ 13 I @D do
0

F~dr+/ F - dr
C

2,x 2,y

1 1 4
:/ de+/ (v*+1) dy = 3.
0 0

Notons que l'intégrale le long de Cz . est nulle parce que, le long de cette portion de
la trajectoire, le champ F est orthogonal a la trajectoire. Nous pouvons observer ceci
dans la figure ci-haut.

(c) Nous paramétrons C3 par r(t) = t?i+tj avec t € [0,1]. Alors, x(t) = t* et y(t) = t,
de sorte que F (r(t)) = t3i+ (t> + 1)j et & (t) =2ti+j, ce qui permet de calculer

/ F-dr:/l [Pi+ (#*+1)j] - [2ti+]dt
Cs 0

1
:/ [2t" +¢% + 1] dt
0

1 2

5 3 157

Il importe de remarquer que, méme si les points initial et final des trois trajectoires coin-
cident, les valeurs des intégrales fcl F-dr, [ o, Frdret fCS F - dr différent.

Exemple 4.2.12

Soit F(x,y) = 2yi+ 3z j et C le cercle 2 4+ y? = 1, parcouru une fois dans le sens contraire
a celui des aiguilles d’une montre, en partant (et finissant) en (1,0). Calculer I'intégrale de
ligne de F le long de C.

Solution. Nous paramétrons C par r(t) = costi+ sintj avec ¢ € [0, 2x]. Ainsi,
2w
j{F~dr:/ [2sinti+ 3cost]] - [—sinti+ cost]]dt
c 0
2m
= / [ — 2sin® ¢t + 3cos® t] dt.
0

On pourrait calculer ces intégrales au moyen des identités trigonométriques des angles
doubles, mais on peut s’en tirer avec moins d’effort. Puisque sin®¢ et cos?t s’obtiennent
I’'une de l'autre par translation et que les deux sont périodiques de période 7, les deux
intégrales fOQW sin®tdt et fo% cos?tdt sont égales (puisqu’elles représentent la méme aire,
voir la figure ci-bas).
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y = sin?z Yy = cos’ x

T
71'/2 u 371'/2 2 W}Q ™ 37:/2 2

27 27 27 1
/ sin®tdt = / cos? tdt = / = [sin® ¢ + cos® t] dt
0 0 0o 2

et

27 27
j{F.dr:—Q/ sinztdt—i—?)/ cos’tdt = 7.
C 0 0

Il convient de noter que, méme si la courbe C commence et se termine au méme point,
I'intégrale de F le long de C n’est pas nulle.

A vous de jouer 4.2.13

Soit F(x,y) = —yi+ xj et C le segment de droite du point P = (3,0) au point @ = (0, 5).
(a) Trouver une équation paramétrique vectorielle r(¢) pour le segment C' telle que les
points P et @) correspondent a t = 0 et t = 1 respectivement.
r(t) =
(b) En utilisant la paramétrisation de la partie (a), 'intégrale de ligne de F le long de
C est

/CF-dr:/abF(r(t))-r’(t)dtz/ab dt

avec les bornes d’intégration a = et b=
(¢) Evaluer Dintégrale de ligne de la partie (b).
(d) Quelle est la valeur de l'intégrale de ligne de F autour du triangle orienté dans le

sens des aiguilles d’une montre dont les sommets sont l'origine, P et Q7 Indice : Dessiner
le champ de vecteurs et le triangle.

Rappelons que le vecteur tangent unitaire T est tel que r’ = ||r/|| T. Par ailleurs, ’abscisse
curviligne s vérifie % = ||r’|| (et Pon écrit souvent ds = ||r’|| dt). Ainsi, nous avons, en vertu de
la définition de l'intégrale de ligne d’une fonction scalaire, la formule qui suit.

~

Formule 4.2.14 J

Soit C une courbe paramétrée par un chemin simple et lisse par morceauz r : [a,b] — R™, T

le vecteur tangent unitaire (définition 1.5.23) et F un champ de vecteurs continu défini sur
une région contenant C. Alors,

b b
/CF.dr:/a F(r(t))~r(t)dt:/a F(r(t)) - T(t) ||r (t)||dt:/CF~Tds.
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L’intégrale de ligne qui nous occupe calcule la somme des projections du champ F tangen-
tiellement & la courbe C. Pour cette raison, on appelle souvent cette intégrale le flux de F le
long de C, ou encore la circulation de F le long de C. 1l sera utile de penser en ces termes.

Par ailleurs, si 'on a un champ de vecteurs F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j et un chemin
r(t) = z(t)i+ y(t)j, on aura

F(r(t)) -v'(t) = P(2(t), y(t)) 2’ (t) + Q(z(t),y(t) ' (2),
qu’on écrit de fagon plus compacte sous la forme
F-r'=Ps +Qy.

L’intégrale de ligne devient donc

b b
/F~dr:/F~r'dt:/Px’+Qy’dt,
C a a

/ Pdz + Qdy.
c

qu’on note naturellement

Cette écriture équivalente pour fc F - dr donne lieu aux intégrales de ligne de la forme

/ Pdx et / Qdy.
c c

Une remarque analogue tient pour les champs (et les chemins) dans R? : si F = Pi+ Qj + Rk,
on aura

/F~dr:/Pdm+Qdy+Rdz.
C C
Voyons maintenant deux exemples.

Exemple 4.2.15

Calculer I'intégrale de ligne [,(z —y)dz + (x4 y)dy, ot C est le triangle de sommets (0,0),
(1,0) et (0,1) orienté dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Solution.

On divise C en trois portions, cha- y
cune correspondant & un des cotés
du triangle : C; le segment allant de
(0,0) & (1,0), Cq le segment allant de
(1,0) & (0,1), puis C3 celui de (0,1) &
(0,0). Dans la figure ci-contre, nous
avons aussi le champ de vecteurs

F(z,y) = (z —y)i+ (z + )i

- rd e Ve / ]/

* La portion C; est paramétrée par r(t) = x(t)i + y(¢)j = ti + 0j pour ¢ € [0, 1]. Nous
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avons alors /() = 2/ (¢)i + ¢/(¢)j = i. Ainsi,

/ClF-dr:/Cl(x—y)dx+(x+y)dy
1
- / [ @(t) = y(1) @/ (1) + (a(t) + y(0) y' (1) at
:/1 [(t—0)-1+ (t+0)-0]dt
0

1
1
— [ o=
0 2

* La portion Cy est paramétrée par r(t) = z(¢)i + y(¢t)j = (1 — ¢)i + tj pour ¢ € [0, 1].
Nous avons alors r'(t) = 2/(¢)i + ¢/ (t)j = —i+ j. Ainsi,

/C2F~dr:/62(x—y)dx+(x+y)dy
- / [ @(t) = y(1) 2/ (1) + (a(t) + y(0) y' (1) at
:/O (L=t —t)(—=1)+ (1 —t) + t)(1)]dt

1
:/ 2tdt = 1.
0

* La portion Cs est paramétrée par r(¢t) = z(t)i + y(t)j = 0i + (1 — ¢)j pour ¢ € [0, 1].
Nous avons alors r/(t) = 2/(¢)i + y'(t)j = —j. Ainsi,

/03F~dr—/cz(:cy)dx+(x+y)dy
= [ (@@ =suna 0+ @O+ vy 0]
= /01 [(0—=(1—=1¢) 040+ (1—1)(—1)]dt

! 1
:/0 (t—1)dt = —.

Il vient alors que

/(x—y)dm+(x+y)dy:/ F~dr+/ F-dr+/ F.dr
c c Ca Cs

1 1
=-4+1-==1.
2 + 2
Le fait que 'intégrale sur Cs soit négative et les deux autres positives peut étre lu dans le
graphique ci-haut. En effet, le long de la portion du trajet sur Cs, on observe que le champ F
pointe en s’opposant au déplacement : le champ a une composante verticale positive, tandis
que le déplacement se fait vers le bas.
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Exemple 4.2.16
Calculer le travail effectué par le champ
F(z,y,2) = (y —2?)i+ (z —y?)j+ (z — 22k

entre origine et le point (1,1,1) le long de la courbe paramétrée par r(t) = ti+ t%j + 3k
avec t € [0, 1].

Solution. Pour commencer, calculons

F(r(t)) = (y(t) — =(t)*) i+ (2(t) —y(t)*) i+ (z(t) — 2(t)*) k
=2 —tHi+ (2 —tHj+ (t — tO)k.

Par ailleurs, on a directement r'(t) = % (ti + 25+ t3k) =i+ 2tj + 3t%k, de sorte que
F(r(t)) -r'(t) = 2t* — 2t° + 33 — 3¢5

L’intégrale voulue est donc

/Fodr
c

1
/ F(r(t))-r'(t)dt
1
= [ 2*—25+33 -3 dt

o

0

2. 2, 3, 3,7 2
=t® -S04 ¢t - =9 =

5 76 1 Ty 60

A vous de jouer 4.2.17

Trouver le travail effectué par le champ de force F(z,y, z) = lzi+ 1y j+ 3k sur une particule
qui se déplace le long de I'hélice r(t) = 4cos(t)i+ 4sin(t)j+ 4tk, 0<t < 2.

Supposons maintenant que nous voulons calculer le taux d’entrée ou de sortie d’un fluide
dans une région du plan limitée par une courbe fermée C. Si F est le champ de vitesses du fluide,
on ne doit plus projeter F tangentiellement a C (ce qu’on fait lorsqu’on calcule F-T), mais plutot
projeter F sur un vecteur n unitaire et orthogonal a la courbe en chaque point. Dans ce cas, le
flux de F a travers C sera donné par

/ F -nds.
c

Notre courbe étant fermée, nous devons choisir un vecteur unitaire qui pointe vers ’extérieur.
Puisque la courbe est plane, le vecteur tangent unitaire T a une composante k nulle. Ainsi, en
chaque point de la courbe, les vecteurs k x T et T x k sont tous les deux unitaires et orthogonaux
a la courbe. Prenons pour acquis que le paramétrage r de C fait parcourir la courbe dans le sens
contraire a celui des aiguilles d’'une montre. Dans ce cas, c’est le vecteur n = T x k qui pointe
vers l'extérieur.

Afin de faire les calculs explicites, rappelons que

1 1 dt (dx dy
T = —_— / = — / = -— 7. 7.
" " dsjdtt  ds (dthL dtJ>
dz, d
=i %Y

ds ds

H
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Ainsi, on calcule le produit vectoriel

i dx/ds O
dy, d
n=Txk=|j dy/ds 0 :dfyi—%
kK 0 1 oo

Si notre champ de vitesses est F = Pi+ Q)j, nous aurons

dy dx
F-n=P2 Q=
ds ds’

et le flux a travers la courbe est donné par

/F-nds:/P@— fd—/de Qdzx. (%)
I I ds

Exemple 4.2.18

Soit F(z,y) = P(z,y)i+ Q(z,y)j = (x —y)i+ xj. Calculer le flux de F a travers (vers
Iextérieur) le cercle C d’équation 22 + y? = 1.

C L

Figure 4.2.19 Le cercle C et le champ F
Solution. Nous avons un paramétrage du cercle C qui le parcourt dans le sens trigonomé-

trique, a savoir r(t) = z(t)i+ y(¢)j = costi+sintjavec 0 < t < 27. On calculer’(t) = —sinti+ costj,
et le flux est

[ Py—ais = [ - s0) 0 — a0 0)
c 0
2
= /0 (cost —sint)(cost) — (cost)(—sint) dt

27 1 27
z/ cos2tdt:f/ 14 cos2t dt = .
0 2 Jo

Remarquons que le flux vers I’extérieur est positif, en accord avec ce que nous observons

dans la figure : lorsque le champ de vecteurs traverse la courbe C, il le fait en allant de
I'intérieur vers l’extérieur.
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A vous de jouer 4.2.20

Calculer le flux vers l'extérieur du champ de vecteurs F(x, y) = 3zi+yj a travers la frontiere
C du triangle de sommets O = (0,0), A = (6, 0) et B = (0, 1), ot C est orientée dans le
sens antihoraire.

Rappel : le flux de F = Pi+ @Q]j a travers C est donné par / Pdy — Qdx.
c
Flux =

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Evaluer fc 22y? dx + 23y dy en sens antihoraire autour du carré ayant pour sommets
(0,0), (1,0), (1,1) et (0,1).

2. Considérer le champ de vecteurs
F(z,y) = (e“cosy + 2%)i+ (z°y + 3)j.

Evaluer lintégrale de ligne fCF - dr le long de la courbe orientée C obtenue en se
déplagant de (0,0) & (1,0) a (1,7) et finalement & (0, ) le long de segments droits.
3. Evaluer Jo F - dr pour
(a) F(x,y) = zyi— 22jle long de y = 2 de (0,0) a (1,1);
(b) F(z,y,2) = (x—2)i+ (y— 2)j— (x + y) k le long du chemin polygonal de (0,0, 0)
4 (1,0,0) & (1,1,0) & (1,1,1).

4. Trouver le travail effectué par le champ de forces
F(z,y,2) = (¢ —y*)i+ (y — 2°)j+ (z —2*)k
sur une particule se déplagant le long du segment droit allant de (0,0,1) & (2,1,0).

5.  Soit C la moitié supérieure du cercle unité centré en (1,0) (c’est-a-dire la partie du
cercle se situant au-dessus de I’axe x), orientée en sens horaire. Calculer Uintégrale de

ligne [, zy dy.

Pour aller plus loin.

6. L’intégrale de ligne ne dépend pas du paramétrage. Soit r : [¢c,d] — R™ un che-
min simple et lisse, de courbe C, et ¥ = roh un reparamétrage ou un anti-reparamétrage
de r, au sens de I'exercice 10 de la section 1.6. Soit enfin f une fonction continue et F
un champ de vecteurs continu, définis sur une région contenant C.

(a) Montrer que U'intégrale fc f ds donne le méme résultat, qu’on la calcule avec r ou
avec -, et ce dans les deux cas.

(b) Montrer que l'intégrale fc F - dr donne le méme résultat avec r et avec -« si v est
un reparamétrage, et qu’elle change de signe si v est un anti-reparamétrage.
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4.3 Le rotationnel et la divergence

Dans cette section, nous nous intéressons au calcul différentiel des champs vectoriels. Plus
précisément, nous considérons le rotationnel et la divergence d’un champ de vecteurs. Si I'on
pense au champ comme a un champ de vitesses, il s’agit de mesures qui permettent, jusqu’a un
certain point, de caractériser ce champ par sa tendance a créer des rotations (sans déplacement)
ou comme une source. Ces quantités seront intimement liées aux intégrales de flux rencontrées
dans la section précédente, & savoir la circulation d’un champ (en lien avec le rotationnel) et le
flux d’un champ & travers une courbe (en lien avec la divergence).

Le rotationnel

Nous voulons mesurer la tendance que notre
champ F a & créer un tourbillon en un point (xo, yo)
donné. Imaginons que nous disposons d’une roue a
palettes, que nous déposons sur la surface de notre
liquide. La roue ne peut pas bouger vers un autre
point, mais le liquide peut faire tourner la roue. La
rotation a un axe dirigé par le vecteur n, normal au
plan de rotation ; dans le cas des champs dans R?, cet
axe est le vecteur k.

Figure 4.3.1 Figure tirée de Calculus
Volume 3, d’OpenStaz(8]

= N\

Considérons une trajectoire rectangu-

laire fermée C, formée par la réunion de (zg,yo +Ay) ~ \ (xg+ Az, yy+ Ay)
quatre segments Cy, Co, C3 et Cy4, orientée N ~ ‘~=\ TR
dans le sens contraire des aiguilles d’une ~ T Cs o C
montre : P AR N U D N T ¢
S N U R G
* Cy de (20,90) & (zo + Az, y0) ; Y 1
R PRUSEEE
* Cy de (zo + Az, y0) ~ Vot
a (zg + Az, yo + Ay); A t C1 A
0 » Yo Y)s C4 ! J v ’A ’ l
* C3 de (wg + Az, yo + Ay) vy T
a (z0,y0 + Ay); (Zo,%0) + + —~ (@o+Az,y)

e (4 de (l‘o,yo +Ay) a ($073/0)'

Ainsi, la circulation de F le long de C est

/F~dr:/ F~dr+/ F~dr+/ F~dr+/ F.-dr.
C Cl CQ CS C4

Comme d’habitude, nous supposons Az et Ay petits et que les composantes du champ F sont
continues et possedent des dérivées partielles continues. Sur chacun des segments, nous voulons
une approximation de F - Ar, ce que nous obtenons en choisissant un point d’échantillonnage
pour I’évaluation du champ F sur chaque portion du trajet.
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Portion Point d’évaluation Ar F-Ar

Cy, bas (20,Y0) Azxi P(xg,y0)Ax

Co, droite  (zo + Az, o) Ayj  Qzo+ Az, yg)Ay
Cs3, haut (z0,yo0 + Ay) —Azi —P(xg,y0 + Ay)Ax
Cy, gauche  (z0,%0) —Ayj —Q(w0,y0)Ay

Ainsi, le flux correspondant aux portions horizontales

/F-dr+/ F - dr ~ [P(zg,y0) — P(
Cq Cs

du trajet est

Zo, Yo + Ay)] Az

= — [P(x0,y0 + Ay) — P(x0,v0)] Az

opP

~ _7($05y0)Ay Am?

dy

puisque nous avons ’hypothese de la continuité de la déri

z i opP
vée partielle oy

359

De la méme facon, le flux correspondant aux composantes verticales de la trajectoire est

/ F~dr+/ F-dr~ [Q(zo + Az, y0) — Q(zo, y0)] Ay
Co Cy

0
~ 92 (n0, yo) A

puisque nous avons ’hypothese de la continuité de la déri
La circulation totale est donc

Ay,

vée partielle %—g.

or

4
oQ
/CF'dTZZ;/CiF'dr% [&n(xo,yo)—ay(l‘o,yo) AyAz.

La densité de circulation, c’est-a-dire la circulation par unité d’aire, est donc

Flux _ 0Q 0P

~ - — —

Exemple 4.3.2

Considérons le champ F(x,y) = (22 — 1)j. Sa densité de circulation est

Le champ est représenté dans la figure ci-
contre. Notons que toutes les fleches sont verti- v
cales vers le bas. On pourrait donc penser que
ce champ représente une translation et que le
rotationnel devrait étre nul. En bout de ligne,
ce n’est pas & une figure comme celle-ci qu’on
pense lorsque l'idée d’un tourbillon est consi-
dérée. M

Hesh o -

y
N N
o] | L
" ipl | | bat
"Il lIL
o] [
S O N
N S S R R
A

Figure 4.3.3 F = (22 — 1)j

2.

Cependant, pensons a notre roue a palettes. S’il est vrai qu’elle voyagerait en suivant
une translation donnée par des lignes droites vers le bas (les lignes de courant de ce champ
sont effectivement ces droites), elle voyagerait en tournant sur elle-méme. Au point A, par
exemple, la vitesse du fluide a la droite de la roulette est 1égerement inférieure a celle a la
gauche (mais toujours prés de A). Il en résulterait une faible rotation dans le sens contraire
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des aiguilles d’'une montre. Ceci correspond au fait que x4 > 0, et donc la densité de
circulation en ce point vaut 2z4 > 0.
Autour du point B, la situation est inversée.

Pour les champs a 3 composantes, les choses sont passablement plus complexes. S’il est vrai
qu’une rotation dans le plan ne peut avoir comme axe qu’un point (ou une droite perpendiculaire
au plan passant par ce point si ’on tient & voir les choses en trois dimensions), dans I'espace, les
axes de rotation peuvent avoir n’importe quelle orientation. La densité de circulation doit tenir
compte de ceci, on devra avoir une densité de circulation pour chaque axe! Pour cette raison, il
devra s’agir d’un champ de vecteurs a son tour.

On peut effectuer un raisonnement comme celui qui a mené a la notion de densité de circu-
lation pour les champs a trois composantes. Ceci mene a la définition suivante.

Définition 4.3.4

Soit F = Pi+ Qj+ Rk un champ de vecteurs différentiable. Le rotationnel de F est le
champ V x F(z,y, z), aussi noté rot F, défini par

VxF—(aﬁ_aﬁ)i (37P_87R)J <3Q 8P)k

0 0z 0z Ox Jdxr Oy
i a% P
=det |]j 8% Q
k 2 R

* En particulier, lorsqu’on a affaire a un champ dans le plan, le rotationnel devient

(% - %—g)k. C’est un champ dont une seule composante est non nulle. Pour cette

raison, on commet souvent I’abus de langage qui consiste a dire que le rotationnel de

F(z,y) = P(z,y)i+ Q(x,y)j est la quantité % — %—};.

e L’utilisation du déterminant est en réalité un procédé mnémotechnique, souvent utilisé
afin de faire les calculs, puisqu’il est facile de se tromper dans les signes.

Exemple 4.3.5

Soit F(z,y, 2) = (22 — y)i+ 42j+ 22 k. Calculer le rotationnel de F.
Solution. On calcule directement

i 8% 22—y
rotF =V x F = |j 6% 4z
k % 22
2

= —4i-2zj+k

Nous savons que le champ gradient d’une fonction f donne la direction de plus forte aug-
mentation de la valeur de cette fonction. Nous verrons dans la section 4.4 d’autres raisons pour
lesquelles il est important de pouvoir décider si un champ est un champ gradient ou pas.

Une des utilités du rotationnel est qu’il peut étre utilisé pour dépister les champs gradients.



4.3. LE ROTATIONNEL ET LA DIVERGENCE 361

En effet, le résultat suivant nous dit que ceux-ci sont irrotationnels’.

[ Théoréme 4.3.6 Les gradients sont irrotationnels. ]

Si f est une fonction de classe C?, alors
VxVf=0,

ou encore

rot (grad ) = 0.

Démonstration. Soit f une fonction de classe C2. Alors, Vf = f i+ f,j+ f.k, de sorte
que

9
Dz fr
VXVf:J 8% fy
k & |

(5 (e ()
f fyz) (fwz - fzzr).]+ (fyw - fﬂcy)k

Or, f étant supposée de classe C?, le théoréme 2.3.19 donne I’égalité des dérivées partielles
croisées, et la conclusion suit. |

Exemple 4.3.7

Nous avons vu & I'exemple 4.1.11 qu’il n’existe pas de fonction f telle que Vf = zyi+ (y* +1)j.
Avec les notations et les concepts introduits dans cette section, nous pouvons revoir ceci

comme suit : posons G = zyi+ (y?> + 1) j. Comme V x G = —xk, qui est non nul, le champ

G n’est pas irrotationnel. Il ne peut donc pas étre un champ gradient.

A vous de jouer 4.3.8 %
Montrez que le champ de vecteurs F(z,y, z) = (5y cos(5z), bz sin(5y), 0) n’est pas un champ

gradient en calculant son rotationnel.

Dans cet exercice, afin de faciliter la saisie des réponses, un champ de vecteurs est donné
par ses composantes : la notation (P,Q, R) désigne le champ Pi+ Qj+ Rk.
rot(F) =V xF = ( , , ).

LC’est-a-dire que leur rotationnel est nul.
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La divergence

Nous voulons maintenant savoir dans quelle mesure le champ F se comporte comme une
source (voir I'exemple 4.1.7) dans un voisinage d’un point (zg,yo) donné. Ceci revient & consi-
dérer le flux de F d travers une courbe fermée C.

Considérons une trajectoire rectangu-

laire fermée C, formée par la réunion de (20, Yo + Ay) \\ f (xo + Az, yo + Ay)
quatre segments Cy, Co, C3 et Cy4, orientée 7Y - % '“ ;
dans le sens contraire des aiguilles d’une ~ 7T Cq ~ N A I %
montre : ek N
. oL~ A LU R
* Cl de (xo?yo) a (xO +A$,yo)7 P ~ \ T , ’_’/4
o Cy de (xo + Az, yo) oo - vt C' N/
N 1
a (w0 + Az, yo + Ay); C4 VA AR t/ /
AL £ » /
e Csde (zo + Az, yo + Ay) o/
(zo,%0) l ~ (@0 + Az, yp)

a (zo,y0 + Ay);

e Cy de (20,90 + Ay) a (o, y0)-

Soit, par ailleurs, n un vecteur unitaire normal a la courbe, pointant vers I'extérieur. Comme
nous ’avons vu, le flux a travers C est

/F-nds:/ F-nds+/ F-nds+/ F-nds+/ F -nds.
C C1 CQ C3 C4

Comme précédemment, nous faisons une approximation de F - n sur chaque portion de la tra-
jectoire en choisissant un point d’évaluation pour F. Par ailleurs, la longueur de chaque portion
de déplacement est As = Az ou As = Ay, selon qu’on se trouve sur une portion horizontale ou
verticale.

Portion Point d’évaluation n F-n As

Clv bas (x()vyo) _j _Q(x07yO)A-/E
Co, droite  (xzo + Az, o) i Plxo+ Az,yo)Ay
C3, haut (z0,yo + Ay) i Qzo,y0 + Ay)Ax
C47 ga'uChe ($07 yO) —i _P($07 yO)Ay

Ainsi, le flux correspondant aux portions horizontales du trajet est

/ F nds —|—/ F-nds~ [—-Q(x0,y0) + Q(z0,y0 + Ay)] Ax
C1 C3

0
~ %(fo,yo)ﬁy Az,

puisque nous avons supposé la continuité de %—2.
De la méme facon, le flux correspondant aux portions verticales est

/ F'nder/ F-nds = [P(xo + Az, yo) — P(xo,y0)] Ay
C2 C4

OP
~ %(xo,yO)Am Ay.

Le flux total est donc

4
oP 0
/cF -nds = ;/61 F-nds= [ax(fro,yo) + 873(%’%) AyAw.
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La densité de flux a travers, c’est-a-dire le flux par unité d’aire, est donc

Flux _ 0P  9Q

Aire 9z | 9y’

Définition 4.3.9

La divergence du champ de vecteurs F = Pi+ @ j + Rk est la fonction scalaire V - F(z, y, 2),
aussi notée divF, définie par

9P 9Q  OR
V'F_a?+?y+$'

¢ En particulier, lorsqu’on a affaire & un champ dans le plan, la divergence est %—I; + %.
* A nouveau, lécriture V - F est un léger abus de notation, on congoit V comme un

vecteur formel, V = Zi+ a%j + 2k

Il faut noter que la divergence d’un champ vectoriel est une fonction a valeurs scalaires, a la
différence du rotationnel qui, lui, est un champ vectoriel.

Exemple 4.3.10

Calculer la divergence du champ F(z,y) = —yi+ zj.

Solution. On calcule directement

divF=V.F = %(fy) + i(:v) =0.

Exemple 4.3.11

Calculer la divergence du champ de vecteurs F = z2yi+ zj+ zyz k.
Solution. On calcule directement :
0 0

0
F: e 2 _— _— =92 = .
v o (z%y) + By (z) + P (xyz) zy + 0+ zy = 31y

Tout comme le rotationnel permet de dépister les champs gradients, la divergence permet
de dépister les champs rotationnels. En effet, la divergence d’un tel champ est nulle, ce qu’on
exprime en disant que les champs rotationnels sont « incompressibles ».

[ Théoréme 4.3.12 Les rotationnels sont incompressibles. ]

Soit F = Pi+ Qj+ Rk un champ de classe C%. Alors
V. (VxF)=0,
ou encore

div(rot(F)) = 0.

Démonstration. En effet, avec les notations de 1’énoncé, nous avons

rot(F)ZVXFZ(Ry—Qz)i+<Pz_Rw)j+(Qx_Py)k
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et donc
v (VXF)—E(R -Q )+2(P - R )-i-g(Q - P,
T oz Y ® oy © x 0z %" Y
= O’
ou la derniére égalité vient encore une fois du théoréme 2.3.19 de Clairaut-Schwarz. [ |

Exemple 4.3.13

Montrer qu’il n’existe pas de champ dont le rotationnel soit F = zi+ yj+ zk.

Solution. On calcule V - F = % + % + % = 3. Or, la divergence d’un rotationnel est
toujours nulle (théoréme 4.3.12). Le champ F ne peut donc pas étre le rotationnel d’un

champ.

A vous de jouer 4.3.14

Calculez la divergence du champ de vecteurs F = axr,sir = zi+yj+zketa=8i+4j+4k,
en calculant d’abord le produit vectoriel.

F =

de sorte que div F =

A vous de jouer 4.3.15

Soit F(z,y, 2) = (9222, —8xyz, 5xy®z) un champ de vecteurs et f(x,y,2) = 23y°z.
Dans cet exercice, afin de faciliter la saisie des réponses, un champ de vecteurs est donné
par ses composantes : la notation (P, @, R) désigne le champ Pi+ Qj+ Rk.
V= ) ) )-
VxF=( , ) ).
FxVf=( ) ) ).
F-Vf= .

Le laplacien, et quelques identités
11 existe un autre opérateur différentiel souvent rencontré en sciences : il s’agit du laplacien?.
A la différence des autres opérateurs, il peut agir sur les fonctions ou sur les champs. De plus,

il fait intervenir les dérivées du deuxiéme ordre.
Définition 4.3.16
(a) Sif:(z,y,2)— f(z,y,z) est une fonction & valeurs scalaires, alors son laplacien est

2f  O2f  0°f
= 2 = . e _ —_
Af =V =V V=G5 +55+ 50

(b) SiF=Pi+ Qj+ Rk est un champ de vecteurs, alors son laplacien est le champ de

2Pierre-Simon Laplace (1749-1827) était un mathématicien et astronome frangais. Tl est également le Laplace
de I’équation de Laplace, de la transformée de Laplace et de 'estimateur de Laplace-Bayes. Il fut I’examinateur
de Napoléon lorsque celui-ci fréquentait I’Ecole militaire de Paris.
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vecteurs

0°F O0°F O°F )
:VQF:@nLa + 55 = (AP)i+ (AQ)j + (AR)k.

Remarquons que le laplacien d’une fonction est une fonction, tandis que celui d’un champ
est un champ, en contraste avec ce que les autres opérateurs font.

Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel et laplacien héritent des propriétés de la
dérivation, mais, pour nos nouveaux opérateurs, nous avons un grand nombre de propriétés.
Nous en donnons une liste de certaines identités. Les preuves viendront plus tard, mais il sera
utile d’avoir un aide-mémoire®. Dans ce qui suit, nous utilisons la couleur bleue pour les identités
qui sont souvent utilisées.

[ Théoréme 4.3.17 Identités pour le gradient. ]

(a) V(f+9)=V[f+Vyg

(b) V(cf) = ¢V f, pour toute constante ¢

(c) V(fg)=(Vf)g+ f(Vg)

(d) V(f/9) = (gVf—fVg)/g* auz points x oi g(x) # 0

(e) SiF et G sont deux champs de vecteurs, le gradient de la fonction (& valeurs scalaires)
F - G est donné par

(
V(
V(
(

VF-G)=Fx(VxG) —(VxF)xG+ (G-V)F+ (F-V)G

(G- V)F=GiOE + GoZF + G5 %E

[ Théoréme 4.3.18 Identités pour la divergence. ]

(a) V- (

(b) V- (

(c) V-(JE)=(Vf) - F+fV-F

() V-FxG)=(VxF)-G-F-(VxG).

F+G)=V-F+V-G

cF) = ¢V - F, pour toute constante ¢

[ Théoréme 4.3.19 Identités pour le rotationnel. ]

(a) Vx (F+G)=VxF+VxG

(b) V x (cF) = ¢V x F, pour toute constante c

(c) Vx(fF)=(Vf)xF+ fV xF

(d) V x (FxG)= (V~G)—(V~F)G+(G-V)F—(F-V)G

ICi, ( . )F Gl +G2 +G3

3 : Z . N s PN / .
Qui non seulement économise de ’espace, mais aide aussi a la compréhension.
11 s’agit de la seule définition qui a du sens ; par exemple, G- (VF) n’a pas de sens parce que nous ne pouvons
pas calculer le gradient d’un champ.
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r

Théoréme 4.3.20 Identités pour le laplacien. ]

(a) VX(f +9)=V*f + V7
(b) V(cf) = c¢V?f, pour toute constante ¢
(c) V*(fg) = FV?g +2Vf Vg +gVif

( Théoréme 4.3.21 Autres identités du deuxiéme ordre. ]

(a) V- (VxF)=0 (divergence d’un rotationnel, c¢’est la formule du théoréme 4.3.12)
(b)) Vx(Vf)=0 (rotationnel d’un gradient, c’est la formule du théoréme 4.3.6)
(c) V- (f{Vg xVh}) =V [ (Vg xVh)

(d) V- (fVg—gVf)=fVig—gV’f

() Vx (VxF)=V(V-F)-VF (rotationnel d’un rotationnel)

Aide-mémoire. La plupart des identités listées ci-haut (en fait toutes sauf I'identité (e) du
théoréme 4.3.17, lidentité (d) du théoreme 4.3.19 et celles du théoréme 4.3.21) sont faciles a
imaginer. Il faut simplement combiner la linéarité, les regles des produits avec les faits suivants :

si le terme de gauche est un vecteur (ou un scalaire), alors le terme de droite doit aussi
étre un vecteur (ou un scalaire) ;

les seuls produits valables entre des vecteurs sont le produit scalaire et le produit vectoriel ;

le produit d’un scalaire avec un scalaire ou un vecteur ne peut étre ni un produit scalaire
ni un produit vectoriel ;

A x B = —B x A, le produit vectoriel est anticommutatif.

Par exemple, considérons I'identité (¢) du théoréme 4.3.18, qui dit que V-(fF) = (Vf)-F+f V-F.

Le terme de gauche, V - (fF), est un scalaire, de sorte que celui de droite doit étre un
scalaire également.

Le terme de gauche, V - (fF), est la dérivée du produit de f et F, de sorte que, imitant
la régle du produit, le terme de droite sera la somme de deux termes : 'un d’eux avec F
multiplié par la « dérivée » de f, et un autre avec f multiplié par la « dérivée » de F.

La « dérivée » de f doit étre Vf, car V- f et V x f n’ont pas de sens. Pour obtenir un
scalaire et non un vecteur, on doit prendre le produit scalaire de V f et F. Ainsi, le terme

voulu est (Vf)-F.

La « dérivée » de F doit étre V - F ou V x F. Nous avons aussi besoin de multiplier par le
scalaire f pour obtenir un scalaire. Ainsi, la « dérivée » doit étre un scalaire, c’est-a-dire

J{V ¥,
Notre intuition est donc V - (fF) = (Vf) -F+ fV - F, qui est, heureusement, correcte.

Exercices

Pour se pratiquer.

1.

Est-ce que V x F doit étre orthogonal a F?



4.3. LE ROTATIONNEL ET LA DIVERGENCE 367

2. Evaluer V- F et V x F pour chacun des champs de vecteurs suivants.
(a) F=zi+yj+zk
(b) F = xy?i — y2?j + 22%k.

(¢) F= —Z4_ (le vecteur polaire de base & en 2D)

(d) F = —4£2 (le vecteur polaire de base 6 en 2D)

(a) Calculer et simplifier V - (£) pour r=zi+yj+zk et r = |r|. Exprimer la
réponse en termes de 7.

(b) Calculer V x (yzi+ 2zzj+ e*¥ k).

Pour mieux comprendre.
4.
le champ de vecteurs

a deux dimensions
montré ci-contre.
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(a) En supposant que le champ vectoriel dans I'image est un champ de forces, le
travail effectué par le champ vectoriel sur une particule se déplagant du point A
au point B le long du chemin donné est :

(A) positif; (D) Pas assez d’information pour le dé-
(B) négatif; terminer.
(C) nul;

(b) Quel énoncé est « le plus vrai » & propos de 'intégrale de ligne sz F.-dr?
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(A) Jo,F-dr>o0.

(B) Jo,F-dr=0.

(¢) V -F au point N (dans la figure) est :

(A) positif;
(B) négatif;
(C) nul;

(d) Q¢ — P, au point Q est :

(A) positif;
(B) négatif;
(C) nul;

(C) Jo, F-dr<o.

(D) Pas assez d’information pour le dé-
terminer.

(D) pas assez d’information pour le dé-
terminer.

(D) pas assez d’information pour le dé-
terminer.

(e) En supposant que F = Pi+ Qj, lequel des énoncés suivants est correct a propos

de %—f au point D ?
(A) %zOenD.
(B) 22 >0en D.
(C) 22 <0en D.
(D)

5. Vérifier les identités vectorielles suivantes.

(a) V- (fF) = fV-F+F-V/f.

(b) V-(FxG)=G-(VxF)-F-(VxG).
(c) V*(fg) = fV?g+2Vf Vg+gV>f.

Le signe de %—I; en D ne peut étre déterminé avec I'information donnée.

6. Dans ce qui suit, on utilise la notation r = zi+yj+ zk, r = |r||, et k est un entier

(k=0,+1,+2,...).

(a) Trouver la valeur k pour laquelle V(r*) = -3 %

75

(b) Trouver la valeur k pour laquelle V - (r*r) = 5r2.

(¢) Trouver la valeur k pour laquelle V2 (r*)

2
- il

7.  Soit r le champ de vecteurs r = xi+ yj+ zk et soit r la fonction » = ||r||. Soit a le
vecteur constant a = a1 i+ as j+ az k. Calculer et simplifier les quantités suivantes. Les
réponses doivent étre exprimées en termes de a, r et r. Il ne devrait pas y avoir de x, y

ou z dans les réponses.

(a) V-r.
(b) V(r?).

8. Soitr=zi+yj+zketr=]|r|.

(a) Calculer a, ou V (1) = —ror.

(¢) V x (r x a).
(d) V- (V(r)).
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(b) Calculer a, ou V- (rr) = ar.
(c) Calculer a, ou V- (V(r®)) = ar.
9. Trouver, si possible, un potentiel vectoriel A dont la troisiéme composante est nulle,
c’est-a-dire de la forme A = A;i+ Asj, pour chacun des champs suivants.
(a) F=(1+yz)i+ (2y+za)j+ (32" +ay)k

(b) G=yzi+ zxj+ zyk

10. Soit

— x
F=— " ityj+—r k
$2+Z2 +y‘]+x2+22

Déterminer le domaine de F.

(a
(b

)
) Déterminer le rotationnel de F. Simplifier si possible.
(c) Déterminer la divergence de F. Simplifier si possible.
(d) Est-ce que F est conservatif 7 Donner une raison pour la réponse.
11. Un physicien étudie un champ de vecteurs F dans son laboratoire. Il sait, d’apres des
considérations théoriques, que F doit étre de la forme F = V x G, pour un certain

champ de vecteurs lisse G. Des expériences montrent également que F doit étre de la
forme

F(z,y,2) = (vz + zy)i+ a(yz — zy)j + B(yz + z2)k,
ou « et 3 sont des constantes.
(a) Déterminer « et 5.

(b) Des expériences supplémentaires montrent que
G=uzyzi—xzyzj+ g(z,y,2)k.

Trouver la fonction inconnue g(z,y, 2).

Pour aller plus loin.

12. Un corps rigide effectue une rotation a une vitesse angulaire de 2 rad/s autour d’un
axe passant par l'origine et de direction a. Lorsqu’on se tient a la téte de a en regardant
vers l'origine, la rotation est en sens antihoraire. Soit 2 = Qa.

(a) Montrer que le vecteur vitesse d'un point r = i+ yj+ zk du corps est Q x r.
(b) Evaluer V x (@ xr) et V- ( x r), en traitant @ comme une constante.

(¢) Trouver la vitesse des personnes étudiantes dans une classe située & la latitude
49° N due a la rotation de la Terre. Ignorer les mouvements de la Terre autour
du Soleil, du Soleil dans la Galaxie et ainsi de suite. Le rayon de la Terre est de
6378 km.

13. Supposer que le champ de vecteurs F vérifie V- F = 0 dans R® au complet. Soit
r(t) =tzi+tyj+tzk, 0<t<1
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un paramétrage du segment allant de l'origine a (x,y, z). Définir

dr

() dt

1
G(z,y, 2) :/0 tF (r(t)) x

Montrer que V x G = F sur R3.

4.4 Champs conservatifs et indépendance de la
trajectoire
Les champs de vecteurs ne sont pas tous créés de la méme fagon. En particulier, il y a des
champs avec lesquels il est plus facile de travailler.
Les champs de vecteurs qui apparaissent comme gradients d’une fonction scalaire jouent un
role crucial, tant dans les applications que dans la théorie.
Définition 4.4.1

Un champ F est dit conservatif sur une région D s’il existe une fonction f telle que F = V f
sur D. Dans ce cas, on dit que f est une fonction potentielle pour F.

Mise en garde 4.4.2

En physique, lorsqu’un champ est de la forme F = —V f, alors f est dite fonction potentielle
pour F : notez le signe dans F = —V f.
)

Exemple 4.4.3 Energie potentielle.

Le mot « conservatif » est 1a en allusion a la « conservation de I’énergie ». Imaginons que
nous avons une particule de masse m qui bouge, soumise a un champ de forces F qui se
trouve a étre de la forme F = V f pour une certaine fonction f. Si la position de la particule
au temps t est r(t) = (z(t), y(t), 2(t)), alors, en accord avec la loi de Newton,

dv

ma=F — ma(t) =TF (z(t),y(t), 2(t))
_ m (1) = V1 (2(t),y(0), ().

On prend le produit scalaire des deux cotés avec v(t), ce qui donne

mv(t)- 1) = v(1) - V£ (1), u(t), =(0)
= ()5 (a(0)w(0),20) + ' (O (2(0).9(0).2(0)

+ zmg{ (2(t), y(#), 2(t)) .

Utilisons maintenant le fait que %v -V =2v- % ainsi que la regle de dérivation des
fonctions composées pour obtenir

— & (G0 v(0) = 5 (7 @0, 000, 2) )
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— ©(Lw(t) ¥(0) — £ (2(0).9(0). () ) =0
= S VI = J (@(0).y(0) 1)) = const.

Ainsi, 2m ||v(t HOIIF = f (), y(t), 2(t)), qui est appelée I'énergie @ de la particule au temps
t, ne depend pas du temps ¢ : elle est conservée. Si nous appelons I’énergie initiale E, c’est-
o 2 2
a-dire E = 1m|[v(0)[|” — f (2(0), y(0), 2(0)), alors $m [|v()||” — f (z(t), y(t), 2(t)) = E pour
tout t, et, en particulier,

1

Fla(t),y(t),2(8)) = 5m vOI* - E > -E,

de sorte que, méme sans trouver (x( ) ( ), z(t)), nous savons que notre particule ne pourra
pas quitter la région de 'espace { ,2) | flz,y,2) > —FE }

Exemple 4.4.4 Gravité.

La force gravitationnelle quun corps de masse M, situé a l'origine, exerce sur un corps de
masse m situé a r = (z,y, ) est
GMm
F(r) = - r,

r3

ou r = |r| = v/22 +y?+ 22 et olt G est la constante gravitationnelle. La force est conser-
vative, avec un potentiel f(r) = GMfm En effet, on calcule

0 0 GMm 1 GMm(2x) GMm

%f(r)zaix x2+y2+22:_§[9€2+y2+z2]3/2:_ 3
9y 0 GMm 1 GMm(y) __GMm
dy 0y \[x2 4+ y2 + 22 2 [x2 4 2 + 22]3/2 3 Y
0 7] GMm 1 GMm(22)  GMm

&f(r)ig /7x2+y2+z2772[332+y —|—z2]3/2 r3

Les exemples précédents contiennent le germe de 1'idée de ce qu’on appelle le théoréme
fondamental pour les intégrales de ligne. Imaginons une randonnée en montagne, ou l'altitude
au point (z,y) est f(x,y). Nous marchons sur la surface d’équation z = f(z,y), au-dessus d’une
courbe C du plan Oxy qui va de Py & P; (la projection du sentier sur le plan Oxy). Le vecteur
—V f pointe dans la direction de plus forte descente, c’est-a-dire la direction dans laquelle la
gravité nous entraine. Plus précisément, si r(t) = x(¢)i+ y(¢)j est un paramétrage de C, notre
position est () i+ y(¢)j+ f(z(t),y(t)) k, et le travail effectué par la force de gravité —mgk est

—mg [ S (a0).9(0)) dt = ~mg(F(P1) - ().

Ce travail ne dépend que de l'altitude des points de départ et d’arrivée, et non du sentier
emprunté. Or, par la régle de dérivation des fonctions composées, <& f(z(t),y(t)) =V f-r'(t).
Ce travail est donc l'intégrale de ligne du champ —mgV f le long de C. En termes d’intégrales
de ligne, nous avons le résultat suivant, souvent appelé théoréeme fondamental pour les intégrales
de ligne.

“%m Hv(t)”2 est I’énergie cinétique, et —f est I’énergie potentielle. Voir la mise en garde 4.4.2.
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r

Théoréme 4.4.5 ]

Soit F =V f un champ vectoriel conservatif de classe C' défini sur une région D C R™. Si
C est une courbe lisse par morceauz contenue dans D et allant de Py a Py, nous avons

L F-de = pp) - 1),

Ainsi, f joue le réle des primitives pour I’évaluation des intégrales simples.

Démonstration. En effet, soit r un paramétrage de C avec tg <t < t1 tel que r(tg) = Py
et r(t;) = P;. Alors, par définition,

ty , t1 d
s = [ vse) = [ G o) i
= f®)=: = fx(t) = f(x(to)) = f(P1) — f(Py),

ou nous avons utilisé le théoréeme de dérivation des fonctions composées et le théoréme
fondamental du calcul intégral. [ |
Remarquons que, dans le théoréme 4.4.5, la valeur f(P;) — f(FPy) dans fCF - dr dépend
seulement de Py et P;, pas du chemin choisi. Nous allons voir plus tard, dans le théoréme 4.4.7,
que ceci a lieu seulement pour les champs vectoriels conservatifs. Dans la section précédente,
nous avons vu plusieurs exemples de champs vectoriels qui ne sont pas conservatifs. Le champ
de l'exemple 4.2.11 donne des intégrales dont la valeur dépend du chemin choisi, et celui de
I’exemple 4.2.12 donne une intégrale non nulle le long d’une courbe fermée ; ils ne sont donc pas
des champs conservatifs.
Ceci nous mene a la question suivante. Soit F un champ de vecteurs. Quand est-ce que, pour
deux points fixes Py et P;, les intégrales

/F'dr:/ F-dr
C ’

pour toutes les courbes (lisses par morceaux) C, C’ qui vont de Py vers P; ? Quand pouvons-nous
faire fi de la trajectoire empruntée ? Dans ce cas, nous dirons que « fc F - dr est indépendante

de la trajectoire » et nous écrirons
Py
/ F.-dr= / F-dr
Py c

pour toute courbe C de Py a P;. La suite de cette section est consacrée a la relation tres étroite
qui existe entre I'indépendance de la trajectoire et le fait qu'un champ soit conservatif ou pas.
C’est ce que nous verrons au théoreme 4.4.7.

Pour simplifier le probléme, nous allons commencer par considérer des champs de vecteurs
qui sont continus dans tout R? ou tout R3.

Pour commencer, nous montrons que, s’il existe une paire de points (pas nécessairement

distincts!) Py, P; tels que
/ F.-dr= / F.dr
Cq C2

pour toutes les courbes Cyq, Cs allant de Py vers P, alors ceci est aussi vrai pour n’importe quelle
paire de points Py, Py :
I

F-dr:/ F.dr
C

’ ’
1 2
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pour toutes les courbes C{, C, qui commencent & P} et qui terminent & P;. Ceci pourrait paraitre
invraisemblable a premieére vue, mais 1’idée de la preuve est plutot claire.

.

Théoréme 4.4.6 ]

Soit F un champ de vecteurs défini et continu sur R? (ou R3). Soit Py, P, P}, P{ quatre
points quelconques dans R? (ou R3). Supposons que

/ F-dr:/ F-dr
Cl CQ

pour toute paire de courbes C1, Co qui vont de Py a Py. Alors,

/ F~dr:/ F-dr
C C

1 5
pour toute paire de courbes Ci, Ch qui vont de P} a Pj.

Démonstration. Soit C; et C) deux courbes quelconques qui commencent & P} et qui
finissent & P;.
On commence par choisir deux courbes auxiliaires :

* Cyquivade Py a Pj;

e C. quivade P a Py.

Puis, on définit les courbes :
e (; comme étant Cy suivie de C; puis suivie de C, ;
* (3 comme étant Cy suivie de C} puis suivie de C,..

Alors, C; et Co commencent & Py et finissent a P;, de sorte que, par hypothese,

/F~dr:/ F.-dr
Cl C2

et, en vertu de la construction de C; et Co,

/F~dr+/ F~dr+/ F~dr:/ F~dr+/
Co Ci C, Cy C.

== F~dr:/F~dr,
c c

’
2

Fodr+/ F.dr
Cr

/
2 T

comme on le voulait. [ |
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

[ Théoreme 4.4.7 |

Soit F un champ de vecteurs défini sur R? (ou R®). Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) F est conservatif, ¢’est-a-dire qu’il existe une fonction f telle que F =V f.
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(b) On a [,F-dr=0 pour toute courbe fermée C.

(¢c) La valeur de [F -dr est indépendante de la trajectoire, c’est-d-dire que pour toute
paire de points Py, Py, on a fCl F.-dr = fc2 F - dr pour toute paire de courbes C1, Cq
qut vont de Py a P;.

Démonstration. Il suffit de montrer que :
* (a) entraine (b);
* (b) entraine (c);
* (c) entraine (a).

(a) = (b) : Soit C une courbe fermée qui commence et se termine & Py. Alors, en vertu
du théoreme 4.4.5 avec P, = P,

[ARCEN OB EOR

(b) = (c) : Choisissons Py un point quelconque, et soit P; = Py. Nous supposons
donc que fc F - dr = 0 pour toutes les courbes qui commencent & Py et qui finissent & P;. En
particulier, f ¢ F - dr prend la méme valeur sur toutes les courbes qui commencent & P et qui
se terminent & P;. Ainsi, le théoréme 4.4.6 donne immédiatement la propriété (c).

(¢) = (a) : Nous voulons montrer que F est conservatif. Nous commencons par exhiber
un candidat pour la fonction potentielle, f, et nous montrerons que nous avons effectivement
F = Vf. Notre choix de candidat f est motivé par le théoreme 4.4.5. Si F est vraiment
conservatif, son potentiel devra vérifier [, F-dr = f(P1) — f(Py) pour toute courbe C qui
démarre a Py et qui finit a P;. Choisissons Py = 0. Il est immédiat, de la définition 4.4.1,
que l'ajout d’une constante a un potentiel donne toujours un potentiel. On peut donc choisir
f(0) = 0. Alors, f(P1) = [, F-dr pour toute courbe C de 0 & P;. Ainsi, on définit, pour tout x,
flx)= fc F-dr pour toute courbe C de 0 a x. Cette définition est correcte, puisque ’hypothese
(¢c) nous dit exactement que la valeur de I'intégrale est indépendante de la trajectoire.

Vérifions a présent que f vérifie effectivement F = V f. Choisissons un point arbitraire x
et une courbe Cy allant de l'origine a x. Pour n’importe quel vecteur unitaire u, soit Dy la
courbe paramétrée par

ry(t) =x+tu 0<t< L

Il s’agit d’un segment de droite qui quitte x & t = 0 et qui finit & x 4+ u lorsque ¢ = 1.
Remarquons que r/(¢t) = u. Par ailleurs, par hypothése, nous avons f(x + su) = fCF - dr
pour toute courbe C qui va de 0 & x + su. Ainsi, pour tout réel s, nous avons

f(x+su):/ F . dr,
Cx+Dsu

ou la notation Cyx + Dy, désigne la courbe qui suit Cyx de l'origine & x, puis qui suit D, de x
a x + su. Nous avons

/ F-dr:/F-dr+/ F-dr
Cx+Dsu Cx Dsou
1
:/ F-dr+/ F(x + tsu) - (su) dt.
Cx 0

Dans la seconde intégrale, nous faisons le changement de variables 7 = ts, dr = sdt. Ceci
donne

f(x+ su) :/

F~dr—|—/ F(x + Tu) - udr.
Cx 0
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Le théoreme fondamental du calcul, appliqué a la seconde intégrale, donne

=F(x+su)-u

s=0

d
%f(x—i—su)

s=0

On applique ceci avec les vecteurs u =i, j et k, ce qui donne

(%@c), %@, %x)) = (F(x) -1, F(x) -j, F(x) - k),

c’est-a-dire

comme on le voulait. |
Le théoreme 4.4.5 fournit une méthode pour calculer une intégrale de ligne lorsque le champ
est conservatif : il suffit d’évaluer la fonction potentielle aux extrémités du chemin.

Exemple 4.4.8

Vérifier que f(z,y) = %(:cQ — 42) est une fonction potentielle pour F(x,y) = zi—1yj et
déduire la valeur de 'intégrale [, F -dr, ot C est une courbe lisse allant de (1,0) a (0,1).

Solution. En effet, un calcul direct donne

Vf(x’y) = fw(xvy)i"i' fy(xvy)j =ri—-yj= F(x,y)

En vertu du théoreme 4.4.5, nous n’avons méme pas besoin de connaitre la trajectoire
C pour calculer

1
/CF-dr:/CVf-dr:f(OJ)—f(LO):—5—7:—1.

Nous avons vu au théoréme 4.3.6 que les champs gradients (donc conservatifs) sont irrota-
tionnels. Il est temps d’étudier une réciproque partielle de ce résultat.

[ Théoreme 4.4.9 ]

Soit F un champ de vecteurs de classe C' sur R? (ou R?). Alors, F est conservatif si et
seulement si V x F = 0, c’est-a-dire si et seulement si F est irrotationnel.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour les champs définis sur R2. La preuve pour
R3 est similaire.

Le théoreme de Clairaut permet, comme a ’exemple 4.1.11, de montrer que si F =V f,
alorson a V x F = 0.

Supposons donc que F vérifie %—}y)(:c, y) = %(x, y) sur tout le plan R? et montrons que le
champ est conservatif. Nous le ferons en utilisant la stratégie de notre exemple 4.1.11 pour
construire une fonction potentielle f, c’est-a-dire f vérifiant

o (2,9) = Pla.y),
o () = Qo).

La dérivée partielle 37 traite y comme une constante, de sorte que f(x,y) vérifie la premiere
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équation si et seulement s’il existe une fonction ¥(y) telle que

faw) = [ PO + vly)
0
Cette fonction f(x,y) satisfait aussi la seconde équation si et seulement si
of
a xr
= — P(X X
(| P + vw)
T OP
= —(X,y)dX "(y).
| Soxamax + o)

Ainsi, nous devons trouver une fonction ¥ (y) vérifiant

OF ¥ y)dx.

’l/J/(y):Q(l',y)_ 0 67y( )

Ca ne s’annonce pas bien : peu importe ce que 1 (y) est, le terme de gauche est indépendant de
x, tandis qu’il semblerait que le terme de droite dépende de . Heureusement, nous pouvons
utiliser 'hypothese fournie par le test de dépistage :

T OP 7 £ 0Q
Q) — [ G X)X = Q) — [ G ) dx

X=x

= Qa.y) — QX )|
= Q(O’y)

En passant de la premiere ligne & la deuxiéme, nous avons utilisé le théoréme fondamental
du calcul. Ainsi, on peut choisir

X=0

y
vl = [ QY)Y +C
0
pour n’importe quelle constante C, et le tour sera joué. ]

Exemple 4.4.10

Calculer intégrale [,sinydz + (xcosy —siny) dy, ou C est le chemin de (1,0) a (0,1)
suivant la portion du cercle 22 + 32 = 1 du premier quadrant.
Solution. Posons P(z,y) =siny et Q(z,y) = zcosy — siny.

Si le champ F était conservatif, nous devrions avoir une fonction f telle que F = V f|
de sorte que notre champ serait un champ gradient et donc (la composante k de) son
rotationnel devrait étre 0.

On calcule directement

0Q OP
VxF) - k=——— =cosy—cosy =0.
( ) or Oy y y

A ce stade-ci, nous savons que notre champ F passe le test de dépistage pour les champs
conservatifs. Afin de calculer I'intégrale de ligne qui nous intéresse, il nous faut plus que ¢a :
nous devons connaitre une fonction potentielle. On cherche donc une fonction f vérifiant

folz,y) = P(x,y) =siny et fylz,y) = Q(z,y) = xcosy — siny.
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En intégrant la premiere de ces égalités par rapport a x, on obtient

f(x,y)=/fx(w7y)dxZ/Sinydxzxsiny+¢(y)-

En effet, il faut noter que, lorsqu’on integre par rapport a x, il faut ajouter la « constante
d’intégration ». Ici, « constante » veut dire « constante par rapport a z », il peut donc
s’agir d’une fonction de la variable y.

Par ailleurs, on a aussi

Qlay) = fy(ay) = 8% (zsing + (1)),

ce qui donne directement x cosy — siny = xcosy + %’ d’ou

¢ .
— = —siny.
dy 4

11 suffit alors de choisir ¢(y) = cosy + K, ce qui méne a
flz,y) =xsiny + cosy + K.

La valeur de l'intégrale de ligne est donc

/de+Qdy:/Vf~dr:f(O,1)ff(l,O):coslfl.
c c

Remarquons que le calcul de I'intégrale de ligne selon la définition aurait mené, avec le
paramétrage usuel du cercle, r(t) = costi+ sintj avec ¢t € [0,7/2], & l'intégrale

/de+Qdy:/sinydx+(a:cosy—siny) dy
c c

/2
= [ siny(o) «'(0) + [o(0) cos(y(t)) — siny(0)) (1) e
0
/2
= / sin(sin t)(— sin(t))
0
+ [(cost) cos(sint) — sin(sint)] cos t dt,
qui n’est pas particulierement invitante.
Dans cet exemple, on aurait pu commencer en intégrant par rapport a y, c’est-a-dire en
partant de
fy(@,y) = zcosy —siny,
pour obtenir

flz,y) = /(xcosy—siny)dy = zsiny + cosy + ¥(x).

Le résultat aurait été le méme.
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Exemple 4.4.11

Calculer la valeur de 'intégrale
I= /(me — 2% dx + (2% 4+ 22) dy + (2y — 222) dz,
c

ou C est une courbe lisse allant de (0,1,1) a (2,2,4).

Solution. Posons pour commencer
F=Pi+Qj+Rk= 20y —2%)i+ (2? +22)j+ (2y — 222) k

et remarquons que toutes les composantes de notre champ sont continues sur tout R3.
On calcule alors

i 2 p
ox
VxF=j # Q=(Ry—Q.)i+(P.—R.)i+(Q.— Pk
k £ R
Oz

=(2-2)i+ (22— (—22))j+ (2v — 22)k = 0.

Ceci montre que le champ est conservatif. Trouvons maintenant une fonction potentielle
f. Une telle fonction doit vérifier f, = P = 2zy — 22.
Nous intégrons par rapport a la variable x pour obtenir

f:/fmdx:/(Qxy—ZQ)dxzny—xZQ—i—(ﬁ(y,z),

ou ¢ est la constante d’intégration. Mais c’est une constante par rapport a x, il s’agit donc
d’une quantité qui peut varier en fonction de y et z. Afin de la trouver, on dérive par rapport

ay:
$2+222Q:fy:1'2+¢y(y72),

ce qui donne directement 2z = ¢,. Apres intégration par rapport a y, nous trouvons

oy, 2) = / by, 2) dy = / 22 dy = 29z + (=),

ou v est une fonction de la variable z seulement.
A ce stade-ci, nous pouvons donc écrire

flz,y,2) = ya? — 2% + 2yz + Y(2).
Afin de trouver ¢, dérivons par rapport & z, ce qui donne
2y —2xz = R=f, = —2x2+2y +1'(2),
et nous concluons que ¥’(z) = 0, d’ott (2) = K. Ainsi, toute fonction de la forme
f(z,y,2) = yaz* —x2*> +2yz + K avec K € R

est une fonction potentielle pour F.
L’intégrale de ligne qui nous intéresse est alors

Iz/Vf-dr:f(2,2,4)—f(0,1,1):—8—2:_10,
C
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A vous de jouer 4.4.12

Pour chacun des champs de vecteurs F suivants, déterminez s’il est conservatif ou non en cal-
culant les dérivées partielles du premier ordre appropriées. Donnez une fonction potentielle
f (c’est-a-dire Vf = F) telle que f(0,0) = 0. S’il n’est pas conservatif, écrivez N.

A F(z,y)=(—ldz+4y)i+ (dx +4y)]

flz,y) =

B. F(z,y) = —7yi — 6]

f(x,y) =

C.F(z,y) = (—7siny)i+ (8y — Tz cosy) j
f(x,y) =

Note : vos réponses doivent étre des expressions en x et y (par exemple « 3xy + 2y »),
ou la lettre « N ».

A vous de jouer 4.4.13
Lorsque l'intégrale / fdz + gdy est indépendante de la trajectoire, et C est une courbe
c

B
allant d’un point A & un point B, il est commun d’écrire / fdx+ gdy pour / fdx+gdy.
A c

(1,5) (1,5)
Montrez que / fdx+gdy = / 36235 dx + 45y dy est indépendante de la
(=6,-2) (=6,-2)
trajectoire.
8—y =
99 _
or
(1,5)
/ 3623y dx + 45y atdy =
(76172)

Mise en garde 4.4.14

Il faut noter que, dans le théoreme 4.4.9, 'hypothése de base est que F passe le « test de
dépistage » sur tout R? ou sur tout R3. L’exemple suivant, un grand classique, montre que
si le champ n’est pas continu en ne serait-ce qu’un point, les conclusions ne tiennent plus.
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Exemple 4.4.15 Un champ irrotationnel mais non conservatif.

Soit le champ de vecteurs défini, pour (z,y) #
(0,0), par

Y i+ T
— 1
$2+y2 332+y

F(z,y) = 5

Le champ est représenté dans la figure ci-contre.

”

Figure 4.4.16 Un champ irrotation-
nel non conservatif

(a) Montrer que F est irrotationnel.

(b) Calculer les intégrales de ligne fCl F-dret fcz F - dr, ou C; et Cy sont respectivement
les trajectoires de (1,0) & (—1,0) suivant les moitiés supérieure et inférieure du cercle
22 +y? =1.

(¢) Construire une fonction potentielle pour F et identifier pourquoi on ne peut 'utiliser
pour calculer les intégrales de ligne de la partie (b).

Solution.

(a) Posons F = Pi+ Qj, ou P(x,y) = ﬁ et o Q(z,y) = zz7,z- Calculons le rota-
tionnel de F :

8P_8( y ) (#*+9*) —yy)  y*—2?

gy oy\ a2+y?2) (22 4+ 92)° (z2 +y2)*
01 (e ) Erpl
or  Ox\z2+y2/) (2 +2)° (a2 +y2)%

On a donc Dégalité 92 — 9r — .

(b) Notons d’abord que la figure de ’énoncé nous laisse présager que U'intégrale suivant C;
sera positive, tandis que celle suivant Cs sera négative, de par la facon dont le champ
de vecteurs est orienté : il a tendance a tourner toujours dans le sens antihoraire.

Nous présentons les calculs détaillés pour 'intégrale le long de C;.
* La courbe C; est paramétrée par r(t) = z(t)i+ y(t)j = (cost)i+ (sint)j, avec
t € [0, 7]. Nous calculons alors
v(t)=2'(t)i+y (t)j= —sinti+costj= —y(t)i+ z(t)}],

—yt) . x(t) . . :
F(r(t)) = i+ =—y(t)i+x(t)],
ot nous avons utilisé que x(t)? + y(t)? = 1. Par la suite, afin d’alléger I’écriture,
écrivons z et y a la place de z(t) et y(t). Ainsi, sur C;, nous avons

F(r(t)) - r'(t) = (—yi+aj) - (—yi+z)) =y* +2° =1,

de sorte que fCl F-dr= [ dt=r.



4.4. CHAMPS CONSERVATIFS ET INDEPENDANCE DE LA TRAJECTOIRE 381

* La courbe Cy, pour sa part, est paramétrée par r(t) = x(t)i+ y(t)j = (cost)i— (sint)j,

avec t € [0, 7]. Cette fois, nous avons y(t) = —sint. Un calcul en tout point sem-
blable & celui fait pour C; méne a F(r(t)) - r'(t) = —1, de sorte que [, F-dr =
— fow dt = —m.

(c) Pour que F soit conservatif sur R?\ {(0,0)}, il doit y exister une fonction f(x,y) telle
que f ainsi que ses dérivées partielles %(m, y) et g—g(x, y) sont définies pour tout (z,y)
dans R?, sauf a (z,y) = (0,0), et vérifiant de plus

af _ ) _ T 22 _ = g
%(x,y) T2y T (3)2 = aﬁlc(arctanﬁ),
of x 1

_ _ _9 y
aiy(xay) - x2+y2 - 1+ (%)2 - a*y(&rCt&n;),

en vertu de la régle de dérivation des fonctions composées, puisque

ORI TORE

Il semblerait que nous ayons trouvé une fonction potentielle pour F, a savoir arctan £.
Mais il y a un probleme. Rappelons que, par définition, arctan £ est un angle 6(z,y)
qui vérifie tan @(z,y) = £. Mais, pour tout (z,y) € R%\ {(0,0)}, il y a une infinité
de tels angles. Pour définir f(x,y), nous devons choisir un tel angle, et ce, de fagon

continue. C’est précisément la continuité dans R? \ {(0,0)} qui pose probléme.

Pour le voir, fixons un r > 0 et imaginons que nous nous promenons sur le cercle
22492 = r2. Au temps 6, nous sommes au point x = 7 cos #, y = r sin § puis ¥ = tan,
et nous pouvons définir f(z,y) = 0 + kr pour n’importe quelle valeur entiere de k.

Supposons que, au temps € = 0, nous choisissons k£ = 0, c’est-a-dire que nous posons
f(r,0) = 0. Nous commengons a nous déplacer, choisissant a chaque fois une valeur
permise de f(x,y), c’est-d-dire en choisissant une valeur de k pour chaque point (z,y)
que nous parcourons. Puisque f(z,y) doit changer de fagon continue par rapport a
(z,y), nous devons choisir k& = 0. Mais nous rencontrerons un probléme lorsque 6
approchera 27, car alors :

* nous nous approchons de (r,0)
par en bas comme dans la fi-
gure ci-contre, et

* puisque nous choisissons k =
0, f(z,y) doit étre tout juste
un peu moins que 27, mais

* nous avons déja  choisi
f(r,0) = 0, pas f(r,0) = 2m.
Ainsi, f(z,y) a une discon-
tinuité le long de l'axe Ox
positif.

Exercices

Pour se pratiquer.
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1. Pour chacun des champs suivants, déterminer laquelle des affirmations suivantes s’ap-
plique :

A. Le test de dépistage pour les champs vectoriels conservatifs nous dit que F est
conservatif.

B. Le test de dépistage pour les champs vectoriels conservatifs nous dit que F n’est
pas conservatif

C. Le test de dépistage pour les champs vectoriels conservatifs ne nous dit pas si F
est conservatif ou non.

(Le test de dépistage est le théoréme 4.4.9.)

(a) F=uzi+ zj+ yk.

(b) F = y?zi + 222j + 22yk.

(c) F=(ye™ 4+ 1)i+ (ze™ +2)j+ (£ + y) k.
(d) F = ycos(zy)i+ xsin(xy)j.

2. Evaluation d’intégrales de ligne. Evaluer les intégrales fc V f - dr de deux fagons :
(1) Avec un paramétrage de C et ’évaluation directe de l'intégrale de ligne;
(2) Au moyen du théoréme fondamental pour les intégrales de ligne.
Faire ceci pour les fonctions et courbes suivantes.
(a) f(z,y) =zy; C:r(t) = (cost,sint) pour 0 < ¢t < 7.

x,y) = ngyz ; C:x(t) = (sint,cost) pour 0 <t < 7.

z,y)=x+3y;C:r(t)=(2—t,t) pour 0 <t < 2.

) f(
) f(
(d) flz,y,z) =x+y+z;C:r(t) = (sint,cost,t/m) pour 0 < ¢ < 7.
) f(z,y,2) = (22 +y? + 22)/2; C : v(t) = (cost,sint, t/m) pour 0 < t < 2.
) f(

x,y,z) =ay+xz+yz; C:r(t) = (¢ 2t,3t) pour 0 <t < 4.

3. Supposer que F est conservatif et soit a, b et ¢ des constantes. Trouver un potentiel
pour F + (a,b,c), OU donner un champ conservatif F et des constantes a, b, et ¢ pour
lesquelles F + (a, b, c) n’est pas conservatif.

4. Montrer que chacune des intégrales de ligne suivantes est indépendante de la tajectoire,
puis donner la valeur de l'intégrale

(a fc 2x dx 4+ 2y dy + 2z dz ou C est une courbe allant de (0,0,0) & (2, —3,6).

(b fc yzdx + xzdy + xy dz ou C est une courbe allant de (1,2,3) a (3,5,0).

(c

)

) a (

) fc 2x dx + 2y dy + 2z dz ou C est une courbe allant de (0,0,0) a (2, —3,6).

(d) [, 2zyde+ (2* —2%) dy+—2yz dz ou C est une courbe allant de (0,0,0) & (1,2,3).
)
)

(e fc 2z dx —y* dy — 1—;% dz ou C est une courbe allant de (0,0,0) a (0,0, 1).

(f) [, sinz cosydr+coszsiny dy+dz ou C est une courbe allant de (1,0,0) & (0,1, 1).
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5. Prouver (ou trouver un contre-exemple pour) chacun des énoncés suivants.

(a) SiF est un champ conservatif et G est un champ non conservatif, alors F + G est
non conservatif.

(b) SiF et G sont des champs non conservatifs, alors F + G est non conservatif.

(c) Si F et G sont des champs conservatifs, alors F + G est conservatif.

6. L’allure des champs conservatifs.

Le champ vectoriel représenté dans la figure Y

ci-contre est-il conservatif ou pas? Justifiez. R A
S O N AN R U T |
G N A N U S
e~ NNVt
e e e = N AU N A A
¢ v e e~ vt 7 .
VAV, | —_
AR N e
VY N I
Y I
T T T

Pour mieux comprendre.

7. Soit D le domaine consistant en tous les (x,y) vérifiant = > 1, et soit F le champ de

vecteurs F = —gﬂyfyz i+ ﬂa:Tw j- Est-ce que F est conservatif sur D ? Expliquer.

Trouver un potentiel ¢ pour F(x,y) = (z + )i+ (z — y)j, ou prouver qu’il n’en existe
pas.

9. Trouver un potentiel ¢ pour F(z,y) = (% — %) i+ (y%) Jj, ou montrer qu’il n’en existe
pas.

10. Trouver un potentiel ¢ pour F(z,y,2) = (2?yz+z2)i + (32°2+y)j +
(%x?’y + %xz + y) k, ou montrer qu’il n’en existe pas.

11. Trouver un potentiel ¢ pour

x . Yy . <
F(z,y,2) = <x+y+) o (Wr) i+ <x+y+) o

ou montrer qu’il n’en existe pas.

12. Déterminer si les champs de vecteurs suivants sont conservatifs ou non. Trouver le

potentiel le cas échéant.
(a) F(x,y,2) = ai — 2yj + 3zk.
(b) F(z,y) = 574

x2 +y2 .

13. Soit F = )i+ 2Byz3j + (Aa:ze(zz) + 3By222> k.

(a) Pour quelles valeurs des constantes A et B est-ce que le champ de vecteurs F est
conservatif sur R3 ?
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(b) Si A et B prennent les valeurs trouvées en (a), trouver un potentiel pour F.

14. Pour des fonctions différentiables & valeurs réelles f,g,h : R — R, on définit
F=2f(z)f (2)i+ g (y)h(2)j+ gy (2)k.
Vérifier que F est conservatif.

15. Une décomposition utile. Soit le champ de vecteurs F(z,y) = (z+cosy?)i +
(x — 2xy sin y2) j- Décomposez le champ sous la forme F = G + H avec G conserva-
tif, puis calculez la valeur de [, F - dr ot C est le segment de droite de (0,0) a (1,1).

4.5 Le théoréme de Green

Dans cette section, nous verrons le théoréme de Green, formulé de deux fagons différentes. 11
fait le lien entre les intégrales de flux d’un champ de vecteurs et I'intégrale double du rotationnel
ou de la divergence de celui-ci. Il s’agit d’une version du théoréme fondamental du calcul intégral
pour les champs de vecteurs.

Plus précisément, le théoreme de Green, dans sa forme tangentielle, stipule que le flux d’un
champ F le long d’'une courbe fermée (et simple) C est égal a 'intégrale double du rotationnel
de F sur la région R limitée par C. Bien entendu, certaines hypotheses sont nécessaires, tant au
sujet du champ de vecteurs que de la région R et de sa frontiere C.

Par ailleurs, la version normale du théoréeme de Green dit que le flux de F a travers une
courbe C est donné par l'intégrale double de la divergence de ce champ sur la région R limitée
par C.

Compléments sur les courbes

Afin d’énoncer le théoréeme de Green, dans ses deux versions, nous devons donner quelques
compléments d’information au sujet des courbes et des régions qu’elles délimitent.

Définition 4.5.1
(a) Une courbe C paramétrée par r : [a,b] — R" est dite fermée si r(a) = r(b).

(b) Rappelons (définition 1.5.3) que la courbe C est simple si son paramétrage est injectif
sur [a, b[, c’est-a-dire si elle ne se coupe pas elle-méme, sauf peut-étre aux extrémités.

(c) Rappelons aussi (définition 4.2.1) que la courbe C est lisse par morceaux si son
paramétrage est continu et lisse sur chacun des intervalles d’une subdivision finie de
[a, b].

Voici quelques exemples.

/O =<

. . , n’est pas une courbe lisse
courbe simple courbe simple fermée courbe simple par morceaux
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Si C est une courbe fermée et simple, la région bornée qu’elle délimite, disons R, admet pour
frontiére justement la courbe C, et nous écrirons C = OR. Le symbole de dérivée partielle est
utilisé pour désigner la frontiere. Nous avons besoin d’orienter la frontiére de la région R, c’est-
a~dire de donner un sens de parcours. Par convention, une courbe fermée simple sera orientée
positivement si elle est parcourue dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre. Ceci revient
a dire que lorsqu’on parcourt la courbe C, la région R se trouve a gauche.

Finalement, notons que si C = R, il est habituel d’écrire

/F-dr
1

pour U'intégrale de F sur le bord de R (une réunion de courbes!) orienté positivement.

Le théoréme de Green

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme de Green.

.

Théoréme 4.5.2 Théoréme de Green, forme tangentielle. ]

Soit R une région bornée du plan telle que la frontiére OR consiste en un nombre fini de
courbes fermées, simples et lisses par morceauz, avec l’orientation positive.

Y
C
0
-

o~

C

X
Si F(z,y) est défini et de classe C' sur R, alors

/ F-drz// rotF dA.
OR R

Démonstration. Nous nous contenterons de faire une démonstration pour les régions R
dont le bord IR est une courbe simple, lisse par morceaux, et ayant en plus la propriété que
R peut s’exprimer sous les deux formes suivantes :

)

Rz{(x,y)e]RQ‘aéméb 10)
<y<d, ¢

={ (z,y) €R? ‘ c

S

N IN
N IN
<=

[ V)

S
—

pour certaines fonctions ¢1, @2, ¥ et ¥s. L’exemple 4.5.9 montre comment procéder lorsque
le bord de R est formé de plusieurs courbes ou que R ne s’exprime pas sous les formes
requises.

y . 9 r
/ C'i:z=11(y
Ciix=aq R 1‘Cg:w:b

Figure 4.5.3

Figure 4.5.4
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Dans un premier temps, nous montrerons que

/ de*f/ —dA
OR

En effet, il suit de la description de R que

// dA = / /f::) 685 x,y)dydx = /ab [P(z,¢2(x)) — P(x,¢1(x))] do

_ / Platate) s [ ' Pla,61(a)) do

—
*
~

Or, le bord supérieur de R, la courbe C3 dans la figure 4.5.3, est paramétré par r(t) =
ti+ ¢a(t)j pour t € [a,b]. Cependant, lorientation de C = IR dans le sens trigonométrique
impose a C d’étre parcourue de droite a gauche, c’est-a-dire de (b, ¢2(b)) a (a, p2(a)). Ainsi,
la premiere des deux intégrales ci-haut est

/ " Pl b)) da = / P )

Pour la seconde intégrale, les choses sont plus faciles, il ne faut pas changer le sens de
parcours. Ainsi, celle-ci est

/ ' Pl b (x)) dr = / pe ()

11 vient donc, aprés addition des équations () et (1), que

/ anA——[/ Pdm+/ de].
dy Cy Cs

Le bord C = OR de R est formé de deux, trois ou quatre courbes. En effet, les portions Cy
et C4 pourraient étre réduites & un seul point. Ceci arrive si ¢1(a) = ¢2(a) ou si ¢1(b) = ¢=2(b).
Mais ¢a n’a pas d’importance, car sur ces portions, méme si elles étaient 1a, nous aurons que
x est constante et donc, dans tout paramétrage, nous aurons z’(t) = 0, de sorte que

/de:/ Pdx =0.
Cz C4

// dA_—[ Pda:—l—/ de}
Cy Cs
:—/ Pdzx.
OR

//Rggd/l | Q. (%)

on procede de la méme fagon, mais en exprimant l'intégrale double de départ comme une
intégrale itérée dans l'autre ordre d’intégration :

// — dA = / / z,y) dz dy.
1 (y)

Le résultat s’obtient alors en additionnant les équations (x) et (#x). [ |

Ainsi, nous obtenons

Pour montrer que
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Le terme « forme tangentielle » vient de ce que 'intégrale considérée calcule la circulation
du champ F autour de la courbe C. Comme nous ’avons vu & la formule 4.2.14, ceci revient a
intégrer la projection de F sur le vecteur tangent unitaire T a la courbe. Ainsi, informellement,
on peut penser que le théoreme de Green, dans sa version tangentielle, dit :

La circulation d’un champ Fd’une courbe C est Uintégrale du rotationnel deFsur la
région limitée par C

Si le champ F(z,y) est donné par ses composantes P(z,y)i+ Q(z,y)j, 'égalité du théoreme

devient :
/ F-Tds:/ F-dr:/ Pdx+Qdy
OR OR OR

://RrothA://R(giz—%j)dAz/A(VXF)de.

Toutes ces égalités sont équivalentes ; chacune des formes d’écrire le théoreme de Green présente
ses avantages.

Exemple 4.5.5

Caleuler [,(z —xzy)dz + (y* + 1) dy, on C est (1,1) (2,1)
le carré montré dans la figure ci-contre. Y

A

Y R AC

/

(L0 (2,00 %

Solution. Soit R = { z, ) | 1<z<2, 0<y<1 } En vertu du théoreme de Green,
0
(x—xy)dx—i— v ) dy = a—y(w—my)]dmdy

x? 3
d d——
/w/ va=

=3

A vous de jouer 4.5.6

Utilisez le théoréme de Green pour évaluer l'intégrale curviligne de F = <x2,4x> le long
de la frontiére du parallélogramme D dont les sommets sont (0,0), (2,0), (4,2) et (2,2),
parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre.

/;E2dx+4xdy:
c

Le théoréeme de Green demande d’avoir une courbe fermée. L’exemple suivant montre com-
ment on peut s’en tirer lorsque la courbe n’est pas fermée.

Exemple 4.5.7
Calculer la circulation du champ
F(z,y) = (2y + 2zy cos(z”y)) i+ (z — y + 2” cos(z%y)) j

le long de la portion du cercle 2 + y? = 1 se trouvant dans le demi-plan = > 0 allant de

(0,-1) & (0,1).

H
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Solution. Notons, pour commencer, que le calcul direct de I'intégrale de ligne est possible,
mais laborieux. En effet, le paramétrage usuel r(t) = costi+sintj avec —7/2 <t < 7/2
mene & intégrer, entre autres, le terme cos (cos?t sint) (cos®t — 2cost sin®t), dont la pri-
mitive n’est pas évidente a trouver.

Par contre, la composante k du rotationnel de F Yy
est facile a traiter. Si nous dénotons par P et @ les 14
composantes de F, nous avons

oQ

—~ =14 2z cos(z%y) — 223y sin(z?y),
ox C/ v R
opP 2 3, i (2
B0 = 2 + 2x cos(zy) — 22 y sin(x“y),
Y
de sorte que % — 36,—1; =—1.

Cependant, il y a une difficulté additionnelle : la
courbe C n’est pas une courbe fermée, le théoreme de
Green ne peut donc pas étre appliqué directement. Pour
surmonter cet inconvénient, nous allons ajouter une
portion de courbe, disons C’, & C de sorte que la tra-
jectoire résultante I' obtenue en parcourant d’abord C
puis C’ soit fermée et que le théoréme de Green puisse C
étre appliqué. De plus, soit R la région enfermée par la
courbe T.

Nous avons alors

// rotF dA = F-dr:/F~dr+/ F-dr.
R oR c c

Or, rot F = —1, de sorte que

// rothA:—// dA = —Aire(R) = — =,
R R 2

puisque l'aire d’'un demi-disque de rayon 1 est
Par ailleurs, C' est paramétrée par r(t) =
vient alors que

?(t)i—l—y(t)j =0i—tjavec —1<t<1. 1l
//F~dr/1 [P(O,t)~0+Q(0,t)~(1)]dt/1 () (—1) dt = 0,

-1 -1

puisque z(t) =0 et Q(0,y) = —vy.
Ainsi, I'intégrale qui nous intéresse vaut

™ ™
Fdr=-__0=_".
/C T3 2

Remarquons que les termes compliqués des composantes de F sont en fait les compo-
santes du champ gradient

V sin(z?y) = 2xy cos(x?y) i+ 2% cos(x?y) j,

dont le rotationnel est nul (théoreme 4.3.6). Le théoréme de Green les a donc éliminés
automatiquement.

Lorsque la région R est telle que sa frontiere OR est donnée par plus d’une courbe, une
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attention particuliere est requise pour 'orientation des différentes courbes qui constituent OR.
Plutét que de penser au sens de parcours de chacune de ces courbes individuellement, il faut
les considérer comme la frontiere de R et les orienter de sorte que, lorsque nous les parcourons
(debout sur le plan, avec notre téte dans la direction du vecteur k), la région R se trouve & gauche.
On peut voir la figure de droite dans I’énoncé du théoréme de Green. Ci-bas, on présente une
situation plus générale.

(a)

(b)

Figure 4.5.8 L’orientation de la frontiere d’une région est donnée par la reégle de la main

droite : (a) une région percée de trois trous; (b) la méme région coupée en deux morceaux,
chacun orienté.

Ceci revient a utiliser la regle de la main droite en chaque point de R. Le pouce de la main

droite pointe dans la direction du vecteur k, les autres doigts donnent 1’orientation de la frontiere
de R.

Exemple 4.5.9

Soit R la région du plan donnée en coordonnées Y
polaires par

1<r<2et0<60<2m.

Calculer la valeur de /k \\
. 13 145
sinet — -y° | de + | =2° +siny | dy.
IR 3 3

Solution. Le calcul par le théoréme de Green se fait aisément. Posons P(z,y) = sin m—%y?’
et Q(z,y) = $2° + siny. Nous avons alors

/ Pdﬂc—i—Qdy:// <6Q—8P>dA://(a:2+y2)dA
R = \ 0z dy R
27 2 27 15 157
= r3drd9:/ —df = —.
/0 /1 o 4 2

Mise en garde 4.5.10

Il est important de remarquer que, dans le théoréme 4.5.2, on exige que les composantes
du champ F admettent des dérivées partielles continues en chaque point de R. Si ce n’est
pas le cas, ne serait-ce que pour un seul point, la conclusion sera fausse. L’exemple suivant,
que nous avons déja rencontré, le montre.
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Exemple 4.5.11 L’exemple 4.4.15 revisité.

A Vexemple 4.4.15, nous avons considéré le champ de vecteurs défini sur le plan sans lorigine
par la formule

) i T .
242 2ty

F(x’y) = pour (x,y) # (070)

Les calculs que nous avons faits montrent que si C est la trajectoire fermée partant de
(1,0) suivant le cercle 22 4+ y* = 1 dans le sens trigonométrique, nous aurons

/CF.drzzw. (*)

Par ailleurs, nous avons aussi montré que le rotationnel de F est nul. Soit R la région
du plan définie par 22 4+ ¢ < 1, de sorte que OR = C. Ainsi, nous avons

//R rotFdA = 0. (k)

Les valeurs des intégrales (x) et (xx) different, en apparente contradiction avec le théo-
reme de Green. Cependant, il n’en est rien. En effet, les composantes de F ne sont pas
continues sur toute la région R. En fait, le champ F n’est méme pas défini a 'origine, et il
est impossible de le définir de fagon a avoir la continuité sur R.

A vous de jouer 4.5.12

Soit F(x,y) = (2y,9z). Trouver l'aire de la région R C R? si la circulation de F le long de
la frontiere R de R vaut [, F-Tds = 3.
aire (R) =

La « version normale » du théoréeme de Green traite pour sa part du flux d’'un champ F a

travers la frontiere d’une région R, pourvu que cette frontiére satisfasse aux mémes hypotheses
que celles faites pour la forme tangentielle du théoreme. Nous ’avons vu, pour calculer le « flux
a travers » une courbe, nous devons choisir un vecteur unitaire n orthogonal a la courbe. Pour
calculer le flux a travers le bord de R, nous choisissons le vecteur n pointant vers I'extérieur de
R. Comme précédemment, si IR est composée de plusieurs courbes, il faudra tenir compte de
ceci pour faire un choix cohérent de n pour chacune de ces courbes.

-

Théoréme 4.5.13 Théoréme de Green, forme normale. ]

Soit R une région bornée du plan telle que la frontiére OR consiste en un nombre fini de
courbes fermées, simples et lisses par morceauz et, en chaque point de OR, n un vecteur
unitaire normal d IR pointant vers l'extérieur de R.

Si F(x,y) est défini et de classe C' sur R, alors

/ F-nds = // divFdA.
IR R

Ainsi, le théoreme de Green, dans sa forme normale, s’interpréte comme :

Le fluxz d’un champ Fla frontiére d’une région R est l'intégrale de la divergence deF sur
la région R

De nouveau, si le champ F(z,y) s’écrit explicitement F(x,y) = P(z,y)i+ Q(z,y) j, I'égalité
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du théoréme de Green ainsi que la formule (x) de la section 4.2 donnent

/ F - nds= de Qdx
oR

// divFdA = // <8P aQ)dA / V -FdA.

Calculer le flux du champ F(x,y) = xi+y?j a travers le carré formé par les droites x = +1
et y =+£1.

Solution. Calculer le flux avec une intégrale de ligne demanderait de calculer quatre
intégrales, une pour chaque portion du carré. Aucun calcul n’est compliqué en soi, mais
utilisons le théoreme de Green pour le faire.

Soit R la région [—1,1] x [-1,1] et C son bord.

/F nds-/xdy ydx—// <x+ay>dA
c 0
/ / (1+2y) dwdy—/ [z 4 2zy)*=" | dy

:/_1(2+4y)dy_ 2y +2¢%] | = 4.

Exemple 4.5.14

A vous de jouer 4.5.15
Utilisez le théoréme de Green pour calculer le flux du champ F = (522 +y)i+ (v +4y?)ja

travers la frontiére (vers l'extérieur) du carré D délimité par x =0,z =1,y =0et y = 1,
parcouru dans le sens antihoraire.

j{ F-nds=
oD

A vous de jouer 4.5.16

Soit F(z,y) = (7z,9y). Trouver laire de la région fermée R C R? si le flux de F & travers
la frontiere OR de R est 7{ F-nds =4.
R
Aire(R) =

Exemple 4.5.17

Soit C une courbe fermée, simple et lisse par morceaux, ne passant pas par ’origine, orientée
par un vecteur normal n pointant vers 1 extérieur lorsque la courbe est parcourue dans le sens
antihoraire, et F(z,y) = =1 + i+ s +y = j. Montrer que fc F - nds peut prendre seulement
deux valeurs, selon que C enferme 'origine ou pas.

Solution. Notons, pour commencer, que le champ F n’est pas défini a 1'origine. Soit R la
région du plan enfermée par C. Nous avons par ailleurs

0 x 0 y
divF=V.F= 4
v 6xx2+y2+8y332+y2
(@® +y*) — 22> (2® +y%) — 2y
(z? +y?)? (@2 +y)?
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Lorsque C n’entoure pas ’origine, le champ F est de classe C'! sur la région R. Dans ce
cas, le théoreme de Green donne directement

/F-nds:// divFdA = 0.
c R

Le cas ou C entoure l'origine pose probleme, I’hypothése du théoreme de Green n’est
pas satisfaite. Nous pouvons cependant adapter notre argument comme suit.

Puisque C contourne l'origine, il existe un réel Y
h > 0 tel que C entoure le cercle Cp, centré a l’ori-
gine et de rayon h. Soit alors R la région comprise
entre Cp, et C. Sur cette région, 'argument de la
premiére partie peut étre appliqué. Il faut noter C
que IR est cette fois composée de deux courbes : C
d’une part C orientée en s’éloignant de l'origine,
d’autre part Cj avec le vecteur normal pointant
vers ’origine.

Nous avons alors

O:// OdA:// dideA:/ F-nds
R R oR
:/F~nds+/ F-nds.

C Cn

Ceci montre que I'intégrale qui nous occupe peut étre ramenée a 'intégrale sur un cercle et
que, mieux encore, le rayon de celui-ci n’a pas d’importance, pourvu qu’il soit assez petit
pour étre contourné par C.

Afin de calculer l'intégrale sur Cp, on utilise le paramétrage r(t) = x(t)i+y(t)j =
hcosti+ hsintj, avec 0 < t < 2w. Sur Cp, le vecteur normal unitaire costi+ sintj pointe

dans la direction qui s’éloigne de l'origine, nous devons donc choisir n = —costi—sintj =
—3a(t)i — +y(t)j. On a alors
r y oo, -1, 1, -1
F-n= 1 | —x1— — = —.
(x2 +y? T e +y2']> ( n hy‘]) h
Ainsi, puisque ||| = h, nous avons

2m 2m
/ F-nds:/ F-n (1) dt:—/ dt = —27.
Ch 0 0

Comme [, F-nds+ fch F - nds = 0, nous avons

/F-nds:27r.
c
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Une application : calcul d’aires

Nous avons vu qu’une intégrale de ligne peut, avec un peu de chance, se ramener au calcul
d’une aire (voir ’exemple 4.5.7). Nous exploitons ici ce fait, en donnant quelques exemples.

L’aire d’une région R est donnée par f fR dA. Ainsi, si nous disposons d’un champ F tel que
rot F = 1, nous aurons, en vertu du théoreme de Green,

Aire(R)://RdA:/aRF'dr.

Quelques choix possibles de tels champs sont :
. — _ 1. 1 5.
F(z,y) = —5yi+ 37j;
* F(z,y) = —yi;
* Fz,y) = 2j.

Ces choix de champs donnent les formules suivantes.

( Formule 4.5.18 ]

Soit R une région du plan telle que son bord, OR, est une réunion finie de courbes fermées,
simples et lisses par morceauz, orientées positivement. Alors, laire de R est donnée par

1
Aire(R) = 5 /aRxdy —ydz (%)

=- /{m ydz ()
/BRxdy. (%)

Voyons quelques exemples.

Exemple 4.5.19

Calculer laire de la région limitée par l'astroide Y
1,2/3 + y2/3 - 1.

Nous avons obtenu un paramétrage de ’astroide a
'exemple 1.5.6, & savoir r(t) = cos®ti + sin®¢j, pour
0 <t < 27. Laire est alors donnée par

1 IR ,
— | xzdy —ydx = = (zy" — ya') dt.
2 Je 2 Jo

Or, 1'(t) = —(3sint cos?t)i+ 3(cost sin?t)j, de sorte que
z(t)y'(t) — y(t)z'(t) = cos®t 3cost sin®t 4 sin®t 3sint cos?t
=3 (cos4 t sin®t +sin* ¢ cos? t)

= 3cos’t sin’t (0052 t + sin? t) = 3cos?t sin’t.
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11 vient alors que 'aire A vaut

12 3 (¥ [sin2t)?
A:f/ 3cos?t Sin2tdt=*/ s dt
2 Jo 2 Jo 2

R 3 (%™ 1 —cosdt 3
:f/ sin22tdt:f/ L
8 Jo 8 Jo 2 8

A vous de jouer 4.5.20
A)

2 2

x
Utilisez le théoreme de Green pour calculer l'aire a I'intérieur de lellipse — + Yy _ 1

o . . . 162~ 142
Utilisez le fait que I'aire peut s’écrire comme

1
//dxdy:fy{ —ydr+xdy .
D 2 Jop

Indication : z(t) = 16 cos(t).

L’aire est

B)

Trouvez une paramétrisation de la courbe z%/3 + y?/3 = 72/3 et utilisez-la pour calculer
l’aire de l'intérieur.

Indication : z(t) = 7cos3(t).

Exemple 4.5.21

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que 0 < f(z) pour = € [a,b]. Soit R la région
du plan limitée par les droites * = a et z = b, au-dessus de 'axe Oz et en dessous de la
courbe y = f(z). Calculer l'aire de R & l'aide du théoréme de Green.

SO]%JOC{{;' calculons laire au moyen de Y
Aire(R) = — [, ydx. Le bord de R est com-
posé de quatre courbes, dont trois sont des
segments de droite : C; est le segment de (a, 0)
a (b,0); Co, celui de (b,0) & (b, f(b)); Cs est
la portion de la courbe y = f(z) parcourue de
droite a gauche, c’est-a-dire dex =b ax = a;
C4 est le segment de (a, f(a)) & (a,0).

Ainsi, I'aire est

Aire(R) = —/ ydr = — [/ ydx—l—/ yd:r—i—/ ydm—i—/ ydm} .
OR Cy Ca Cs Cy
Or, sur Cq, nous avons y = 0 tandis que, sur Cy et Cy4, la valeur de x est constante, de sorte
que z'(t) = 0. Ainsi, les trois termes correspondant & ces portions de 9R sont nuls.
Le chemin r(¢) = z(¢t)i+y(t)j = ti+ f(t)], avec a < ¢ < b, est un paramétrage de la
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trajectoire C3, mais allant de gauche a droite. Ainsi,

Aire(R) = —/CS ydr = — l— /aby(t) 2 (t) dt] = /abf(t) dt,

comme on s’y attendait.

Exercices

Pour se pratiquer.

zdy—ydx

2Try7 Cn sens antihoraire sur

1. Intégrer 5- [,

(a) le cercle z? + y? = a?;

395

(b) la frontiere du carré formé par les sommets (—1,—1), (=1,1), (1,1) et (1,—-1);

(c) la frontiere de la région 1 < 2% +y? < 2, y > 0.

2. Evaluer fc F.dr,ou F = 2252 i+22yj et C est la frontiére du carré dans le plan zy ayant
un sommet & lorigine et un sommet diagonalement opposé au point (3, 3), orientée en

sens antihoraire.

3. Evaluer [,(zsiny?® — y?)dx + (z2ycosy® + 3z) dy, o C est la frontitre du trapézoide

formé des sommets (0, —2), (1,—1), (1,1) et (0,2), orientée en sens antihoraire.

4. Evaluer I = fc (%xzy?’ — x4y> dzr + (:Ey4 + x3y2) dy en sens antihoraire sur la frontiere

du demi-disque 0 < y < vV4 — 22

5. Soit C le rectangle orienté en sens antihoraire formé par les sommets (1,0), (3,0), (3,1)

t (1,1). Evaluer

/C (3y2 + 2xey2> dr + <2yﬂc26y2) dy.

Pour mieux comprendre.

~ By
ce résultat et le résultat de 'exercice 1.

6. Montrer que a% (ﬂ“’TyQ> o (w%ﬂzﬂ’) pour tout (z,y) # (0,0). Discuter du lien entre

7. Considérer la région fermée bornée par les courbes y = 22 + 4x + 4 et y = 4 — x2. Soit

C sa frontiere et supposer que C est orientée en sens antihoraire.
(a) Dessiner soigneusement la courbe orientée C dans le plan xy.

(b) Déterminer la valeur de

/my dx + (e¥ + x?)dy.
c

8. Soit

F(z,y) = (y2 —eV 4 sinx 21:ye*y2 + x) ,

et soit C la frontiere du triangle délimité par les sommets (0,0), (1,0) et (1,2), orientée
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en sens antihoraire. Calculer

/F-dr.
1

9. Soit la courbe C, la frontiere de la région entre les courbes y = 22 —4x +3 et y =
3 — 22 4 2z. Déterminer la valeur de I'intégrale de ligne

/ (2xey +V2+ 332) da + 2*(2 + €¥) dy,
c
ou C est parcourue en sens antihoraire.
10. Soit
F(z,y) = (%y2 +e Y +sinz) i+ (%5{;2 +x—azeV)j.

Trouver | ¢ F-dr, ot C est la frontiére du triangle ayant pour sommets (0,0), (1, —2) et
(1,2), orientée en sens antihoraire.

11.

(a) Utiliser le théoréme de Green pour évaluer U'intégrale de ligne

_y z
d d
/cx2+y2 x+x2+y2 v

ol C est 'arc de la parabole y = 122 + 1 allant de (—2,2) a (2,2).

(b) Utiliser le théoréme de Green pour évaluer lintégrale de ligne

_y .
d d
/ca:2+y2 A

ot C est I'arc de la parabole y = 2% — 2 allant de (—2,2) & (2,2).

(¢) Est-ce que le champ de vecteurs

-y . z
F =
x2+y21+x2+y

5

est conservatif 7 Justifier en s’appuyant sur les réponses aux parties précédentes
de cette question.

12. Supposons que la courbe C est la frontiere de la région se trouvant entre les courbes
y=a?—4r+3 et y =3 — 22 + 2. Déterminer la valeur de I'intégrale de ligne

/ (2xey +V2 + x2) dx + 2% (2 + e¥) dy,
c

ou C est traversée en sens antihoraire.

13. Soit F(z,y) = Pi+ Q}j un champ de vecteurs plan et lisse défini pour (z,y) # (0,0),
et supposons que @, = P, pour (z,y) # (0,0). Dans ce qui suit, I; = fcj F - dr pour j
entier, et tous les C; sont des cercles orientés positivement. Supposons que I; = 7, ou
Cy est le cercle z2 + 3% = 1.

(a) Trouver Iy pour Cs : (z — 2)? + y? = 1. Expliquer briévement.

(b) Trouver I3 pour Cs : (x — 2)? + y? = 9. Expliquer briévement.
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(c) Trouver I pour Cy : (z —2)% + (y — 2)? = 9. Expliquer briévement.

14. Considérer le champ de vecteurs F = Pi+ @ j, ou

Ty
_x2+y27

_y-z
Q_:z:2+y2'

(a) Calculer et simplifier Q, — P,.
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(b) Calculer I'intégrale fCR F - dr directement en utilisant une paramétrisation ot Cr

est le cercle de rayon R, centré a l’origine et orienté en sens antihoraire.

(c) Est-ce que F est conservatif ? Expliquer soigneusement comment la réponse s’ac-

corde avec les résultats obtenus dans les deux premiéres parties.

(d) Utiliser le théoreme de Green pour calculer [, F - dr, ou C est le triangle formé

des sommets (1,1), (1,0) et (0,1) orienté dans le sens antihoraire.

(e) Utiliser le théoréme de Green pour calculer fc F - dr, ou C est le triangle formé

des sommets (—1,—1), (1,0) et (0, 1) orienté dans le sens antihoraire.

15.

(a) Evaluer
/ V14 x3dr + (2acy2 + y2) dy,
c

ou C est le cercle unitaire 22 4+ y? = 1, orienté en sens antihoraire.

(b) Evaluer

/ V14 zdd + (2zy* + y°) dy,
c

ou C est maintenant la partie du cercle unitaire 2% + y2 = 1, avec = > 0, encore

orienté en sens antihoraire.

16. Evaluer I'intégrale de ligne

/(x2 + ye®) dx + (xcosy + €”) dy,
C

ou C est 'arc de la courbe x = cosy pour —7/2 < y < 7/2, parcourue en sens des y

croissants.

17. Utiliser le théoréme de Green afin d’établir que si C est une courbe fermée simple dans

le plan, alors I'aire A de la région délimitée par C est donnée par
1
A== [ xdy —ydz.
2 Je

Utiliser ceci pour calculer laire & lintérieur de la courbe z2/3 4 ¢%/3 = 1.

18. Soit F(z,y) = (x +3y)i+ (x + y)j et G(z,y) = (x +y)i+ (22 — 3y) j des champs de
vecteurs. Trouver un nombre A de telle sorte que pour chaque cercle C dans le plan,

j{F~dr:A%G~dr.
c c
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. 3 . xT 2 .
19. Soit F(l‘,y) = (xz_l{_yz)Zl - (xzfyz)ZJa (-T,Z/) # (an)
(a) Calculer | ¢ F-dr, ou C est le cercle unitaire dans le plan zy, orienté positivement.

(b) Utiliser (a) et le théoréme de Green pour trouver fCo F - dr, ou Cy est Dellipse

2
z y? Ly "
et = 1, orientée positivement.

20. Soit C; le cercle (z — 2)? + y? = 1 et soit Cy le cercle (z — 2)% + y? = 9. Soit F =
— 747 1+ 71,7 J. Trouver les intégrales fCl F-dr et fcz F-dr.

21. Soit R la région du premier quadrant du plan zy délimitée par les axes de coordonnées
et la courbe y = 1 — 22. Soit C la frontiére de R, orientée en sens antihoraire.

(a) Evaluer [,z ds.

(b) Evaluer Jo F-dr, ou F(z,y) = (sin(z?) — zy) i+ (22 4 cos(y?)) J.

22. Soit C la courbe définie par I'intersection des surfaces z = x + y et z = 22 + 3.
(a) Montrer que C est une courbe simple fermée.
(b) Evaluer [, F - dr, ou
(i) F=22i+y?%j+ 3e*k,
(ii) F=9?i+22j+ 3¢e* k.

Pour aller plus loin.

23. Soit R le carré R = { (z,y) ‘ 0<z<1,0<y<1 } et soit f(x,y) une fonction dont
les premieres dérivées partielles sont continues.

(a) Utiliser le théoréme fondamental du calcul afin de montrer que

//RZLC(%Z/) dxdy:/olf(%l) dx—/olf(x,O) dz..

(b) Utiliser le théoréme de Green afin de montrer que

//R %(x’y) dz dy = /Olf(xvl) dx — /Olf(ac,o) dz..

Soit R une région bornée dans le plan zy, Y
dont la frontiere, C, consiste en un seul chemin
fermé, simple et lisse qui est orienté en sens an-
tihoraire. « Simple » signifie que la courbe ne
s’intersecte pas elle-méme.

24.

Utiliser le théoreme de Green pour montrer que

//V~Fdxdy:/F-nds,
R c

ou F = F1i+ F»j, n est la normale unitaire extérieure a C et s est la longueur d’arc le
long de C.
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25. Trouver une courbe lisse C simple, fermée et orientée en sens antihoraire dans le plan
zy pour laquelle la valeur de I'intégrale de ligne fc (y® —y) do — 223 dy est un maximum
parmi toutes les courbes lisses, simples, fermées et orientées dans le sens antihoraire.

4.6 Swurfaces

Pour plusieurs applications, nous devons calculer des intégrales de surface. Un exemple
évident est le calcul de 'aire d’une surface. Un peu plus généralement, on peut imaginer une
surface mince faite d’'un matériau de densité constante. Si 'on veut calculer la masse, le centre
de gravité ou les moments d’inertie, on devra additionner de petits éléments de masse sur la
surface. Un peu plus généralement, on peut vouloir calculer le flux d’un fluide a travers une
surface donnée. Afin d’attaquer tous ces problémes, on doit, dans un premier temps, spécifier la
surface convenablement.

Surfaces paramétrées
Il y a trois fagons usuelles de spécifier une surface dans ’espace tridimensionnel.

(a) Graphe d’une fonction. Probablement la fagon la plus commune, c’est ce que nous avons
fait a la section 2.1. Il s’agit de donner une équation de la forme

z = f(x,y), (z,y) € D C R

Par exemple, si la surface est la moitié supérieure de la sphére de rayon 1 centrée a l'origine,
on a

z2=1/1—22 —y2, avec 22 + 3% < 1.

(b) Implicitement. Nous l'avons aussi fait. Il s’agit de spécifier la surface comme ’ensemble de
niveau d’une fonction de trois variables. Ceci revient & dire que la surface est ’ensemble
des points (z,y, z) qui vérifient ’équation G(z,y, z) = K. Par exemple, la sphére de rayon
1 centrée a l'origine est I’ensemble des points vérifiant

22+ 422 =1
Nous reviendrons sur cette surface a I’exemple 4.6.2 plus bas.

(¢) Un paramétrage, l'image d’une fonction. Il s’agit probablement de la fagon la plus utile de
spécifier une surface. Tout comme un chemin (une fonction d’'une variable qui renvoie des
points dans R? ou R?) sert & paramétrer une courbe, on peut obtenir une surface comme
I'image d’une fonction de deux variables :

r:DCR’—R’
(u,v) € D= r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u,v) k.

On dit que la surface est paramétrée par r. Chaque point de la surface est étiqueté par les
valeurs des parametres u et v.

Exemple 4.6.1
Une fagon simple, voire triviale, de paramétrer une surface qui est le graphe

Z:f(xvy)a ({E,y)G'DCRQ
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est de choisir = et y comme parameétres, c’est-a-dire de choisir

r(u,v) =uit+vj+ f(u,v)k, (u,v) €D
ou  r(ry)=zityj+flz,yk (z,y)€D.

Voyons quelque chose d'un peu plus substantiel.

Exemple 4.6.2 Spheére.

La sphere de rayon 1 centrée a 'origine est ’ensemble des points (z,y, z) vérifiant
G(z,y,2) =2 +y* + 22 = 1.

Nous ne pouvons pas exprimer cette surface comme le graphe d’une fonction puisque, pour
chaque (z,y) vérifiant 22 + y? < 1, il existe deux valeurs de z telles que 22 +y? + 22 =1, &
savoir

z=24/1—22 —y2.

Cependant, localement, cette surface est le graphe d’une fonction. Ceci veut dire que, pour
tout point (zg, yo, z0) sur la sphére, les points sur cette surface qui sont suffisamment preés de
(0, Yo, 20) peuvent étre exprimés sous une des formes z = f(z,y), x = g(y, z) ou y = h(x, 2).
Par exemple, la portion de la sphére qui se trouve & une distance inférieure & v/2 du point
(0,0,1) est

(2,,2) |x+y+z—1 I(92) - (0.0,1)] < V2 }
z,y.2) |2+ +22 =1 2+ + (- 1)P <2}
xy,)‘xz—l—yQ—!—zQ:l,m2+y2+z2—22+1<2}
z,y,2) | 2?+yP+22=1,2>0}

T,Y,2 )|z:\/1—x2—y2, 4y <1}

=

(
(
(
(

Ceci est illustré dans la fi- z
gure ci-contre, qui montre la sec- T T
tion de la sphére d’équation z2+ I R
242 =1parleplany =0, 2*+y°+(z-172%=2/ \\\
ainsi que la section par y = 0 de I:I (0’ 0,1) \
I

I’ensemble des points qui sont a !
une distance inférieure & v/2 de , K
(0,0,1) (ce sont les points & I'in- N ,

térieur du cercle).

De la méme fagon, comme cela est schématisé dans la figure ci-bas, la portion de la
sphere qui se trouve & une distance inférieure & v/2 du point (1,0,0) est
{ (@y,2) | 2> +9*+ 22 =1, |[(2,9,2) - (1,0,0)| < V2 }
(z,y,2) | 2+ +2° =1, (z—1)>+y*+22 <2}
(z,y, 2) | 2+yP+22=1 22— 2e+1+y>+22<2 }
(x,y,2) ‘x2+y2+z2:1, z>0}
(

T,Y, 2 )|.T= 1—y2— 22 y2—|—z2<1}.
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Ceci est illustré dans la fi- z
gure ci-contre, qui montre la sec- (0,0,1)[, 77 "7~
tion de la sphere d’équation 2%+
y? + 22 = 1 par le plan y = 0, !
ainsi que la section par ce méme : (1,0,0) I
plan de l’ensemble des points 24yt ?= KJ o Mo =12+ 42+ 22 =2
& une distance de (1,0,0) infé- e
rieure & V2 (ce sont les points ST

dans le cercle pointillé).
Nous pouvons obtenir un paramétrage de la sphére unité avec les coordonnées sphériques
au moyen des formules
T = psinpcosd,
y = psinpsind,
zZ = pcos .

Les points sur la spheére 22 + 12 4 22 = 1 sont exactement les points vérifiant p = 1, de sorte
que nous avons un paramétrage

r(6,p) = singcosfi+ sinpsinbj+ cos pk, 0<6<2r, 0< <.

Exemple 4.6.3 Cylindre.

La surface 22432 = 1 est un cylindre infini. Une portion
est esquissée ci-contre. -

Remarquons que la section de ce cylindre par le plan
Ozxy, et en fait par n’importe quel plan z = ¢, est le cercle
22 + y? = 1. Nous pouvons en donner un paramétrage en
posant z = cosf, y = sinf, de sorte que la figure en entier
peut étre paramétrée avec les parametres 6 et z comme

r(0,z) = cosfi+sinfdj+ zk, 0<60<2m zeR.

Exemple 4.6.4 Surface de révolution.

Dans cet exemple, nous allons donner un paramétrage d’une surface de révolution. Notre
axe de révolution sera l'axe des z. Plus précisément, nous nous intéressons a la surface
obtenue en faisant tourner la courbe du plan Oyz,

z=g(y)=¢’, 0<y<l,

autour de 'axe Oz. La méme procédure peut étre utilisée pour obtenir des paramétrages
de surfaces de révolution autour d’autres axes.
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Commengons par esquisser la courbe, il s’agit de la z
courbe rouge dans la figure ci-contre. Concentrons-nous
sur un point spécifique de la courbe pendant la révolu-

tion, disons le point bleu, de coordonnées (0,Y,e¥). (0,Y,¢e")

Y
x

Lorsque notre courbe tourne autour de
l’axe des z, le point bleu décrit un cercle.
Celui-ci se trouve sur le plan horizontal z =
eY, est centré a I’axe des z et a pour rayon Y.
Nous pouvons paramétrer facilement le cercle (0,Y,e")
en question avec I'angle de révolution, disons 0 y
f comme parametre. Y

(Ysind,Y cos,e¥)
zl vue d’en haut

Les coordonnées du point rouge sont (Y sinf, Y cos#, ey). Ceci donne aussi un paramé-
trage de la surface de révolution.

z(Y,0) =Y sin#,
y(Y,0) =Y cos@,
2(Y,0) =¥,
0<Y <1, 0<6<2m
Remarquons, pour des fins de vérification, que
* lorsque 6 =0,
(@(Y,0), y(¥,0), 2(Y,0)) = (0,Y,e")
parcourt la courbe z = ¢g(y), 0 < y < 1, lorsque Y vérifie 0 < Y < 1, et que,

* pour toute valeur fixe de YV vérifiant 0 < Y < 1, (2(Y,0), y(Y,0), 2(Y,0)) parcourt le
cercle 22 + y? = Y2 du plan z = e¥, lorsque 6 vérifie 0 < 6 < 2.

Notons aussi que
2(Y,0)* +y(Y,0)* = Y?,

de sorte que

et que
Z(Y,@) = eY —e I(Y,0)2+y(y’9)2.

Ceci veut dire que la surface de révolution est contenue dans la surface infinie

z = eV,
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Ayant a l'esprit que 0 < Y < 1, nous avons que 1 < z = eY < e. La surface de révolution
est

2 2
z=eVT Y, 1<z<e.

Finalement, voici une esquisse de la portion de
notre surface qui se trouve dans le premier octant,
z,y,2z = 0.

X

La méme technique peut étre utilisée pour obtenir un paramétrage de la surface de révolution

obtenue en faisant tourner une courbe plane (peut-étre elle-méme paramétrée!) autour d’un axe
quelconque.

Exemple 4.6.5 Tore.

Dans cet exemple, nous allons paramétrer la surface d’'un beigne.

Le nom formel pour un « beigne » est un « tore ». Q
w

Notre stratégie sera de paramétrer d’abord sa section
dans la moitié droite du plan Oyz, puis nous construi-
rons le tore complet en faisant tourner ce cercle autour

de I'axe des z. Le cercle en question est esquissé ci-
contre.

Nous prendrons pour acquis que le centre Z
du cercle se trouve a une distance R de l'axe
Oz et que le cercle a lui-méme un rayon r.
Ainsi, le point rouge se trouve a

=0,
y =R+ rcosb,
z =rsinf.

En particulier, le point rouge se trouve a une
distance 7rsinf au-dessus du plan Oxy et a
une distance R + r cosf de 'axe Oz.
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Ainsi, quand on le fait tourner autour Z
de l'axe Oz, le point rouge décrit un cercle,

comme esquissé ci-contre. Q

X

Le cercle en question est contenu dans le plan z = rsin#, son centre se trouve sur ’axe
Oz et a un rayon p = R + r cos 6.

Nous pouvons paramétrer ce cercle de
la fagon usuelle. Voici une vue d’en haut
du cercle, avec le parametre nommé 1.

(0, p,rsin 6)
)

(pcostp, psine, rsin b))

x| vue d’en haut

Ainsi, nous avons un paramétrage du cercle décrit par le point rouge :

x = pcosth = (R +rcosb)cosip,
y = psiny = (R+rcosf)siny,
z =rsinb,

ou encore

r(0,¢) = (R+rcosf)costpi+ (R+rcosh)sinyj+ rsinfk,
0<6,v < 2m.

A vous de jouer 4.6.6

Soit la surface S obtenue en faisant tourner la courbe x = 4y?, z = 0, 0 < y < 2, autour de
I'axe des y.
Un paramétrage de S prend la forme

r(y,0) = (g(y) cosb, y, g(y)sinb), 0<y<2, 0<60<2n.

(a) Trouver g(y) :

g9(y) =
(b) Vérifier que le paramétrage satisfait bien 1’équation de la surface, c’est-a-dire que

22+ 22 = [g(y)]2 donne une équation ne dépendant que de z, y et z. Quelle est la valeur
de 22 + 22 sur S§?
22+ 22 =

A vous de jouer 4.6.7

Utiliser des coordonnées polaires dans le plan Oxz pour paramétrer la portion du parabo-
loide S : y = 3(2? + 2?), 22 + 22 < 32,
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Donner les trois composantes du paramétrage r(r,t) (utiliser ¢ pour l'angle 6) :
xr =
y =
z =
avec 0 <r<3et 0<t < 2m.

Plans tangents

Lorsqu’on rencontre une surface « compliquée » et qu’on veut I’étudier au voisinage d’un
point, il est naturel de penser a utiliser le plan tangent en ce point. Afin de spécifier un plan,
on doit avoir :

* un vecteur non nul n, le vecteur normal pour ce plan;
e un point (xg, Yo, z0) appartenant au plan.

Si (z,vy, z) est un autre point sur le plan, alors le vecteur

x i) T — X0
Y|~ Y% | =] Y=Y
z Z0 zZ— 20

est parallele au plan et, donc, est orthogonal a n. Ceci donne une équation pour le plan :

(a,b,c)
r — X
n-| y—y | =0 ]
Z— 20

Le résultat suivant fournit les formules pour trouver un vecteur normal n & une surface
dans différents contextes : si la surface est paramétrée, s’il s’agit d’un graphe d’une fonction et,
finalement, s’il s’agit d’une surface de niveau d’une fonction de trois variables.

Théoréme 4.6.8 Vecteurs normaux aux surfaces. ]

(a) Soit S une surface paramétrée par

r:DcCR? - R
(u,v) € D r(u,v) = z(u,v) i+ ylu,v)j+ z(u,v) k

et (xo, Yo, 20) = r(ug,vo) un point sur la surface. Soit

oz Oz
U v
T, = 8711(”0’”0) = | 32 , Ty = yr(uo,vo) =| 2
9z 9z
ou (u0,v0) v (u0,v0)
Alors,
i 9%z Oz
ou v
. o o
n=T, xT, = det |]j % a%
k 2z 2z

Ou  Ovd l(ug,vo)

est normal & la surface au point (xg, Yo, 20)-




406 4. CALCUL VECTORIEL

(b) Soit (xo,yo0,20), avec zo = f(xo,y0), un point sur la surface d’équation z = f(x,y).
Alors,

n = —fo (0, y0)i — fy(zo,y0) + k
est normal a la surface au point (xo, Yo, 20)-

(c) Soit une surface donnée implicitement par G(x,y, z) = K, et (o, Yo, z0) un point sur
la surface. Si le gradient VG (z¢, yo, 20) # 0, alors

n = VG (0,0, 20)
est normal a la surface au point (xg, Yo, 20)-

Notons cependant qu’aucun de ces vecteurs n’a besoin d’étre un vecteur unitaire.

Remarquons aussi que, si nous appliquons la partie (c) & G(z,y,2) = z — f(x,y), nous
obtenons le vecteur normal n = VG (¢, yo, 20) = — fx (0, v0) i— fy (20, y0) j+k, qui est le méme
que le vecteur normal fourni par la partie (b).

Démonstration.

(a) Fixons d’abord v = vy et faisons varier u. Alors,
u > r(u,vg) = x(u,v9)i+ ylu,vo)j + z(u,vo) k

est un chemin, sa courbe fait partie de la surface (la courbe rouge dans la figure de
droite ci-bas) et elle passe par (zo, Yo, 20) (le point noir sur la figure) lorsque u = ug.

Le vecteur tangent & cette courbe au point (xg, yo, z0), qui est aussi tangent a la surface
en (x07 Yo, ZO), est

ou (uo,v0)
Il s’agit de la fleche rouge dans la figure de droite ci-haut.

Fixons maintenant u = ug et faisons varier v. Alors,
U= r(u07 U) = I(U(), 1}) i+ y(u()a U)j + Z(U(), U) k

est un chemin dont la courbe se trouve sur la surface (c’est la courbe bleue dans la
surface ci-haut) qui passe par (xg,yo, 20) lorsque v = vg. Le vecteur tangent a cette
courbe au point (zg, Yo, 20), qui est aussi tangent a la surface au point (zg, yo, 20), est

T, =

—r — Yy
8’1) (u07’U) v=vg Oz

Ov (uo,v0)
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C’est la fleche bleue dans la figure de droite ci-haut.

Nous avons deux vecteurs tangents & la surface au point (zg, yo, 20), & savoir T,, et T,.
Leur produit vectoriel

i 9z Oz

ou ov

n=T,xT,=4det |j & &
u v J Ou  Ov

kK 2z 9z

Ou  9vd I(ug,vo)
est donc normal & la surface au point (g, Yo, 20)-

(b) Supposons maintenant que la surface est donnée comme le graphe de la fonction z =
f(z,y). Apres avoir changé les noms des variables/parametres, u devient z, et v devient
y, nous pouvons utiliser le résultat de (a) :

r(z,y) =zi+yj+ f(z,y)k

est un paramétrage de la surface, et, au point (z, Yo, 20), ol 20 = f(xo, Yo),

o 0 ST I
* 0x | (z0,y0) f ’ Y Oy l(zo,y0) ¥
® (z0,y0) v (z0,Y0)
et
i 1 0
n="T, xT, =det |] 0 1
k f:c(:EanO) fy(ionyo)
_fa:
— 7fy
1 (z0,Y0)

(c) Ce résultat a été établi au théoréme 2.6.22.

Exemple 4.6.9 Cone.

Considérons la surface

Remarquons que
2 2 2 2
x(u,v)* +y(u,v)* = u* = z(u,v)?,
de sorte que notre surface est aussi

G(z,y,2) =2 +y* -2 =0.

Nous en ferons une esquisse sous peu, mais, avant, trouvons son plan tangent au point
(20, Y0, 20) = r(up,vg). Nous allons le faire deux fois, une fois avec I’équation implicite, puis
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une fois avec le paramétrage r(u,v) = ucosvi+ usinvj+ uk. Nous avons

[ cosv
or 0
Tu = (u07 UO) = S111 Vg ’
ou
L 1
[ —wugsinv
ar 0 0
T, = —(up,vp) = Uy Cosvy | ,
ov
L 0
de sorte que
[ coswg —1ug sin vg —q COS Vg
n= | sinvg X Ug COS Vg = —ug sin vy
L 1 0 U
S
= —Yo
20

Par ailleurs, avec 1’équation G(z,y, z) = 22 + y? — 22 = 0, nous avons le vecteur normal

2170 —X0
VG (z0,90,20) = | 2y0 | =—2| —o
—220 20

Bien entendu, les deux vecteurs —zoi— yoj + zo k et =2 (—x0i — yo j + 20 k) sont colinéaires,
les deux peuvent étre utilisés comme vecteur normal pour le plan tangent. L’équation de
ce plan est

Tr — X
O=mn-| y—yo
zZ— 20

= —zo(z — 20) — yo(y — Yo) + 20(z — 20),

pourvy que (g, Yo, 20) # 0. Si jamais (zg, Yo, 20) = 0,1” « équation du plan tangent » devient
0 =0, ce qui n’est clairement pas tellement utile.
Plus généralement, si T,, x T, = 0 (ou VG(xg, Yo, 20) = 0 ), alors soit *

* la surface n’admet pas de plan tangent au point (zo, Yo, 20), S0it

* notre paramétrage est « tordu » ” en ce point. Par exemple, nous pouvons paramétrer
le plan zy, soit le plan z = 0, par r(u,v) = ucosvi+usinvj (ce sont les coordonnées
polaires). Alors, T,, = cosvgi+ sinwvgj et T, = —ugsinvgi—+ ugcosvy j, de sorte que
T, x T, = ugk est 0 lorsque ug = 0. Mais le plan z = 0 est son propre plan tangent !

La surface qui nous intéresse est 22 + y2 = 22. L’in-
tersection de cette surface avec le plan horizontal z = 2 -
est 22 + y% = 22, qui est un cercle de rayon |zo| centré
a x =y = 0. Ainsi, notre surface est un empilement de
cercles. Le rayon du cercle dans le plan Oxy est nul, et
ce rayon croit linéairement a mesure qu’on s’éloigne du S
plan Ozy. Notre surface est un cone, avec ses deux por-
tions, une au-dessus et une au-dessous du plan Ozy;
elle n’a pas de plan tangent & (0,0,0). La figure ci-
contre ne montre que la portion supérieure, z > 0, qui
correspond aux valeurs v > 0 du parameétre ; la portion
inférieure en est le reflet par rapport au plan Oxy.

n
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Exemple 4.6.10 Hyperboloide a une nappe.

Nous allons maintenant trouver les plans tangents

a la surface -

x2+y2,;;2:1, '

Comme pour le cone, 'intersection de la surface avec un
plan horizontal z = zgy est un cercle, le cercle de rayon
V1422 centré & x = y = 0. Notre surface est, de
nouveau, un empilement de cercles. Le rayon du cercle
au plan Oxy est 1, et ce rayon croit a mesure qu’on
s’éloigne du plan Ozxy. Voici une esquisse.

Cette surface est un hyperboloide & une nappe °.
Avec I'équation G(z,y, z) = 2% + y? — 22 = 1, nous avons

2560 To
VG (20,0, 20) = 20 | =2 Yo
—22’0 —20

et nous pouvons prendre n = zgi+ yoj — 20 k comme vecteur normal au point (2o, yo, 20)-
Ainsi, le plan tangent & 22 + y? — 22 = 1 au point (x¢, yo, z0) est

Tr — X
O=n-| y—yo
zZ— 20

=zo(x — x0) + Yoy — yo) — 20(z — 20).

Cette fois, n # 0, de sorte que nous avons un plan tangent en chaque point. Comme (0, 0, 0)
n’appartient pas a la surface, nous n’avons pas le probleme d’annulation du vecteur normal
n.

Exemple 4.6.11 L’hyperboloide & une nappe comme surface de révolution.

L’hyperboloide & une nappe 22 + y? — 22 = 1 est z
invariant par rotation autour de I’axe des z. Il semble
donc naturel de le paramétrer en utilisant les coordon- (3;’ Y, Z)
nées cylindriques.

Y
T =r7rcosb,
=rsiné, (:L’, Y, O)
z=z. xr

En coordonnées cylindriques, la surface 22 +y? — 22 = 1 est 2 — 22 = 1, et l’on peut la
paramétrer en prenant r(f,z) = V1 + 22 cosfi+ 1+ 22sinfj+ zk, avec 0 < 6 < 27 et
z € R.

%Nous avons vu cette dichotomie pour une courbe, lorsque r’(¢) = 0, voir I'exemple 1.5.27.

bBien sfir, « tordu » n’est pas un terme trés précis. Une raison pour qu’un paramétrage soit « tordu » est
qu'il ne fournit pas une correspondance 1 & 1 entre les parameétres (u,v) et les points d’une portion de la surface.
Par exemple, les coordonnées polaires r(u,v) = ucosvi+ usinvj donnent r(0,v) = (0,0) pour toutes les valeurs
de v.

%Il y a aussi des hyperboloides & deux nappes.
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Une autre fagon de procéder est de tirer profit des propriétés des fonctions trigonomé-
triques hyperboliques :

(e“ + e_“) .

DN =

(e“ — e_“) , coshu =

DO =

sinhwu =

Celles-ci ont des propriétés analogues a celles des fonctions trigonométriques usuelles. Ce

n’est pas un hasard, puisque coshu = cos(iu) et sinhu = —isin(iu). En effet, on montre
que

d . d . 2 12

— cosh u = sinh u, — sinh u = cosh u, cosh”u — sinh“u = 1.

du du

On peut choisir r = cosh u, z = sinhu pour obtenir un paramétrage
r(6,u) = coshu cosfi—+ coshu sinfj+ sinhuk, 0<60<2m, ueR.

Afin de nous exercer avec les fonctions trigonométriques hyperboliques, trouvons, au moyen
de ce paramétrage, le vecteur n.

x = coshu cosf ,, = sinhu cos rg = —coshu sin 6
y = coshu sin 6 4, = sinhu sin 6 yg = coshu cosf
z = sinhu Zy = coshu zg = 0.
Ainsi,
i sinhwu cosf® —coshwu siné

n=T, xTg=det |j sinhwusinf coshu cosf
k coshu 0

—cosh?u cos @
= | —cosh?u sinf
sinh v cosh u

A vous de jouer 4.6.12

Soit la surface S paramétrée par
r(u,v) = (u, v, u? +v?).

On cherche le plan tangent & S au point P =r(1,2) = (1, 2, 5).

(a) Calculer les vecteurs vitesse en (u,v) = (1,2) :

ru(]-v 2) = ( ) )

rv(17 2) = ( ) ) )

(b) Calculer le vecteur normal n =r, xr, en (1,2) :

0 ( 7 , ) /

(c¢) En déduire 1’équation du plan tangent & S au point P. Ecrire la réponse sous la
forme z = ... :

z =

Exercices

Pour se pratiquer.
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1. Paramétrer la surface donnée par z = e*T! + 2y en fonction de z et y.

2.  Soit S la surface donnée par r(u,v) = (u+v)i+ (u? +v?)j+ (u — v) k avec —2 < u <
2, =2 < v < 2. C’est une surface familiere. De quelle surface s’agit-il ? Il peut s’agir
d’une portion de I'une des surfaces suivantes : spheére, hélicoide, ellipsoide, selle, bol
parabolique, cylindre, céne ou plan.

3. Supposer que S est la partie de ’hyperboloide 22 + y? — 222 = 1 qui est a I'intérieur
du cylindre 2% + 32 = 9 et au-dessus du plan z = 1 (c’est-a-dire telle que z > 1).
Parmi les éléments suivants, lesquels sont des paramétrages de &7

(a) La fonction vectorielle

ViZ Lo —1
r(u,v):ui—i—vj—i—&k

V2
avec domaine D = { (u,v) | 2 <u? +0v? <9 }.

(b) La fonction vectorielle

o . u? 1
r(u,v) = usinvi—ucosvj+ 3751{

avecdomaineD:{ (u,v) | V3<u<3, 0<v<2r }
(¢) La fonction vectorielle
r(u,v) = \/HT’UQCOSUi—F 1+ 2v2sinuj+vk
avecdomaineD:{ (u,v) | 0 <u<2n, 1<v<2}.

(d) La fonction vectorielle
r(u,v) = V1 +usinvi+ 14+ ucosvj+ \/gk

avecdomaineDz{(u,v)’2<u<8, OévéQw}.

(e) La fonction vectorielle

r(u,v) = yucosvi— usinvj+

avecdomaineD:{(u,v)|3§u<9, O<v<27r}.

Pour mieux comprendre.

4. Supposons que la surface S est la partie de la sphere z2 + y? + 22 = 2 qui se trouve a
l'intérieur du cylindre z2 + y? = 1 et pour laquelle z > 0. Parmi les éléments suivants,
lesquels sont des paramétrages de S 7

(a)
r(¢,0) =2sin¢cosfi+ 2cos@j+ 2sinpsin Ok, 0<o<

(b)
r(x,y)zwi—yj—!—mk, 2 +y? <1
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(c)
r(u,0) = usinfi+ucosfj+ 2 —u?k, 0<u<2 0<0<2n
(d)

r(¢,0) = V2sin ¢ cos i+ v2sin ¢ sin 6 j + /2 cos o k, 0< o<

()

r(¢,2z) = =2 —22singi+ V2 — 22cospj+ zk, 0<o<2m 1<2<V2

5. Soit S la partie du paraboloide z + 22 4+ y? = 4 comprise entre les plans z = 0 et
z = 1. Pour chacun des éléments suivants, indiquer s’il parametre correctement ou non
la surface S.

(@) r(u,v) =ui+vj+ (@4 —u? -0k 0<u?+0?<1

(b) r(u,v) = (V4 —ucosv)i+ (V4—usinv)j+uk, 0<u<1,0<v<2n

(c) r(u,v) = (ucosv)i+ (usinv)j+ (4 —u?)k, V3<u<2,0<v<2n
6.

Dans cet exercice, on cherche a paramétrer une r(t) = (4,4,1)
surface de révolution obtenue en faisant tourner une » ~ T
courbe plane autour d’une droite qui n’est pas 'un
des axes de coordonnées. On considere la droite
r(t) = 4i+ 4j + tk, parallele a axe des z, et le cercle
de rayon 1 centré en (2,2,4) et situé dans le plan
x = y, qui contient cette droite (voir la figure ci-
contre). (2,2,4) Ly

~

(a) Donner un paramétrage de ce cercle.
(b) Donner un paramétrage de la surface obtenue en faisant tourner ce cercle autour
de la droite.
7. Pour les surfaces données par les paramétrages suivants, donner une équation du plan
tangent au point spécifié.
(a) r(u,v) = 2ui+ (u? +v)j+v?k au point (0,1,1)
(b) r(u,v) = u?i+usine’j+ %u cose’ k au point (13, —2,1)

8.  Trouver une équation du plan tangent & la surface donnée par r(u,v) = u?i+v%j+ (u?+
v?)k au point correspondant & (u,v) = (1,1).

9. Soit S la surface donnée par z = 322 + Sxy.

(a) La surface est le graphe d’une fonction de deux variables. Utiliser ceci pour trouver
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une équation du plan tangent au point (1,0, 3).
(b) Trouver un paramétrage de S et 'utiliser pour trouver 1’équation du plan tangent
au point (1,0, 3).
10. Soit S la surface r(u,d) = ucosfi+ usindj+0kavecO<u<let 06 <4

(a) Esquisser et décrire la surface S.

(b) Trouver un vecteur normal unitaire & S en un point quelconque (xg, Yo, 20) € S.
(¢) Trouver I’équation du plan tangent & S au point (xo, Yo, 20)-

)

(d) Si (zo,¥0,20) € S, montrer que le segment de longueur 1 joignant (zo,yo, 20) &
I’axe des z est contenu dans S et dans le plan tangent trouvé précédemment.

11. Soit S la sphere de rayon 2 centrée a l'origine. Calculer I’équation du plan tangent a S
au point (1,1,+/2) en considérant S comme :

(a) une surface paramétrée par r(6,¢) = 2cos6 sinpi+ 2sinf singj+ 2cos pk;
(b) une surface de niveau de la fonction f(x,vy,z2) = 22 + y? + 22;

(c) le graphe de la fonction g(z,y) = /4 — 22 — y2.
12. Soit H ’hyperboloide z2 + 3% — 22 = 25.

(a) Trouver un paramétrage de H.
(b) Trouver une équation du plan tangent & H au point (zo, yo,0) (ot 22 + y¢ = 25).

(¢) Montrer que les droites passant par (zg,yo,0) et dirigées par les vecteurs
u=—yoi+zoj+5k et v=ygi—z9j+ 5k sont contenues dans H et dans le
plan tangent calculé dans la partie précédente.

Pour aller plus loin.

13. Une surface peut étre paramétrée par une applicationr : D — R3, ott D C R2. Les résul-
tats vus au chapitre 2 suggerent que la dérivée de r devrait donner une approximation
linéaire correspondant au plan tangent. Dans ce probleme, ceci sera démontré.

Soit r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u, v)k un paramétrage d’une surface S, ot r est
différentiable. On dénote par r, et r, les dérivées partielles de r.

(a) Sous I'hypothese que r, (ug,vg) X ry(ug, v9) # 0, montrer que I'image de la trans-
formation linéaire donnée par Dr(ug,vo) (c’est 'espace colonne de cette matrice)
est le plan engendré par r, et r,.

(b) Montrer qu’un vecteur w est orthogonal a r, X r, si et seulement s’il se trouve
dans I'image de Dr(ug, vp).

(c) Démontrer que le plan tangent & la surface est le plan donné (voir ceci comme
une surface paramétrée) par
U — Ug
(u,v) = r(ug,v9) + Dr(ug, vo) { ] .
vV — 1
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4.7 Intégrales de surface

Comme pour les intégrales de ligne, nous allons définir et étudier deux types d’intégrales de
surface :

* Intégrales d’une fonction & valeurs scalaires, c’est-a-dire de la forme [[spdS, qui sont
utilisées pour calculer des aires ou, si p est une densité de masse, la masse d’une surface

S.

* Intégrales de la forme [, sF-ndS, ot n(z,y,2) est un vecteur unitaire normal a la surface
S au point (z,y, z). Celles-ci sont appelées des « intégrales de flux ». Nous verrons que,
lorsque v est le champ de vitesses d’un fluide et que p est la densité du fluide, alors
/] s PV -1ndS est le taux avec lequel le fluide traverse la surface S.

Intégrales de surface

Nous commencons par calculer I’élément différentiel de surface, dS, dans les différents contextes
que nous avons traités dans la section précédente (surface paramétrée, graphe, ou surface en-
semble de niveau).

Afin d’illustrer les différentes méthodes, dans les exemples qui suivent, nous considérons la
sphere 22 + 32 + 22 = a? (avec a > 0) et nous calculons laire de la portion vérifiant z > 0. On
se souvient probablement de 1’enseignement secondaire que 'aire cherchée est % x 4ma® = 2ma’.
Nous allons voir pourquoi ceci est vrai. Notons pour commencer que, puisque x2 + y? = a? — 22
sur ’hémispheére, 'ensemble des (x,y) pour lesquels il existe une valeur de z telle que (z,y, z)
se trouve sur 'hémisphere est exactement { (z,y) € R? | 2% + 1% < a? }

Surfaces paramétrées.

Supposons que nous voulons intégrer sur une par-
tie S d’une surface qui est paramétrée par r(u,v).
Nous commengons par couper S en petits morceaux,
avec des courbes obtenues en laissant le parameétre u
constant (les courbes bleues dans la figure), puis en
laissant le parameétre v constant (les courbes rouges
dans la figure).

Regardons de trés pres un @ varie @ varie
. . = =yo+d
de ces morceaux, dont voici y=vo y=voray
une esquisse. P P 1
O T=T
0
y varie
P r=xq+dx
2 y varie

Par exemple, la courbe rouge inférieure a été obtenue en laissant v fixe a la valeur vy, en
faisant varier u. Elle correspond a la courbe r(u, vp). La courbe rouge supérieure a été construite
en laissant v a une valeur légerement différente, vy + dv, en faisant varier u. Elle correspond a
la courbe r(u, v + dv). Ainsi, les quatre points d’intersection dans la figure sont

Py = r(ug,vg + dv), Ps; =r(ug + du, vy + dv),
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Py = r(ug,vo), Py =r(ug + du,vg).
Posons maintenant
R(t) = r(ug + tdU, vy + tdV),
ou dU et dV sont des constantes petites. Alors, le développement de Taylor donne
r (up + dU, vo +dV) = R(1)

~ [R(0) +R/(0) (t—=0)],_,

Or Oor
= r(uo, vo) + %(Um vg) dU + %(Um 1)0) dav.

On recommence trois fois : une premiere avec dU = du, dV = 0; une deuxieme avec dU = 0,
dV = dv; une troisieme avec dU = du, dV = dv.

Py = r(uo, vo)

15}
Py =r(ug + du, vp) ~ r(ug, vo) + —r(uo, vo) du

ou
Or
Py = r(ug,vo + dv) ~ r(ug, vo) + %(uo, vg) dv
or or
P3 =r(ug + du,vo + dv) = r(ug, vg) + %(uo, vg) du + %(um vg) dv

Nous avons ignoré les termes de degré deux et plus dans le développement de Taylor. Lorsque
nous prenons la limite avec du,dv — 0, ces termes ont une contribution nulle a I'intégrale que
nous allons construire.

Le petit morceau de surface avec les coins Py, Pi, P, P53 est approximativement un parallé-
logramme de cotés :

P D

— — Or

P0P1 ~ P2P3 ~ 7(’11,0, ’l)o) du, e

—_— —_— g,ll{/ POP2

PP, =~ P P; ~ %(uo, vg) dv. Py D

PoPy
L’aire de ce parallélogramme est
——— = 9] 0
HP0P1 X POPQH ~ Hai(uo, vg) X a—Z(uo, vg) || dudv.

De plus, g—;(uo, vg) et %(uo, vg) sont des vecteurs tangents aux courbes r(t, vo) et r(ug, t)

respectivement. Ces deux courbes font partie de S. Ainsi, %(uo, vg) et %(uo, vp) sont tangents

v
a S en r(ug,vp), et donc le produit vectoriel g—;(uo, vg) X %(uo, vg) est orthogonal & S en
r(ug, vo). Nous notons alors dS aire de ce petit parallélogramme et dS = ndS 1’élément vectoriel

de surface, ou n est un vecteur unitaire normal & la surface.

( Formule 4.7.1 ]

Pour une surface paramétrée par r(u,v) (différentiable), I’élément vectoriel différentiel de
surface est
or

Or
dS=ndS = :I:%(u, v) X %(u, v) dudv,
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dsS = H dudv.

u, v) X %(u, v)

Le signe + dans la formule 4.7.1 est la parce qu’il y a deux vecteurs normaux unitaires en
chaque point de la surface, un de chaque c6té de celle-ci. Normalement, il sera clair, par le
contexte, lequel des deux nous devons choisir. Nous y reviendrons.

Exemple 4.7.2 Aire de ’hémisphére, avec les coordonnées sphériques.

Clairement, « intégrer sur une sphere » est quelque chose qui suggere fortement de passer
aux coordonnées sphériques. Nous utilisons les coordonnées sphériques pour paramétrer
I’hémisphere 22 + y? + 22 = a2, z > 0. Les parametres seront les angles 6, ¢, puisque le
rayon est fixé.

(0,0,2)¢ . psing
x = psinpcosb, pCos p

y = psinpsind,

Z = pcos .

Puis, on applique la formule 4.7.1. En coordonnées sphériques, 1’équation z2 +y2 + 2% =
a? devient p? = a?, et la condition z > 0 est 0 < ¢ < %, 0 < 0 < 27. Ainsi, I’hémisphere
peut étre paramétré ¢ par

r(0,) = asinpcosfi+ asinpsindj+ acospk,

0<¢<g,0<9<2w.

Puisque
% —asinpsin 6 %% a cos pcos 6
% | = asin @ cosf et ﬁ = | acospsing |,
g—g 0 g—; —asiny
la formule 4.7.1 donne
ox 9z
2 %
ndS==+| 5% | X 9e dfdy
0z Oz
90 o
[ —asinpsind a cos ¢ cos 6
==+ asinpcosf | X | acospsinf | dfde
L 0 —asin @
[ —a?sin? pcosf sin ¢ cos 6
=4 | —a?sin®psinf | didp = Ta’sing | sin psinf | dfdy
—a?sin p cos ¢ CoS

et

dS = a*sin gp\/sin2 @ cos? f + sin? psin? @ + cos? o dfdy
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= a?sin ¢ dfdey,

de sorte que l'aire de I’hémisphere est

B 2m z /2
a? / / sin @ df do = 2ma’ / sin ¢ dp = 2ma® [ — cos 90]
o Jo 0 0

= 27a?.

Exemple 4.7.3 Aire de I’hémisphére, avec les coordonnées cylindriques.

Commencons par paramétrer 'hémisphere 22 + 32 + 22 = a2, z > 0, en utilisant les coor-
données polaires r, # comme parametres.

V4
(2, y,2)
=rcos#,
=rsind, y
z2=12z

(z,9,0)

Puis, on applique la formule 4.7.1. En coordonnées cylindriques, I’équation z?+y2+22 =
a? devient r2 4 22 = a2, et la condition 22 +y? < a?est 0 < r < a, 0 <0 < 2m.
Ainsi, ’hémisphere peut étre paramétré par
r(r,0) =rcos@i+rsinfj+ a2 —r2k,

avec 0<r<a, 06 <2m.

X

Remarquons que nous avons choisi la solution positive z = Va2 — r2 de 12 + 22 = a2 afin
de satisfaire z > 0. Puisque

9% cosf ‘?—g —rsinf
air’ = sin 6 et a—g = rcosf |,
0z N 9z 0
or vaz—r2 00
la formule 4.7.1 donne
oz oz
g 1
ndS =+ 5o X 50 drdf
9z 9z
or a0
i cos —rsind
=+det | j sin 0 rcos | drdf
k - a;—rz 0
r2 cos 0
== Ta?ffz drdf,
r

%En fait, les coordonnées sphériques présentent un probléme lorsque ¢ = 0, puisque p = a, ¢ = 0 donnent le
méme point, & savoir le pole nord (0,0, a), pour toutes les valeurs de 6. Nous devrions, en toute rigueur, traiter
notre intégrale comme une intégrale impropre, en intégrant d’abord sur ¢ < ¢ < 7 puis en prenant la limite
e — 0. Cependant, cette faille & ¢ = 0, tout comme celle des coordonnées polaires & r = 0, cause rarement des
ennuis, et il est souvent routinier de sauter par-dessus ’étape de 'intégrale impropre.
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rd a?r? ar
— 2 Y A - -
as = \/m drdf = 22 drdf = T3 drdf.

Ainsi, l’aire de ’hémisphere est

a 27 a

ar r

—————dfdr = 2ma ——dr
/0 /0 [a2 — 12 /0 /a2 — 12
0
—du/2
= 27ra/ u/
2 Vu
avec u = a® —r?, du = —2rdr
0

e

= 27m2,

a?
comme on s’y attendait.

A vous de jouer 4.7.4

Evaluez [Js V1422 +y2dS ou S est la surface hélicoidale : r(u,v) = ucos(v)i+usin(v)j+
vk,avec 0 <u<1,0<v <27

Faisons quelque chose d’un peu plus céleste.

Exemple 4.7.5

Considérons une coquille sphérique de rayon a et de densité de masse p par unité d’aire.
Pensons a une planéte creuse. Nous allons déterminer la force gravitationnelle que la planéte
exerce sur une particule de masse m qui se trouve & une distance b du centre de la planete.
La particule peut se trouver soit a Uextérieur de la coquille (b > a), soit & Uintérieur de celle-
ci (b < a). Nous choisissons notre systéme de coordonnées de sorte que origine se trouve
au centre de la coquille, et la particule au point (0,0, b). En vertu de la loi de gravitation,
la force exercée sur la particule par une petite portion de surface d’aire dS située a r est

G (ndS)m

r —bk).
||r—bk||3( )

Ici, G est la constante gravitationnelle, udS est la masse de la portion de surface, m est la
masse de la particule

(0,0,0)
r— (0,0,b) r— (0,0,b) 5

s (0,0,b)

et r — bk est le vecteur de la particule & la portion de surface. Nous travaillons en
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coordonnées sphériques, comme nous I’avons fait a 'exemple 4.7.2.
dS = a®sin ¢ dpdf
et
r=asinpcosfi+ asinpsindj+ acospk
r—bk=asinpcosfi+asinpsingdj+ (acosp —b)k
[r —bk|* = a® + b* — 2abcos ¢
La force totale est alors

P Guuma? /'71' /277 in asm@cosei—kasin@sinﬁj—k(g/(;osgo—b)kded‘p.
0o Jo [a? + b2 — 2ab cos ]

Notons, pour référence future, que la racine carrée dans [a® + b? — 2ab cos 90]3/ 2 est la racine
carrée positive puisque [b? + a? — 2ab cos <p]1/ 2 est la norme de r — bk.
Cette intégrale est un peu différente de celles que nous avons rencontrées jusqu’a présent.
En effet, maintenant, 'intégrande est un vecteur. Par définition, [[(A +B)dS = [[AdS + [[ BdS,
de sorte que

// [G1i+ Ga2j+ GsK] dS:i//Gl dS+j// Gs dS+k// G5 dS.
S S S S

Ainsi, nous devons simplement calculer les trois composantes séparément.
Dans notre cas, les composantes i et j sont nulles. En effet,

™ : 2m
F.i= Gpma2/ sin ¢ asme 373 / cos0db| do,
0 [a? + b2 — 2ab cos | 0
T . 27
F'jZGmea2/ sin ¢ asme 3/2/ sinfdf | dp
0 [a? + b2 — 2abcos ] 0

sont toutes les deux nulles puisque fozﬂ cosf df = 027'r sinf df = 0. Ainsi,

™ 2m
—-b
F= Guma2k/ / sin ¢ acosy 375 d0do
o Jo [a?

+ b2 — 2abcos | /

—b
= 27rGuma2k/ sin ¢ acosy 372 de.
0 [a? + b2 — 2abcos @]
Pour évaluer cette intégrale, nous remplagons
a?+b% —u

u = a® 4 b* — 2abcos , du = 2absin p dy, cosp = 5ah
a

Lorsque ¢ = 0, u = (a — b)?, et lorsque ¢ = 7, u = (a + b)?, alors

a+b)? a?+b%—u
F:”G“m“k/(“ du =2 =Y
(

b a—b)? u3/2
2 2 32

_ wGumak/(a+b) du S
b (a—b)2 u3/2

= () e () el
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Puisque ul/? est la racine positive,

F=

B e R R

Sib>a,onaura la—bl=b—a:

F= k.

rmGuma [b—a_a+b_a+b+b—a} :_G(47ragu)m
b b b b b b2

Sib<a,onaura|la—b=a—>b:

F =

mGuma, fb—a a+b a+b a-—0>
2 -
b b v Ty T =0
La morale de cette histoire ¢ est que

* si la particule se trouve a l'intérieur de la coquille, elle ne ressentira aucune force
gravitationnelle ;

* si la particule se trouve a 'extérieur de la coquille, elle ressentira la force gravitation-
nelle comme si toute la masse (4ma?u) de la coquille était concentrée au centre de
celle-ci.

Graphes. Si la surface S est le graphe de la fonction z = f(x,y), elle peut étre paramétrée
assez directement au moyen de

r(z,y) =zi+yj+ f(z,y)k

fa or _ s OF or _ s, OF . X
Puisque 5 =i+ 5y k et oy =Jdt+ 5, k, nous avons

i 1 0 —
— X =det|j 0 1| =| —f(zy)
or Oy x 2 or 1
ox dy

Ainsi, la formule 4.7.1 donne :

( Formule 4.7.6 ]

Pour la surface z = f(x,y),

_fw(xvy)
dS=ndS ==+ | —f,(z,y) | dzdy,
1

48 = \/1+ fuole,9)? + £, (2,)? dady.

De la méme fagon, pour la surface x = g(y, z),

1
gy(y,z) | dydz,
9:(y, 2)

s = \/1 +9y(y, 2)* + 92(y, 2)? dydz,

dS=ndS ==

2Ces deux résultats sont parus dans le Principia Mathematica (1687) de Newton.
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et pour la surface y = h(z, 2),

7hw(93,2’)
dS=mndS =+ dadz,

1
_hz(xvz)
dS = \/1+ hy(z,2)2 + h.(x,2)? dzdz.

A nouveau, dans une application donnée, on mettra un soin particulier lors du choix pour le
vecteur n.

La formule z

48 = \J1+ fulw,9)2 + fy(2,9)? dudy

dans la formule 4.7.6 admet une interprétation géo-
métrique. Le parallélogramme rouge dans la figure
ci-contre représente une petite portion de la surface.

T

Son aire est dS = \/1+ f.(2,y)? + fy(z,y)? daedy. Le parallélogramme bleu est la projection
du rouge dans le plan Oxy. Le vecteur n est un vecteur normal unitaire pour le parallélogramme
rouge. Il est parallele a

ar " 81‘ B *fz(m,y)
o (‘Ty = —fy(ll“,y) )

de sorte que I'angle 6 formé par n et k vérifie

=fe(z,y)i— fy(z,y) i+ K[| [k
1

TVt L@t @)

L’interprétation géométrique de dS = /1 + fo(z,y)> + fy(z,y)? dady est que laire dS d'un
petit morceau de surface est donnée par l'aire de sa projection sur le plan Oxy multipliée par
le facteur ﬁ, o 6 est 'angle formé par n (qui est orthogonal a la surface) et par k (qui est
orthogonal au plan Ozy). Notons que

cosf =

* lorsque @ est pres de zéro, ce qui correspond & dire que f est presque constante et donc
que notre surface est & peu pres parallele au plan Ozy, dS se réduit, essentiellement, a
dxdy;

jus

* lorsque § — 7, ce qui correspond a dire que f, ou f, deviennent trés grandes en valeur
absolue et donc que notre surface est perpendiculaire au plan Ozy, dS devient « infini
fois » dxdy. Dans ce cas, nous devrions représenter notre surface plutot sous la forme

= g(y,2) ou y = h(z, 2).
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Exemple 4.7.7 Aire de I’hémisphére comme graphe.

Nous calculons l'aire de 'hémisphere une fois de plus, cette fois en utilisant le fait que
I’équation de cette surface est

2= f(z,y) =Va2 —22—y2  avec (z,y) tel que 22 + 12 < a?.

Ainsi, la formule 4.7.6 donne

48 = \J1+ f2(2,9)2 + fy(2,y)? dady
B —z 2 —y 2
_\/1+( a2—a:2—y2> +( a2_x2_y2) drdy
$2+y2
:\/1+a2x2y2 dxdy

a2
Ve m— 7 dxdy,

a

de sorte que 'aire est ffﬂ 2o » ———=—— dxdy. Nous avons déja calculé, a ’exemple 4.7.3
z2+y2<a \/m ) 9

que cette intégrale vaut 2ma?.

A vous de jouer 4.7.8

Trouvez ’aire de la portion du plan 4z 4+ 10y 4+ z = 9 qui se trouve a 'intérieur du cylindre
. . 2 2
elliptique §5 + 165 = 1
Aire =

Surfaces données implicitement. Pour terminer, supposons que la surface est donnée sous
la forme G(z,y,2) = K, ou K est une constante. Supposons de plus que, en un point sur la
surface, nous avons % # 0. Alors, le théoreme 2.5.15 nous dit qu’il existe une fonction f(x,y)
telle que z = f(x,y) vérifie

G(x,y,f(x,y)) =K.

La dérivation donne alors, grace au théoreme des fonctions composées,

0= (G @y @) = Colwy. fe.0) +Cs (29, fa.) foley),
0= 5 [6 @ F@)] = 6y (@ fa) + G (o flo0) £y favn)

ce qui, a son tour, entraine

oy = Ge @y f(z.9) ey = Gu(@y, (@)
@) =G g twyy O T TG Gy fy)
et
_f (xay) = A G = 5
y1 G:| g | G

ou les dérivées partielles de G sont évaluées au point (x,y, f(x,y)). Ainsi, il vient de la for-
mule 4.7.1 les formules suivantes.
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[ Formule 4.7.9 J
Pour la surface G(x,y,z) = K, lorsque G, (z,y,2) # 0,

VG (2,y,2)
dS=mndS =4+——""""— dxd
" VG (z,y,2) kW
VG (z,y, z)
d —— | dxdy.
5= | Getans E
De méme, pour G(z,y,2) = K, lorsque G, (x,y,2) # 0,
VG (2,y,2)
= =4+~ "7° 7
dS =ndS VG (. 2) i dydz,
VG (2,y,2)
dS = ||=—=———""~|| dyd
Hvamy,> e

et pour la surface G(z,y,2) = K, lorsque Gy(z,y,z) # 0,

VG (2,y,2)
dS =ndS = £to—"—- dzdz,
VG (,y,2) -]
VG (2,y,2)
o o

Si, en un point (29, Yo, 20), nous avons G(zo,Yo0:20) = Gy(Z0,Y0,20) = G:(T0,Y0,20) =
0, nous aurons un probleme. Trés souvent, ceci est signe que notre surface n’est pas lisse en
(z0, Y0, 20) et donc que nous n’avons pas un vecteur normal défini sans ambiguité. On pourra
voir 'exemple 4.6.9.

A vous de jouer 4.7.10

Trouver l'aire de la partie de la sphere 22 + y2 + 22 = 25 qui se trouve au-dessus du céne
2= +/12 + y2

Exemple 4.7.11 Aire de ’hémisphére comme surface de niveau.

Cette fois, nous calculons l'aire de I’hémisphére en exploitant le fait que si (z,y,2) s’y
trouve, alors G(z,y, z) = a? lorsque G(z,y, z) = 2% + y? + 2%. Puisque

2x
VG(z,y,2) = | 2y |,
2z
la formule 4.7.9 donne
VG (z,y,2)
dS = | =———"22—|| dzd
HVG(x,y,z)-k 4
1 zx dxd
= y zdy
2|z| 0y
/2 2 2
_VET Ayt dady
|2
a 2 2 2 2

:ﬁdazd% sur x° +y° 4+ z° = a”.
a?—x%2—y



424 4. CALCUL VECTORIEL

Ainsi, l'aire est [ dxdy. Nous avons déja vu, a I'exemple 4.7.3, que la

e
2+y?<a? | [z g2 g2

valeur de cette intégrale est 2ma?.

Pour conclure, voyons un autre exemple d’une intégrale de surface qui peut étre calculée de deux
facons différentes.

Exemple 4.7.12

Calculer [f¢2?y?2%dS, ot S est la portion du cone 22 + y? = 2% vérifiant 0 < z < 1.

Solution 1. Nous pouvons exprimer S comme

2> +y? <L

Or, puisque
x Y

fw(xvy):\/ﬁv fy(x’y):\/TTyQ’

la formule 4.7.6 donne

IL’2 y2

x2+y2+l‘2+y2

s = [1 n ]1/2 dedy = V2 dedy.

Notre intégrale est donc

// z2y?2%dS = \/5// 2y? (2% + y?) daody.
S 249y2<1

Puisque nous intégrons sur une région circulaire, nous passons aux coordonnées polaires.

2m 1
// 2?y? 2 dS = \/5/ / 7(rcos 0)?(rsin 0)*r* dr do
s o Jo

27 1
=2 [/ cos? 0 sin? Gdﬁ} {/ r’ dr}
0 0
27 27
= ﬁ/ cos? §sin® 0 df = ﬁ/ sin?(26) df
8 Jo 32 /o

_\/i 2

= %1/, [1— cos(46)] db.

Rappelons que les intégrales de cos(f), ou cos(46), sur une période compléte valent 0. Nous
obtenons
9 9 9 V2 ™2
dS = —(27) = —.
/ /Sx ve 61 2™ = 35
Solution 2. Nous pouvons paramétrer le cone par

r(z,0) = zcosfi+ zsinfj+ zk, 0<2<1,0<60<2m.
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Alors, puisque

or cos or —zsinf
5 sin @ et %= zcosf ,
i 1 0

la formule 4.7.1 donne

i cosf —zsinf
ndS ==xdet |[j sinf zcosf | dzdf

k 1 0
—zcosf
=4 | —zsinf dzdo,
z
dS =2z dzdb.

Ainsi, notre intégrale devient

2 1
// 2?y?2?dS = \/5/ / 2(z cos 0)*(zsin 0)%2% dz df
s o Jo
2m 1
= \/Q/ / 2" cos? @sin® 0 dz df
o Jo

27
= \@/ cos? 0 sin? 6 do.
8 Jo

Nous avons déja évalué cette intégrale dans notre premiere solution, nous obtenons donc, a

nouveau,
2.2 2 7T\/§
dS = —.
[ 32

Intégrales de flux

Nous avons défini ci-haut deux types d’intégrales de surface. Nous avons vu quelques exemples
d’intégrales de la forme [, s PdS. Nous nous concentrons maintenant sur une application des
intégrales de la forme [ s F-ndS. Ces intégrales sont appelées intégrales de fluz, nous allons
voir pourquoi. Imaginons un fluide tel que :

* sa densité en, disons, kilogrammes par métre cube a la position (z,y, z) et au temps ¢ est
p(z,y,2,t);
¢ la vitesse avec laquelle le fluide bouge (disons en meétres par seconde) a la position (z,y, 2)

et au temps t est v(z,y, 2, t).

Nous allons calculer le taux (disons en kilogrammes par seconde) avec lequel le fluide passe a
travers une portion dS de surface & (z,y, z). Pendant un court laps de temps, de durée dt au
temps ¢, le fluide pres de dS bouge de v(z,y, 2, t)dt.
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La ligne verte dans la figure ci-contre est une vi- na vdt
sion latérale de dS, et n = n(z,y, z) est un vecteur dt
unitaire normal a dS. 0 v
vdt vdt

Ainsi, pendant ce court laps de temps,
* la ligne rouge bouge vers la verte, et
* la ligne verte bouge vers la bleue, de sorte que

¢ le fluide qui remplit la section gris foncé, en dessous de la ligne verte, passe a travers d.S
et bouge vers la région gris pale, au-dessus de la ligne verte.

Soit 6 I'angle formé par n et vdt, de sorte que

¢ le volume de fluide qui passe a travers dS pendant ce laps de temps dt est le volume qui
occupe la portion en gris foncé, en dessous de la ligne verte. Cette région a pour base d.S
et pour hauteur ||vdt|| cos @, de sorte que son volume est

Iv(z,y, 2, t)dt| cos @ dS = v(x,y, z,t) -n(x,y, z) dt dS

puisque n(z,y, z) est unitaire.

* La masse de fluide qui traverse dS pendant ce laps de temps de durée dt est donc

plz,y, z, t)v(z,y, z,t) -n(z,y, 2) dt dS,
* ¢t le taux avec lequel le fluide traverse la surface dS est

p(x,y, z, t)v(z,y, z,t) -n(z,y, z) dS.

Lorsque nous intégrons dS sur la surface S, nous arrivons a la conclusion suivante.

r

Lemme 4.7.13 ]

Le taux avec lequel le fluide (en masse) traverse la surface S est l'intégrale

/ / oy, 2 (@, 9, 2,8) - n(a,y, 2) dS.
S

Ici, p est la densité du fluide, v le champ de vitesses, et n(z,y, z) un vecteur normal unitaire
a8 en (x,y,2). Si lintégrale de fluz est positive, le fluide traverse dans la direction de n.
Si le flux est négatif, le fluide traverse dans la direction opposée a celle de n. Le taux avec
lequel le fluide (en volume) traverse la surface S est l'intégrale

//3 v(z,y,2,t) -n(z,y,2) dS.

Plus généralement, nous définissons les intégrales de flux des champs de vecteurs a travers
une surface orientée en s’inspirant de ce qui précede.
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Définition 4.7.14

Soit S une surface lisse orientée par un vecteur normal unitaire n et F un champ de vecteurs
de classe C! défini sur une région dont 'intérieur contient S. Alors, I’intégrale de flux de

F a travers S est définie comme
//F‘dS://F-ndS.
S S

Remarque 4.7.15 Orientabilité des surfaces.

L’hypotheése que S soit orientée n’est pas superflue : il existe des surfaces sur lesquelles il
est impossible de choisir un vecteur normal unitaire n qui varie continiiment et qui revient
a sa valeur de départ une fois qu’on a parcouru toute la surface. L’exemple le plus célebre
est le ruban de Mobius®.

En suivant les vecteurs normaux le
long de la courbe centrale (s = 0) du ru-
ban, on constate qu’aprés un tour com-
plet (¢ parcourant [0, 27]), le vecteur nor-
mal pointe dans la direction opposée a
celle de départ. Il est donc impossible de
définir une intégrale de flux sur le ruban
de Mobius tout entier : le résultat dé-
pendrait du point choisi pour amorcer le
tour.

Figure 4.7.16 Le ruban de Mobius et son
vecteur normal

Naturellement, la formule explicite a utiliser pour effectuer le calcul dépendra de la facon
dont la surface S est spécifiée : surface paramétrée (formule 4.7.1), graphe (formule 4.7.6) ou
surface donnée implicitement (formule 4.7.9).

[ Formule 4.7.17 ]
Soit S une surface lisse et F = Pi+ Qj+ Rk un champ de vecteurs. Alors,

(a) Si S est donnée paramétriqguement par r(u,v) pour (u,v) € R, alors le vecteur normal
unitaire est £ et donc

TeoxeT
//$F~dS::I://RF-(ru><rv)dA. (%)

Ici, dA référe a ’élément différentiel dans [’espace des paramétres, c’est donc dudv
ou dv du.

b) Si S est un graphe donné par z = f(x our (x € R, alors n = +—Jzizfuitk oy
(b) grap p f(z,y) pour (z,y) € R, S

donc
/LFdS:i[LF%—hbﬁﬁ+mdA (4)

:i[LbPh—Q@+RMA

Ici, dA référe a l’élément différentiel dans le domaine de f, c’est donc dx dy ou dy dx.

%Voir aussi 'annexe D.5, ou ce ruban est construit et tracé.
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(c) Si S est donnée par G = K avec G, # 0 et R est la projection de S sur le plan xy,

alors
\v/&
F~dS::|://F-7dA. KoKk
/. VG (ex)

Ici, dA référe a I’élément différentiel dans le plan de la projection R, ¢’est donc dx dy
ou dy dx. Sila surface S est projetée sur un autre des plans de coordonnées, il faudra
ajuster le terme -k apparaissant dans la formule, puis dA en conséquence.

Exemple 4.7.18 Source ponctuelle.

A Texemple 4.1.7, nous avons trouvé que le champ n
de vecteurs d’une source ponctuelle en trois dimensions
qui crée 4mm litres par seconde est

V(Jj,y,z) = )2 f(xvyvz)v

r(z,y, 2
ou

r(z,y,2) = Va2 +y? + 22,

R _ rwi+yj+zk
Y )

Nous l'avons esquissé dans la figure 4.1.8. Nous allons
maintenant calculer le flux de ce champ a travers une
sphere qui est centrée a l'origine. Supposons que son
rayon est R.

Le vecteur normal unitaire pointant vers 'extérieur  au point (z,y, z) sur la spheére est

n(‘r7yvz):r(‘r7yvz): \/m* R

Notons que #(x,y, 2) - #(z,y,2) = 1 et que, sur la spheére, r(x,y, z) = R. Ainsi, le flux de v
vers I'extérieur de la sphere est

//‘Sv.ndsz//‘sﬁm,w).A(x,yﬂz) s

m m 9

=4mm,

xi+yj+ 2k i+ yj + 2k

c’est-a-dire le taux avec lequel le volume du fluide quitte la sphere. Lorsque nous avons
construit ce champ de vecteurs, nous avons pris pour acquis que le fluide est incompressible,
de sorte que ce taux est le méme que le taux avec lequel la source crée le fluide.

%Le choix du vecteur normal unitaire n’est pas important en soi, ce qui importe est de faire preuve de clarté
dans la convention et dans la direction choisie.
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A vous de jouer 4.7.19

Calculez le flux du champ vectoriel F = 3zi+ 3y j a travers la surface S, qui est la portion
de la surface z = 9 — (22 + y?) au-dessus du disque de rayon 3 centré & 'origine, orientée
vers le haut.

Flux =

Exemple 4.7.20
Evaluer [[F-ndS, ou

S est la frontiere de V = { (z,y,2) | 0<22+942<9, 0<2<5 } et n est le vecteur normal
unitaire pointant vers l'extérieur ¢ de S.
Solution,

Ee sollide V a l’air d’une boite de conserve mince de N lA{
rayon 3 et de hauteur 5. n=

Il est naturel de décomposer la surface en trois parties :
St:{ (z,y,2) } 0<z?2+4y2<9, 2=5 }:lehaut,
sz{ (x,y,2) ‘ 0<z>+1y2 <9, zzO}zlebaS,
S ={ (z,y,2) } 2?2492 =9,0<2<5 } =le coté.
Nous allons calculer le flux a travers chacune de ces portions séparément, puis nous allons
additionner ces résultats.
Le haut : Sur la partie du haut, le vecteur normal unitaire qui pointe vers I'extérieur de
S est n =k et dS = dzdy. Ceci est probablement clair intuitivement, mais, si ce n’est pas

le cas, voici les détails. La portion du haut est paramétrée par r(x,y) = zi+yj+ 5k avec
2 + 4% < 9. Ainsi, le flux & travers S; est

// F~nd5’:// (Jc—i—z)dxdy:// (x +5) dzdy.
s, s 22 +y2<9

L’intégrale ffm2+y2<9
symétrique par rapport a x = 0. Ainsi,

//F-ndS:// 5 drdy = 5m(3)? = 457.
S x24y2<9

Le bas : Sur la partie du bas, le vecteur normal unitaire pointant vers 'extérieur de Sy
est n = —k et dS = dxdy. Ainsi, le flux a travers S est

// F~ndS:—// (x—i—z)dxdy:—// x dxdy = 0.
S w2 4y?2<9 22 4y2<9

x drdy = 0 puisque x est impaire et que le domaine d’intégration est

H
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Le coté : Nous pouvons paramétrer le coté avec les coordonnées cylindriques :
r(6,z) =3cosfi+ 3sinfj+ zk, 0<f<2m 0<2<5.

Ainsi, en vertu de la formule 4.7.1,

[ —3sinf
or _ 3cosf -
- ’ h
o0 0
or B 8
0z B A

or Or

[ 3cosf top view

= | 3sinf df dz.
0

Notons que n = cos i+ sinfj est normal a S, et pointe vers 'extérieur. Ainsi,

F(z(0,2),y(0,2),2(0,2)) = 3(cosO+sinf) i+ (3sinf+z) j+ (3cos+2)k,
F-ndS = {9cos® §+9sinf cos §+9sin® §+3zsin 6} db dz

={9+ g sin(20) + 3zsin6} df dz,

de sorte que le flux a travers le c6té est

2m 5
// F-ndS:/ / (9 + 2 sin(20) + 3zsin6) dzdb
S, o Jo

2 5 27 2
= 9/ / dzdf (car / sin 6 d6 :/ sin(26) df = 0)
0 0 0 0
=9 x 27 x5 =90m.

Ainsi, le flux total est

//F'ndS://F~ndS+// FondS+// F-ndS
S St Sy Ss

=457 4+ 0 4+ 907 = 1357.

A vous de jouer 4.7.21

Calculez le flux du champ vectoriel F = zzi+ 22k vers l'extérieur & travers la surface S
découpée dans le cylindre 22 + 22 =9, z > 0, par les plans y = 0 et y = 5.

Indication : utiliser la formule du gradient avec g(z,y,2) = 22 + 22 et la projection
sur le plan Ozy.

Flux =

%Il est nécessaire qu'un probléme donné spécifie d’une fagon ou d’une autre si n pointe vers l'intérieur ou
I’extérieur. Sans cela, ’expression ffs F-ndS est ambigué.
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Exercices

Pour se pratiquer.
1. Soit a,b,c > 0. Dénoter par S le triangle ayant pour sommets (a,0,0), (0,b,0) et
(0,0,c¢).

(a) Trouver laire de la surface S de trois fagons différentes, chacune en utilisant la
formule 4.7.6.

(b) Dénoter par T, la projection de S sur le plan zy (c’est le triangle ayant pour
sommets (0,0,0), (a,0,0) et (0,b,0)). De fagon similaire, utiliser 7T, pour dénoter
la projection de S sur le plan zz et 7,. pour dénoter la projection de S sur le
plan yz. Montrer que

Aire(S) = \/Aire(ﬁy)Q + Aire(T;.)? + Aire(T;.)2.

2.  Soit a,h > 0. Dénoter par S la partie du cylindre 22 + 22 = a? avec 2 >0, 0 <y < h

et 2> 0.

(a, h,0)

(a) Trouver l'aire de la surface S sans faire de calcul.

(b) Paramétrer S par
r(0,y) =acosfi+yj+asindk, 0<0< g, 0<y<h.
Trouver laire de la surface S en utilisant la formule 4.7.1.

3. Soit S la partie de la surface z = zy se trouvant & lintérieur du cylindre z? + y? = 3.
Trouver le moment d’inertie de S par rapport a I’axe des z, c’est-a-dire

1://5(x2+y2)ds.

4. Evaluer, pour chacun des cas suivants, le flux [ s F'ndS, ounest la normale extérieure

a la surface S.
(a) F= (22 +9y?>+22)"(zi+yj+ zk), et la surface S est la sphere 22 +y? + 22 = a2.

(b) F=xi+yj+ zk, et S est la surface de la boite rectangulaire 0 < z < a, 0 <
y<bet0<<z<e

(¢) F=yi+ zk, et S est la surface du cone solide 0 < z < 1 — /22 + y2.



432 4. CALCUL VECTORIEL

Pour mieux comprendre.
5.

(a) Pour trouver l'aire d’une surface z = f(x,y) au-dessus d’une région D, on intégre
JJp F(z,y) dA. Quest-ce que F(z,y) en termes de f?

Considérer '« Etoile de la mort », une z

boule de rayon 2 centrée a I'origine avec une e

autre boule de rayon 2 centrée a (0,0,2v/3)

coupée de celle-ci. Le diagramme ci-contre i \

montre la tranche ott y = 0. ®2./3 !

(b) e L A1,0,43)

z
b 6 ,
: 32
] T

(i) Les Rebelles veulent peindre une partie de la surface de I'Etoile de la mort en
rose vif; plus précisément la partie concave (indiquée par une ligne épaisse
dans le schéma). Pour les aider & déterminer la quantité de peinture néces-
saire, remplir soigneusement les parties manquantes de cette intégrale :

Aire:/DDEI:] dr df.

(ii) Quelle est I'aire totale de I'Etoile de la mort ?

6. Soit S la partie de la surface 22 +1y? 42z = 2 se trouvant au-dessus du carré —1 < z < 1,
-1<y<L

fEZ 2
(a) Trouver [[g \/ﬁ%yz ds.

(b) Trouver le flux de F = zi+ yj+ zk vers le haut & travers S.

7. Evaluer le flux JJsFndS, ouF(z,y,2) = (z+1)i+ (y +1)j+ 2zk et S est la partie du
paraboloide z = 4— 12 —y? se trouvant au-dessus du triangle 0 < r < 1,0 <y <1-2. S
est orientée de telle sorte que son vecteur normal unitaire a une composante z négative.
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4.8 Le théoréme de Stokes

Cette section s’occupe du théoréme de Stokes !, un analogue du théoréme de Green, dans
sa version tangentielle, mais en trois dimensions. Le résultat lie 'intégrale du rotationnel d’un
champ sur une surface de R3 & I'intégrale du champ le long du bord de cette surface.

Le théoréme de Stokes

[ Théoréme 4.8.1 Théoréme de Stokes. ]

Soit
* S une surface lisse par morceaux, orientée par un vecteur normal unitaire n (de classe
)
la frontiére 0S de S, formée d’un mombre z

fini de courbes lisses par morceauz, orientées
par lorientation induite du choix de n, c’est-d-
dire que :

. o lorsqu’on se déplace le long de OS dans la oS
direction choisie de OS,

o avec le vecteur normal n allant des pieds
a la téte,

° alors S se trouve d gauche ; x

e F un champ de vecteurs de classe C* sur S.

/ F-dr://VxF-ndS.
oS S

Alors,

Remarque 4.8.2

¢ Dans le théoreme de Stokes, S doit étre une surface orientée, elle ne peut donc pas
étre un ruban de Mdobius;

* si S est contenue dans le plan Ozy, alors le théoreme de Stokes devient la version
tangentielle du théoreme de Green ;

* si S est une courbe fermée simple et que,

o lorsqu’on regarde S de la partie positive de I’axe des z, elle est orientée dans le
sens antihoraire (voir la figure dans le théoréeme 4.8.1), alors
° n pointe vers le haut, c¢’est-a-dire qu’il a une composante k positive pres de 9S.
* Le théoréme de Stokes dit que §, F-dr = [[4V xF-n dS pour toute surface (convena-

blement orientée) dont le bord est C. Ainsi, si S; et Sy sont deux surfaces différentes
(convenablement orientées) qui ont un bord commun C, alors

/ VxF~ndS:/ V xF-ndS.
Sl 82

1Sir George Gabriel Stokes (1819-1903), physicien et mathématicien irlandais. En plus du théoréme de Stokes,
il est connu pour les équations de Navier-Stokes utilisées pour ’étude de la dynamique des fluides.
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Par exemple, si C est le cercle
C:{ (x,y,2) ‘ 2 +y? =1, zzO}
orienté dans le sens antihoraire, alors
S = { (z,9,2) | x2+y2 <1, z2=0 },
Sy = { (z,y,2) | 220, 22 +y?+22=1 },

avec un vecteur normal unitaire pointant vers le haut,
ont le cercle C pour bord. Ainsi, le théoreme de Stokes
dit que [[g, VxF-ndS = [[; VxF-nds.

* Notons également que, pour les champs F tels que V x F = 0 partout, le théoreme
de Stokes donne fc F - dr = 0 le long de toute courbe fermée C, ce qui entraine que F
est conservatif, en vertu du théoréme 4.4.7. Ainsi, le théoréme de Stokes fournit une
autre preuve du théoreme 4.4.9.

Voyons un premier exemple simple qui illustre comment le théoréme de Stokes peut étre utile
lorsque V x F peut étre simplifié.

Exemple 4.8.3

z
n
Calculer la valeur de / F.-dr, ou F = [22 +
c
sin (z146) ] i—5zj—byk et ou la courbe C est le cercle C
22 +y? = 4 du plan z = 1, orienté dans le sens antiho- Y

raire lorsque vu d’en haut.

x

Solution. Le terme z'%¢ dans F va vraisemblablement faire que I’évaluation directe de
Iintégrale de ligne sera tres difficile. Afin d’utiliser le théoréeme de Stokes, nous avons besoin
d’une surface S telle que S = C. Le choix le plus simple est le disque

S:{(x,y,z)’x2+y2<4, z:l}.

Puisque
i % 2z + sin (x146)
VxF=det |j & —52 = 2j
k 2 —5y

et que le vecteur normal unitaire a S est k, le théoreme de Stokes donne

/CF-dr://SVxF-ndS://s(Qj)-de:O.

Reprenons 'exemple précédent avec une courbe un peu plus compliquée.
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Exemple 4.8.4

Calculer [ F-dr, oo F = [2z + sin (2'%) ]i — 5zj — 5yk et ou C est Uintersection de

22 4+ y? + 22 =4 et 2 = y, orientée dans le sens antihoraire lorsque vue d’en haut.
Solution. La surface 224 y? 4 22 = 4 est la sphére de rayon 2 centrée & l'origine, et z =y
est un plan qui contient 'origine. La courbe C est donc un cercle centré a l'origine et de
rayon 2. La portion du cercle qui se trouve dans le premier octant est esquissée dans la
figure ci-apres.

z <

=»

’ e

z x

De nouveau, afin d’utiliser le théoréme de Stokes, nous avons besoin d’une surface ad-
mettant C comme bord. Le choix le plus simple semble étre le disque

S={(z,y,2) | +y*+2°<4, z=y}.

La portion de S du premier octant est montrée ci-dessus. Nous avons vu dans ’exemple 4.8.3
que

V x F = 2j,

de sorte que le théoréme de Stokes donne

/F~dr://VxF-ndS:Q//j-ndS.
C S S

Nous allons évaluer 2 [ gd-ndS de deux fagons différentes. La premicre est plus efficace,

mais nécessite un peu plus de perspicacité. Puisque V(z — y) = k — j, le vecteur normal

unitaire pour le plan z —y = 0 (et donc pour §) est n = %(k —j)- Ainsi, l'intégrande est

SR N
v2 Ve
qui est une constante, et nous n’avons pas besoin de calculer ndS :
/F~dr:2//j-nd5: —\/5// dS = —V/2 Aire(S) = —v/2r1 2
c s s
= —4/2r.

Voici une autre fagon, en faisant les calculs. Comme S est contenue dans le plan z =
f(%y) = y, nous avons

j~n:j-(

ndS =+ (—f,i— f,j+k) dedy = +(—j +k) dady.

Afin d’obtenir le vecteur normal unitaire pointant vers le haut, nous prenons le signe +, de
sorte que ndS = (—j + k) dzdy. Lorsque (z,y, z) parcourt

S:{(x,y,z)‘x2+y2+z2<4, z:y}



436 4. CALCUL VECTORIEL

={ (@,y,2) | 2*+2° <4, 2=y}
={(@y2) |2+ <L, 2=y},

(z,y) parcourt le disque elliptique R = { (z,y) ‘ 2—2 + y; <1 }

La portion de cette ellipse dans le premier octant z
est la région ombragée dans la figure ci-contre.

Cette ellipse a pour demi-axes a = 2 et b = /2, de
sorte que son aire est mab = 2\/§7r.

=>

Ainsi,

/F~dr:2//j~nd5:2//j’(*jJrk)dxdy:fQ// dxdy
C S R R

= —2Aire(R) = —4V/27.

A vous de jouer 4.8.5

Utilisez le Théoréme de Stokes pour évaluer [ F-dr ou F(x,y,2) = 2i+ yj + ¥2? + y>)k

C
et C est le bord de la portion du paraboloide z = 49 — 22 — y? se trouvant au dessus du

plan zy et C est orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une montre lorsque vue d’en
haut.

Dans l'exemple suivant nous calculons une intégrale de ligne de deux fagons : comme une
intégrale de ligne, puis grace a une intégrale double et le théoreme de Stokes.

Exemple 4.8.6

Calculer /F - dr, ou i
c

C
F=(z+y)it+2e—2)j+ > +2)k Cs 2

et o C est la courbe orientée obtenue en allant de (2,0,0) Y
a (0,3,0) puis & (0,0,6) et en retournant a (2,0,0), le tout Ch
en suivant des segments de droite. x

Solution 1 (Calcul de l'intégrale de ligne). Dans cette premiére solution, nous évaluons
lintégrale directement. La premiére portion (C; dans la figure) peut étre paramétrée par

r(t) =2+ t(3j—20) = (2—20)i+3tj, 0<t<1l

Ainsi, I'intégrale le long de cette premiere portion est

! dr
/0 F(r(t)) - = dt

—/1 [(2+t)i+2(2—2t)j+ (3t)°k] - (—2i+ 3j)dt
0
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1
= / (8 — 14t) dt
0
1
= [st-72] =1,
0
La deuxiéme courbe (Cy dans la figure) peut étre paramétrée par

r(t) = 3j+t(6k — 3j) = (3—3t)j+ 6tk, 0<t<1.

Ainsi, I'intégrale le long de cette portion est

1
dr
F(r(t)) - — dt
JREON-
1
= / [B(1—t)i—12tj+ (9(1 —t)*> + 6t)k] - (—3j+ 6k) dt
0
1
= / (36t + 54(1 — )% + 361] dt
0
1
- [18t2 —18(1— 1) + 18t2}0
= 54.
Le dernier segment (Cs dans la figure) peut étre paramétré par
r(t) = 6k + £(2i — 6k) = 2ti+ (6 — 6t)k, 0 <t <1.
Ainsi, 'intégrale de ligne le long de ce segment est

! dr
/0 F(r(t)) - 7 dt

1
= / [2ti+ (46 —12(1 —1))j+6(1 —t)k| - (2i—6k)dt
0
1
_ / 4t — 36(1 — 1)) dt
0
1
- [21&2 +18(1— t)ﬂo — —16.
Globalement, 'intégrale qui nous intéresse est donc

/F~dr:1+54—16:39.
c

Solution 2 (Calcul de lintégrale de surface). Cette fois, nous utilisons le théoréme de
Stokes. Le rotationnel de F est

i 2 a4y
V xF=det |] a% 2(x — 2)
k 2 424z
=2y+2)i—-(0-0)j+(2-1k
=2(y+1)i+k
La courbe C est un triangle contenu dans le plan § + % + & = 1. De plus, C est la frontiere
de la surface S qui consiste en la portion du plan § + 4 + £ = 1 vérifiant 2 > 0, y > 0 et
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z > 0. Nous pouvons écrire I’équation du plan sous la forme z = 6 — 3z — 2y. Pour cette
surface,

ndS = (3i+2j+k) dzdy,
en vertu de la formule 4.7.6, et nous pouvons écrire

0,220, 2=6-3z—2y }
0,6 —-3x—2y >0, 2=6—-3z—2y }

Lorsque (z,y, z) parcourt S, (x,y) parcourt le tri-
angle

, 342y <6}
<32-a) }

< O

Nous calculons alors

/F~dr://V><F-ndS
1 S

:// [2(y+1)i+k|-(3i+2j+k)dady
R

://R[Gy—i-?] dx dy

3 r(6-2y)

=/ / [6y + 7] dzdy
o Jo
*1

— [ glou+7ii6 ~ 241y
0

1 3
— g/ dy [—12y* + 22y + 42]
0

1 3
- 7[—4y3—|—11y2+42y}
3 0

= [—4x9+11x3+42] =39.

A vous de jouer 4.8.7

Utilisez le Théoréme de Stokes afin de trouver la circulation de F = zyi+yz j+ 2z k autour
du bord de la surface S donnée par z = 25 — x? pour 0 <z <5et —2 <y < 2, orientée
vers le haut.

Esquissez S et son bord C.

Circulation = F.-dr =
c

Voyons un exemple dans lequel notre attention sera dirigée surtout sur le champ a intégrer.
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Exemple 4.8.8

Evaluer / F - dr, ou
c

z=x%+ 22
F=(cosz+y+2)i

+(@+2)j+(r+yk

et ou C est I'intersection des surfaces

22

=1,2=2°+29°
3 72: x—"_y)

2

2, Y
¢+ =+
2
orientée dans le sens antihoraire lorsque vue
d’en haut.

Solution. Pour commencer, faisons une esquisse de la courbe. La surface d’équation
% + % + % =1 est un ellipsoide centré & l'origine, et z = 22 + 2y? est un paraboloide
qui s’ouvre vers le haut. Ils sont esquissés dans la figure accompagnant 1’énoncé.

Leur intersection, la courbe C, est la courbe bleue dans la figure, c’est une espeéce de
cercle déformé .

On peut paramétrer C, par exemple en substituant 22 = z — 232 dans 'équation de
lellipsoide, ce qui donne —%yz + % (z + %)2 = %. On peut alors résoudre pour obtenir y
comme fonction de z, puis #2 = z — 2y? donne aussi = en fonction de z. Cependant, ceci
va mener, au mieux, a une intégrale pas trés sympathique. Essayons plutét le théoreme de
Stokes.

Nous avons

i % cosxT +y+z
V xF=det |] 8% x4z
k 2 T4y
=i(l-1)—-ja-1)+k(1-1)

:07

de sorte que F est conservatif (en fait, F =V f, pour f(z,y,z) = (sinz + zy + xz + yz)).
Comme C est une courbe fermée, fc F-dr=0.

A vous de jouer 4.8.9

Utilisez le théoréme de Stokes pour évaluer [[(V xF)-dS, ot F(z,y, z) = —19yzi+19z2j+
16(2? + y?)zk et S est la portion du paraboloide z = 22 + y? qui se trouve & I'intérieur du
cylindre 22 4+ y? = 1, orienté vers le haut.

%Cherchez « La Persistance de la mémoire », puis regardez la montre suspendue sur la branche de 'arbre.
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Exemple 4.8.10

Dans cet exemple, on calcule de deux facons
différentes I'intégrale de ligne [,F -dr, ou C est
la courbe d’équations 22 +y? + 22 =4 et 2z =y,
orientée dans le sens antihoraire lorsque vue d’en
haut.

Le champest F=(z—y)i— (z+2)j— (z +y) k.
Solution 1 (Intégrale de ligne). Calcul direct :

Dans ce premier calcul, on utilise un paramétrage de C. Le plan z = y passe par l'origine,
qui est le centre de la spheére 22 4+ y? 4+ 22 = 4. Ainsi, C est un cercle qui, comme la sphére,
a un rayon égal a 2 et est centré a l’origine. Nous paramétrons C par

r(t) =c+ pcosti + psintj’, 0<t<2m,

ou

* ¢ =0 est le centre de C;
* p=2est le rayon de C;

e i’ et j/ sont deux vecteurs -

(a) unitaires; \
)

(b) paralléles au plan z = y;

(¢) orthogonaux. )

La partie la plus difficile est de trouver ces vecteurs i’ et j'.

* Le point (2,0,0) vérifie 22 +y2 + 22 = 4 et z = y, de sorte qu’il se trouve sur C. Nous
pouvons choisir i’ comme un vecteur unitaire parallele au vecteur joignant le centre
du cercle (0,0,0) & (2,0,0), c’est-a-dire i’ =1i.

* Puisque le plan contenant le cercle est z —y = 0, le vecteur V(z —y) = —j + k est
orthogonal & ce plan. Ainsi, k' = %(—j + k) est un vecteur normal unitaire pour le
plan z = y. Ainsi, jy =k xi = %(—j +k)xi= %(J +k) est un vecteur qui est

orthogonal a i’ et a k’. Comme j’ est orthogonal a k', il est paralléle au plan z = y.

En remplacant c =0, p=2,i =ietj = \%(J + k), on trouve

1
r(t) =2costi+ 2sint —(j+k) = QCosti—l—\@sintj—l—\/§sintk7

V2

0<t<2r.

Afin de vérifier que ce paramétrage est correct, notons que x = 2cost, y = V/2sin t, z =
V2sint vérifie 22 +y2 + 22 =4 et z = y.
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At =0,r(0) = 2i. Lorsque ¢ croit, z(t) = v/2sint croit aussi, et r(t) bouge vers le haut,
us

vers r (2) =42 j+ v/2k. Ceci donne donc la bonne orientation antihoraire. Nous pouvons
maintenant intégrer.

2cost —2sint
r(t): |:\/§sini£:|7 r/(t): |:\/§cost:|7
V2sint V2cost
2(1)—y(0) 0
F (r(t)) = —x(t)—z(t) — — | 2cost+v2sint ,
—z(t)—y(t) 2cost+v/2sint
F(r(t)) -r/(t) = —[4V2cos’t + 4 costsint]
= —[2v/2cos(2t) + 2V2 + 2sin(2t)].

En vertu des formules des angles doubles, sin(2t) = 2sint cost et cos(2t) = 2cos®t — 1.
Ainsi,

2
/CF~dr:/0 F(r(t)) -r'(¢) dt
— / . [2v/2cos(2t) + 22 + 25sin(2¢)] dt
0

s

= {\@ sin(2t) + 2v/2t — coS(Qt)}
= —4\/571'.

Voyons une autre facon de procéder.

Solution 2 (Théoréme de Stokes). Théoréme de Stokes

Afin d’utiliser le théoreme de Stokes, nous devons exprimer C comme le bord dS d’une
surface S. Puisque

2
0

C:{ (z,y,2) ‘ 2 +y? 4 2% =4, z=y}
est une courbe fermée, ceci est possible. En fait, nous avons plusieurs choix pour S. Trois
possibilités, esquissées ci-contre, sont
S:{ (x,y,2) ‘ 2+ +22<4, 2=y },
S ={(z,y,2) | 22 +y?+22=4, 2>y },
§"={(z,y,2) | 24y +22=4, 2<y }.

S/

La premiere de ces surfaces, qui fait partie d’un
plan, est la plus susceptible de donner lieu a des
calculs simples.

SI/

Afin de nous préparer, calculons V x F et ndS. Pour le dernier, nous appliquons la
formule ndS = £(—f,i— fyj+k)dzdy (de la formule 4.7.6) a la surface z = f(z,y) = y.
Nous choisissons le signe 4+ pour avoir le vecteur normal pointant vers le haut.

i a% z—y
V xF =det |] 8% —r—=z
k a% —xr—y
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=i(-1-(=D)-i(-1 -1 +k(-1-(-1))
ndS = (=j+ k) dzdy
V xF-ndS =2j-(-j+k)dedy = —2dzdy.

Les variables d’intégration sont x et y. Par définition, le domaine d’intégration est
R = { (z,9) | (z,y, z) est dans S pour un certain z }

Afin de déterminer ce domaine plus précisément, observons que, puisque z = y sur S,
22 + 1% + 2% <4 équivaut & 22 + 292 <4sur S :

S={(ny2) 2" +2°<4 2=y} = R={(2.9) [ 2" +2° <4 }.

Ainsi, le domaine d’intégration est une ellipse de demi-grand axe a = 2 et de demi-petit
axe b = /2, de sorte que son aire est mab = 2v/27. L’intégrale est alors

/CF-dr://SvxF-ndS://R(—Q)dxdyz—2Aire(R):—4[%.

Théoréme de Stokes, prise 2

Puisque l'intégrande est une constante (apres Stokage, pas 'intégrande original) et que S
est si simple (nous avons fait de bons choix!), nous pouvons évaluer 'intégrale [ [ VxF-ndS
sans calculer dS explicitement ni méme établir les bornes d’intégration. Nous avons V x F =
2j. Puisque S est la surface de niveau z — y = 0, le gradient V(z — y) = —j + k est normal
aS. Ainsi, n = —=(—j+k) et

1
V2

/CF-dr://SVxF-ndS://S(Qj)-%(—j—kk)dS

= // —V/2dS = —V/2 Aire(S).
s
Puisque S est un disque de rayon 2, fc F - dr = —4v/27, encore une fois.

Voyons maintenant un exemple pour lequel il faut travailler un peu plus pour trouver la
surface qui permet d’effectuer les calculs.

Exemple 4.8.11
Soit F = (2% — cos(2?)) i+ (2* — sin(y?)) j+ (zy — tan(z?)) k et C la courbe paramétrée par
r(t) =2costi+ 2sintj+ 4sin® tk, pour ¢ € [0,27]. Calculer la valeur de [, F - dr.

Solution. Notons pour commencer que la courbe est fermée et simple. Le calcul de 'in-
tégrale de ligne risque d’étre ardu, en raison des termes cos(z?), sin(y?) et tan(z?).
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Afin d’utiliser le théoreme de Stokes,
il faudrait identifier une surface S telle
que 0§ = C. En général, plusieurs choix
sont possibles. Dans notre exemple, les
composantes du chemin sont z(t) =
2cost, y(t) = 2sint et z(t) = 4sin’t.
Ces composantes vérifient 2(t) = y(t)?,
de sorte que notre courbe se trouve sur le
cylindre parabolique z = y2. Soit donc S
la portion de ce cylindre qui est limitée
par C.

Figure 4.8.12 La courbe C et une surface S
dont elle est le bord, orientée par le vecteur
rouge ; en vert, le domaine R.

Le théoréme de Stokes nous donne alors

/CF'dr:/&Sler://S(VXF)wZS.

Calculons le rotationnel de notre champ :

i 2 22— cos(a?)
VxF=|j & *—sin(?)
k a% xy — tan(22)

=zi+ (—y+22)j+2zk.

La surface S est le graphe de la fonction f(z,y) = y* avec (z,y) € R, oit R est définie
par 22 + y? < 22.

Le paramétrage donné de C lui impose une orientation. Lorsque vue d’en haut (avec le
vecteur k pointant vers nous), C est parcourue dans le sens antihoraire. Le vecteur normal
pour S qui est compatible avec cette orientation de C doit donc avoir une composante
k positive. Nous choisissons donc le signe + dans la formule (xx) de notre inventaire de
formules 4.7.17. Nous calculons alors

e[ ][] []

1

= 2y2 —dyz +2x = 2y2 —4y3 + 2z,

otl, dans la derniére égalité, nous avons utilisé le fait que z = f(x,y) = 3.
Ainsi, le flux qui nous intéresse vaut

// (2y2—4y3+2x)dA:2// deA—4// y?’dA+2// xdA.
R R R R

La symétrie de R et le fait que les intégrandes des deuxiéme et troisieme intégrales sont
des fonctions impaires font en sorte que ces deux intégrales sont nulles. Afin de calculer
celle qui compte, nous utilisons les coordonnées polaires pour obtenir

/F-dr:/ VxF-dS:2// y?dA
C S R
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27 2
2/ / r2(sin? 0) r dr df
o Jo
27 2
2(/ sin Gdé)) (/ rgdr)
0 0
2 16
</ 1c0520)d0) </ TSdT)—Qﬂ"—&T.
0 0 4

Application : la loi de Faraday

=2

L’induction magnétique est un processus physique par lequel une différence de potentiel
(un voltage) est induite par un champ magnétique qui varie dans le temps. Ce processus est
exploité dans de nombreuses applications, notamment les générateurs électriques, les moteurs a
induction, la cuisson par induction, le soudage par induction et le chargement par induction. On
attribue généralement & Michael Faraday 2 la découverte de I'induction magnétique. La loi de
Faraday est la suivante. Soit S une surface orientée de bord C. Soit E et B les champs électrique
et magnétique (qui varient avec le temps). On pose alors

B
7{ E - dr = tension le long de C,
c

/ / B - ndS = flux magnétique a travers S.
s
C

Le voltage le long de C est 'opposé du taux de changement du flux magnétique a travers S :

jliE dr———//B ndS.

Nous pouvons reformuler ceci comme une équation aux dérivées partielles. En vertu du

théoreme de Stokes,
j{E'dr:/ (V xE)-ndS,
c s

de sorte que la loi de Faraday devient
/ (VXE+3—B)-ndS:0.
S ot

Ceci étant vrai pour toutes les surfaces S, l'intégrande, si on le suppose continu, doit étre nul.
En effet, soit G = (V x E+ %—E) et supposons qu’il existe un point x¢ tel que G(xg) # 0.
Soit un vecteur unitaire n dans la direction G(xg). Soit en plus S un petit disque centré a xq, de
vecteur normal n. Alors, G(xg) -n > 0 et, si nous choisissons notre disque suffisamment petit, la
continuité de G donnera que G(x)-n > 0 pour tout x sur S. Alors, ffs <V x E+ %—?) ‘ndS > 0,

une contradiction.
Ainsi, G = 0 partout, et I’on conclut que

0B
E+—=0.
V x +8t

Il s’agit de 'une des équations de Maxwell.

2Michael Faraday (1791-1867) était un physicien et chimiste anglais. Tl est devenu un scientifique extrémement
influent bien qu’il n’ait requ qu’une éducation formelle des plus élémentaires.
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Exercices

Pour se pratiquer.

1. Chacune des figures ci-bas contient une esquisse d’une surface S et son bord 9S. Le
théoréme de Stokes dit que [;oF -dr = [[(V x F-ndS lorsque n est un vecteur
unitaire normal a S compatible avec 'orientation du bord. Dans chaque cas, esquisser
un vecteur normal unitaire convenable.

(a) (b) (c)
s (Cos D
8 oS
oS

* R une région bornée dans le plan zy ;

2. Soit

* le bord C de R est formé d’une seule courbe fermée, simple et lisse par morceaux

o qui est orientée de facon compatible avec l'orientation de R, c’est-a-dire de
sorte que si ’on marche le long de C dans le sens donné, alors R est a gauche;;

Y

C

T

* Fi(z,y) et Fo(x,y) ont des dérivées continues en chaque point de R.

Utiliser le théoreme de Stokes pour montrer que

[t B = [[ (52 - 52) doay

c’est-a-dire pour montrer le théoreme de Green.

3. Montrer que [, ¢V¥ -dr = — [, 1)V ¢ - dr pour toute paire de fonctions ¢ et ¥ qui ont
des dérivées de premier ordre continues et toute courbe C qui est le bord d’une surface
orientable lisse par morceaux.

4. Soit C la courbe intersection du cylindre z? 4+ 32 = 1 avec la surface z = y?, orien-
tée dans le sens contraire des aiguilles d’une montre lorsque vue d’en haut. Soit
F=(2*—-y)i+ (y* +2)j+k Calculer [,F-dr

(a) par calcul direct ;

(b) en utilisant le théoréme de Stokes.

5. Evaluer JoF-dr,ou F =ye®i+ (x4 €")j+ 2k et C est la courbe

r(t) = (1 +cost)i+ (1 +sint)j+ (1 —sint — cost)k, 0<t<2m.
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6.

10.

11.

12.

13.

Trouver la valeur de [[(V xF-ndS, ou F = (2 —y)i+zj—zket S est 'hémisphere
{ (@,9,2) eR® | 2” + 9 +2° =4, 220 }

orienté de sorte que le vecteur normal unitaire pointe en s’éloignant du centre de 1’hé-
mispheére.

Soit S la portion de la surface z = 16 — (22 4+ y*)? qui se trouve au-dessus du plan zy.
Soit F=zln(1+ 2)i+ x(3+ y)j+ ycoszk. Calculer

//VxF-ndS,
S

ou n est le vecteur normal & S pointant vers le haut.

Soit C l'intersection du paraboloide z = 4 — 22 — y? et du cylindre 22 + (y — 1)? = 1,
orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une montre lorsque vue d’en haut. Soit
F=zxzi+xj+yzk Trouver [, F-dr.

Soit F=—ye*i+a®coszj+ zsin(zy)k et S la portion de la surface

z=(1-2%)(1-y?) qui se trouve au-dessus du carré —1<z<1, —1<y<1

du plan zy. Trouver le flux de V x F vers le haut a travers S.

Calculer intégrale [, F - dr, avec F = (e —yz)i+ (siny — yz)j+ (zz + 2y)k et C le

parcours triangulaire de (1,0,0) & (0, 1,0) puis & (0,0, 1) et qui retourne & (1,0, 0).

Soit F = —zi+ 2j+ yk un champ de vecteurs. Utiliser le théoreme de Stokes pour
2

calculer fc F-dr, ou C est I'intersection du plan z = y et de I'ellipsoide % + %+ § =1,

orientée dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre lorsque vue d’en haut.

Considérer le champ de vecteurs F = 221+ 22j + y? k dans R3.

(a) Calculer I'intégrale de ligne I; = |, e, F- dr lorsque C; est la courbe formée par les
segments de droites Ly de (2,0,0) & (0,2,0), Ly de (0,2,0) & (0,0, 2) et finalement
Ls de (0,0,2) & (2,0,0).

(b) Soit Cs une courbe fermée simple du plan x + y + 2z = 2, qui délimite une région
R de ce plan d’aire 3 et qui est orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre lorsque vue du demi-axe des = positifs. Calculer 'intégrale Io = f s F.dr.

Soit C = C; + Co + C3 la courbe donnée par 'union des courbes paramétrées

r1(t) = 2costi+ 2sintj, 0<t<
ro(t) = 2costj+ 2sintk, 0<t<7/2,
r3(t) = 2sinti+ 2costk, 0<t<

(a) Faire une esquisse de C montrant chacune des portions Cy, Ca et C5 en indiquant
les orientations induites par les paramétrages donnés.

(b) Trouver et paramétrer une surface orientée S dont le bord est C (avec les orien-
tations données).

(¢) Calculer I'intégrale [, F - dr, on

F=(y+sin(a?)i+ (z—3z+m(1+y?)j+ (y+e )k
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14. On considére le cone z = /a2 + y2. Noter que son sommet se trouve a Uorigine (0, 0, 0).
Le cone est orienté de sorte que, en chaque point, le vecteur normal pointe vers le bas
(et en g’éloignant de 'axe des z). Dans les questions qui suivent, tant S; que S sont
orientées de la sorte.
Soit F = —zyi+ zaj + xy cos(yz) k.

(a) Soit S; la portion du cdne qui se trouve entre les plans z = 0 et z = 4. Noter que
S1 n’inclut aucune portion du plan z = 4. Utiliser le théoreme de Stokes pour
calculer la valeur de

/ V x F-ndS.
S

Faire une esquisse inscrivant les orientations de S; ainsi que du ou des contours
d’intégration.

(b) Soit S la portion du céne qui se trouve au-dessous du plan z = 4 et au-dessus
du plan z = 1. Noter que Ss n’inclut aucune région des plans z = 1 ou z = 4.
Déterminer le flux de V x F a travers Ss. Justifier en incluant une esquisse de So
qui inclut son orientation ainsi que celle des contours d’intégration.

15. Soit C la courbe d’intersection du plan z = x + 4 et du cylindre 22 + y? = 4, parcourue
dans le sens des aiguilles d’une montre lorsque vue d’au-dessus.
Soit F = (23 + 2y) i+ (siny + z)j + (z + sin(2?)) k.
Utiliser le théoréme de Stokes pour évaluer I'intégrale de ligne || o F-dr.

16. Calculer 'intégrale

1 T
— ) d d 3ry — —— | d
/(;(z+1+z) T+ Tz y—i—(my (z+1)2> 2,

ou C est la courbe paramétrée par

r(t) = costi+sintj+ (1 — cos®tsint)k, 0<t<2m.

17. Une courbe fermée, simple et lisse par morceaux C se trouve sur le plan z +y + z = 1.
La région du plan que la courbe C délimite a une aire égale a 5. La courbe C est orientée
dans le sens des aiguilles d’une montre lorsque vue du demi-axe positif des z.

Calculer la circulation de F = 22i+ 22 j + y?k autour de C.

) )’

18. Soit C la courbe fermée formée par les segments de droites allant de (0,0,0) & (0,1,1
2 0,0,0).

de (0,1,1) 4 (0,1,2), de (0,1,2) & (0,2,0), de (0,2,0) & (2,2,0) et de (2,2,0) & (
Soit

F=(—y+esinz)i+y*j+e’k
Calculer 'intégrale [, F - dr.

19. Soit C l'intersection du cylindre z? + 32 = 1 avec la surface z = zy?, parcourue dans le
sens des aiguilles d’'une montre lorsque vue d’en haut. Calculer

/(z +sinz)dz + (2° — 2y) dy + (zcosz — y) dz.
c
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Calculer [V x F-ndS, ou S est la portion de la sphere 22 +y* + 2 = 2 au-dessus
du plan z = 1, n pointe vers le haut et

F:—y2i+x3j+(e“’+ey+z) k.

Soit F = 2sinyi— ysinzj+ (z — y)22k. Au moyen du théoréme de Stokes, calculer la

valeur de
/ F-dr
c

le long du chemin formé par les segments de droites joignant successivement les points
Po(0,0, 0)7 Pl(ga 0,0)7 PQ(gv Oa 1)7 P3(0707 1)) P4(07 %» ) et PS(Ov gvo)a puis de retour a
(0,0,0).

Soit

F= <12+Zy - sin(x2)) i+ (134; + sin(yQ)) j+b(z+1)(y+2)k

et C la courbe orientée formée des segments de droites joignant successivement les points
(0,0,0), (2,0,0), (0,0,2), (0,3,0) et de retour a (0,0,0).

(a) Faire une figure montrant C et Porientation de chaque segment.

(b) Calculer la valeur de [, F - dr.

Calculer [[(V x F-ndS, ot F=yi+2zj+3zk et S est la demi-sphere d’équation
z = 4/1 — 22 — 92 orientée par un vecteur normal unitaire n vérifiant n-k > 0.

Soit S la surface 22 +y? +2(z — 1)2 = 6, z > 0, orientée par le vecteur normal unitaire
qui pointe vers Uextérieur (par exemple, au point le plus haut de la surface, le vecteur
normal est k).

Soit

G=VxF, ou F=(zz—y’cosz)i+a’e®j+ayze” V' k.

J[.@-nas.

Soit C un cercle de rayon R contenu dans le plan z + y + z = 3. Utiliser le théoréme
de Stokes pour calculer [,F -dr, ot F=2%i+z?j+y°k (utiliser n'importe quelle
orientation du cercle).

Calculer

Soit S la surface formée de la partie supérieure et des 4 faces latérales du cube de
sommets (41, +1,41), orientée vers I'extérieur du cube. Si F = xyzi+ zy?j + 22yzk,
trouver le flux de V x F & travers S.

Soit § la portion de la rampe en spirale (une surface hélicoidale) paramétrée par
r(u,v) =ucosvi+usinvj+ vk, 0<u<l 0<v< 2.

Soit C le bord de S avec 'orientation donnée par le vecteur normal pointant vers le
haut. Trouver fc ydr —xdy + xydz.

Groupe d’exercices.
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28. Soit C I'intersection de x + 2y — 2z = 7 et 22 — 22 + 4y? = 15. La courbe C est orientée
dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre lorsque vue d’en haut. Soit

F= (e£2 + yz) i+ (cos(yQ) — xz) j+ (sin(zz) +zy) k.

Calculer fc F - dr.

29.
(a) Calculer le rotationnel du champ F = (2 + 22 + 2)i+ (3 + 22%2) k.
(b) Soit C la courbe dans R?® allant de (0,0,0) au point (2,0,0), formée de trois
segments de droites consécutifs : de (0,0,0) & (0,0,3), de (0,0,3) & (0,1,0) et de
(0,1,0) a (2,0,0). Calculer
/ F - dr,
c
ou F est le champ de la partie (a).
30.

(a) Soit S la surface en forme de seau formée par la portion du cylindre y? + 22 =9
comprise entre x = 0 et x = 5 ainsi que par le disque sur le plan yz de rayon
3 centré a lorigine (le seau S a une partie inférieure, mais pas de couvercle).
Orienter S de sorte que le vecteur normal pointe vers 'extérieur. Calculer le flux
de V x G a travers S, lorsque G = zi— zj+ yk.

(b) Calculer le flux de F = (2 + 2)i+ 222j+ zcosyk A travers S, oit S est comme
dans la partie (a).

31. Soit F = (% + xH“"Q) i+ (22— y1+92)j + cos®(In 2) k.
(a) Donner le domaine D de F.
(b) Encercler les énoncés qui sont vrais :

(i) D est connexe.
(ii) D est simplement connexe.

(iii) D est disconnexe.
(¢) Calculer V x F.

(d) Soit C le carré dont les sommets sont (3 + 1,3 + 1,2), orienté dans le sens des
aiguilles d’'une montre lorsque vu d’en haut. Calculer

/F-dr.
c

(e) Le champ F est-il conservatif ?

32. Une physicienne étudie un champ de vecteurs F(z,y, z). Ses expériences permettent de
conclure que F est de la forme

F=zxzi+ (azeVz + byz)j+ (y* — ze¥2?)k

pour certains nombres réels a et b. De plus, il est connu que F = V x G pour un certain
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33.

34.

35.

36.

37.

champ différentiable G.
(a) Trouver a et b.

(b) Calculer lintégrale de surface

//F-ndS’,
S

ou S est la portion de lellipsoide 22 + y? + izz =1 telle que z > 0, orientée de
sorte que le vecteur normal ait une composante z positive.

Soit C la courbe dans le plan zy allant du point (0,0) a (5,5) formée par les segments
de droites reliant successivement les points (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1,2), (2,2), (2,3), (3,3),

(3,4), (4,4), (4,5) et (5,5). Calculer
/F - dr,
c

F=yi+ (2z —10)].

ou

Soit F = sin(z?)i+ zzj+ 2%k. Calculer fc F - dr le long de la courbe C qui est l'inter-
section du cylindre x2 4+ y? = 4 avec la surface z = 22, parcourue dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre lorsque vue d’en haut.

Expliquer comment la loi de Faraday, sous sa forme différentielle

1 0H
VXE==C50

est déduite de la forme intégrale

%E dr_—f—//H nds.
C c dt

Soit C la courbe donnée par
T =cost, y= \/isint, z=cost, 0<t<2m
et soit
F=zi+zj+1y k.

Utiliser le théoreme de Stokes pour calculer

/F~dr.
c

Utiliser le théoréeme de Stokes pour calculer

/zdx—l—xdy—ydz
c

lorsque C est la courbe fermée donnée par 'intersection du plan = + y + z = 1 avec la
sphere 22 +y% + 22 = 1. La courbe C est orientée dans le sens des aiguilles d'une montre
lorsque vue de lorigine.
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38. Soit S la portion du demi-cone

z =+, y =0,

qui se trouve en dessous du plan z = 1.
(a) Donner un paramétrage de S.

(b) Calculer le flux du champ
v=xit+yj—2zk
vers le bas a travers S.

(c) Un champ de vecteurs F a pour rotationnel V. x F = i+ yj — 2zk. Sur le plan
xz, le champ est constant, avec F(z,0, z) = j. Avec cette information, calculer

/Fodr,
c

ou C est le demi-cercle

orienté de (—1,0,1) a (1,0,1).

39. On considére [[4(V x F) -ndS, out S est la portion de la sphére z? 4 y* + 2> =
1 vérifiant * + y + 2z > 1, n est le vecteur normal qui pointe vers le haut et
F=(y—2)i+ (2 —x)j+ (z — y) k. Trouver une autre surface S’ avec la propriété que

JJs(V xF)-ndS = [[;,(VxF) -ndS et évaluer [[.,(V xF) ndS.

4.9 Le théoreme de la divergence

Dans cette section, nous verrons le troisieme des théorémes classiques du calcul vectoriel, a
savoir le théoreme de la divergence. Ce résultat est aussi connu sous le nom de théoréme de
Gauss, ou encore de théoreme d’Ostrogradsky.

Le théoréeme de Stokes est une généralisation de ce que nous avons appelé la forme tangentielle
du théoreme de Green 4.5.2. En effet, celui-ci traite de régions dans le plan, tandis que le
théoreme de Stokes 4.8.1 traite de surfaces dans I'espace. Le théoréme de Stokes restreint aux
surfaces du plan devient le théoréme de Green (forme tangentielle).

Une autre généralisation est possible : plutét que de passer de surfaces dans le plan a des
surfaces dans I’espace, nous pouvons passer de régions planes dont le bord est une courbe fermée
(ou une réunion de courbes fermées) a des régions solides dont le bord est une surface fermée
(ou une réunion de surfaces fermées) et nous intéresser au flux d’un champ de vecteurs & travers
la surface en question. La forme normale du théoreme de Green 4.5.13 devient alors le théoreme
de la divergence.
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Régions dans 1’espace et leurs bords

Pour commencer, nous allons considérer des régions de R3 avec lesquelles il est aisé de
travailler. Lorsque nous avons étudié les intégrales triples, nous avons défini ce qu’est une région
élémentaire (voir la définition 3.4.4). Une région de R? sera dite simple si elle est simultanément

des types (f), (1) et (111)-

Une telle région admet pour frontiére une surface S = 9€ qui est la réunion de surfaces lisses.
De plus, nous allons convenir que S sera orientée vers 'extérieur de £. Nous adopterons cette
convention pour toute surface fermée (c’est-a-dire qui est le bord d’une région solide).

Exemple 4.9.1
Soit & la région de R? bornée par
* le plan d’équation z = 0;

* le cylindre parabolique d’équation
_ 2.
y =T
¢ le plan d’équation y + z = 1.
La région est illustrée ci-contre.
Le bord de & est formé par trois por-

tions de surfaces lisses, que nous nomme- T
rons Sy, S et Ss.

Figure 4.9.2 La région £ de R? et sa fron-
tiere.
e & :laportion du plan z = 0 vérifiant —1 < < L et 22 < y < 1. Cest le bord inférieur
de &, en rouge dans la figure. Le vecteur normal sur cette portion du bord est n; = —k
(en rouge).

¢ S, : la portion du cylindre y = 22 comprise entre le plan z = 0 et le plan y + z = 1.

C’est la partie latérale du bord de &, en vert dans la figure. Le vecteur normal sur
cette portion du bord de £ est np = 2zi—j (en vert).

e Ss:la portion du plan z = 1—y qui se trouve au-dessus de S;. C’est le bord supérieur
de &, en bleu dans la figure. Le vecteur normal correspondant est ng = j + k (en bleu).

Le théoreme de la divergence

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de la divergence. Essentiellement, il dit que
le flux d’un champ F vers 'extérieur d’une région &£, c’est-a-dire l'intégrale de surface de F sur
S = 9&, est égal a l'intégrale triple de la divergence de F sur toute la région £.

De facon plus précise, nous avons le résultat suivant.

[ Théoréme 4.9.3 Théoréme de la divergence. ]

Soit £ une région simple de R3 et S = O orientée vers Uextérieur de €. Soit F un champ
de vecteurs de classe C' sur une région contenant £ dans son intérieur. Alors,

ffro= 2o
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Remarquons que si F = Pi+ Qj+ Rk, 'intégrale triple s’écrit

//gV'FdV://LdiVFdVZ///E(PerQerRz)dV

Voyons quelques exemples.

Exemple 4.9.4

Soit F = (23 +93)i+ (v3 + 2%)j+ (2% + 2%) k. Calculer le flux de F vers lextérieur de la
sphere 22 + y? + 22 = 1.

Solution. Soit £ la boule unité, c’est-a-dire la région de R3 définie par 2% 4+ y? + 22 < 1.

Son bord € = S est la sphere donnée.
Par ailleurs, écrivons F = Pi+ @ j+ Rk. Nous calculons alors

V.-F=divF = P, +Q, + R, = 32% + 3y* + 32°.

Ainsi, le flux qui nous intéresse est calculé par une intégrale triple, qu’on évalue en
utilisant les coordonnées sphériques :

//SF-ds:///g?)(x%y?Jrz?)dv
:/:W/;/013,02,02 sin ¢ dp d d6
([ ) [ee) ([ 19

1 127
—3.97.2. 2= 1
T 5T T

A vous de jouer 4.9.5

Utilisez le Théoreme de la Divergence afin d’évaluer 'intégrale de surface f i sF-dS.
F=2%i+5j+ 2%k, S est la sphére 22 + 2 + 22 = 4.
J. fs F-dS=

Exemple 4.9.6

Soit &€ la région limitée par le cylindre y = 22 et les plans z = 0 et y + 2z = 1 (c’est la
région de I'exemple 4.9.1, voir aussi la figure 4.9.2). Calculer le flux de F = 2yi+y?j + 2%k
a travers la surface S = &, orientée vers I'extérieur de &£.

Solution. Posons F = Pi+ @j+ Rk. On calcule la divergence du champ F :
V.- F=divF=P, +Q,+ R. =y+2y+0=3y.

Le théoreme de la divergence nous permet de ramener le calcul de 'intégrale de flux a
une intégrale triple. A 'exemple 3.4.7, nous avons déja considéré cette région et établi les
bornes d’intégration. On obtient alors

//F-dS:// v.dez///gydv
s £ £
1 1 pl—y
:/ / / 3ydzdydx
—1J22J0
1,1
:3/ / y(1 —y)dydx
1 J 2
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A vous de jouer 4.9.7

Utilisez la Théoréme de la divergence pour évaluer I'intégrale de surface [/, sF-dS.

F = (3z+y)i+zj+(3z—x)k, S est la frontiére de la région comprise entre le paraboloide
2=9—22—12 et le plan zy.

/] sF-dS=

Voyons maintenant un exemple montrant comment utiliser le théoreme de la divergence
pour calculer le flux d’'un champ a travers une surface qui n’est pas fermée. On comparera avec
I’exemple 4.5.7.

Exemple 4.9.8

Soit F le champ de vecteurs donné par
F=zyi+yzj+azxzk

et S la surface formée des faces du cube
unité [0, 1], & 'exception de la face supé-
rieure z = 1.

Calculer le flux de F a travers S, orien-
tée vers 'extérieur du cube.

Figure 4.9.9 La surface S (en bleu) et le
champ F. La face manquante, en rouge, n’en
fait pas partie.

Solution. Notons pour commencer que la surface S n’est pas le bord d’une région solide :
il ne s’agit pas d’'une surface fermée.

En effet, si £ est le cube unité, alors 9€ est formée de S avec en plus le carré de sommets
(0,0,1), (0,1,1), (1,0,1) et (1,1,1). Soit donc &’ ce carré, de sorte que € = SUS’. On
peut appliquer le théoréeme de la divergence au cube &, ce qui nous donnera

///EV-Fde//SFdS—F//IFdS. (%)

Le flux qui nous intéresse est le premier terme de la somme, tout a droite. Nous allons
calculer le terme de gauche (I'intégrale triple), ainsi que le tout dernier terme pour déduire
la valeur qui nous intéresse.

Pour ceci, on commence par calculer V - F = x 4+ y + z, de sorte que

11 1
// V~FdV:/ / (x+y+2)dzdyde
£ o Jo Jo
1,1 1
= / <$+y+—>dyd1:
0o Jo 2
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! 3
:/(:C—l—l)da::f.
0 2

Calculons maintenant le flux a travers &’. Sur cette surface, nous avons z = 1 et le
vecteur normal est k. Ainsi, sur S,

F-k=(xyi+yj+zk) -k=uz.

// F~dS://F-ndS: / mdAzl.
s ' 0,1]x[0,1] 2

L’égalité (x) ci-dessus devient alors

3 1
2 _ F. -
> //S as+ 3,

et on déduit que le flux qui nous intéresse vaut 1.
Notons que S est formée de cinq faces : on pourrait donc calculer notre flux avec cing
intégrales de surface. Aucune d’elles n’est particulierement difficile, mais c’est un peu long.

On calcule alors

A vous de jouer 4.9.10

Soit F(z, y, z) = 2z%zi+(2y®+tan(2))j+(22?2+4y? k. Utilisez le Théoréme de la Divergence
pour évaluer |, g F - dS, ot S est la moitié supérieure de la sphere 22 4+ y% + 22 = 1, orientée
vers le haut.

fst' ds =

Voyons maintenant un autre exemple montrant comment calculer un flux a I’aide du théoréme

de la divergence.

Exemple 4.9.11

Calculer le flux [[  F-ndS, ou S est la
portion du céne 22 = 22 +y? vérifiant 1 <
z < 2, n est le vecteur normal unitaire
pointant vers I'extérieur du cone, et ou

F=3zi+ (by +e°“*")j+ zk.

La figure ci-contre montre S, en orange,
ainsi que deux disques horizontaux, en
bleu, qui serviront a la refermer.

X

Figure 4.9.12 La surface S et le vecteur nor-
mal n.

Solution. Le terme e®** dans F suggere qu’une évaluation directe de I'intégrale peut
étre ardue® et nous utilisons & nouveau le théoréme de la divergence. A nouveau, S n’est
pas la frontiere d’une région solide. Il s’agit de la portion du cone illustrée dans la figure
accompagnant 1’énoncé ; il manque un couvercle en haut et un autre en bas.
Heureusement, nous avons une région solide £ dont la frontiere, sans étre égale a S,

H
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contient S. Il s’agit de
5:{ (z,9,2) ’ 2 4+ 9% < 22, 1<z<2}.
Le bord O est la réunion de S et de deux disques

Di={(x,y,2) |+ <22 2=1},
Do={ (z,9,2) | +2 <% z=2}.

—~

Le théoreme de la divergence donne alors

//£V~FdV:/A£F-dS
//SF.dS+//DIF.dS+//DQF.dSa

o fff v ff v ffrn

Le terme de gauche, celui que nous cherchons, n’est pas facile a calculer directement. Ce-
pendant, les trois autres termes, ceux de droite, se calculent aisément.
Le vecteur normal au disque horizontal Dy est +k. Ainsi,

//DQF'dS=//D2F-de://Ddes.

Comme z = 2 sur D5, qui est un disque de rayon 2, nous avons

ce qui implique

// F - dS = 2 Aire(Dy) = 27 - 2> = 8.
Do

De la méme facon, le vecteur normal au disque horizontal D; est —k. Ainsi,

//DlF.ds:_//Dlp.kdsz_//plzdg

Comme z = 1 sur Dy, qui est un disque de rayon 1,

// F-dS = —Aire(D;) = —7- 12 = —7.
Dy

Finalement, comme V - F =3+ 5+ 1 = 9, nous avons

//8V~F dV = 9Vol(€).

Le volume de & peut étre calculé facilement de
plusieurs facons. Nous le faisons avec une intégrale
simple. Pour ceci, nous découpons £ en tranches
horizontales, voir la figure ci-contre.

La tranche a la hauteur z a
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* une épaisseur dz;

* une section circulaire de rayon z (puisque I’équation de la surface S est précisément

22 +y? = 2?), donc d’aire 722

e un volume de 722 dz.
Ainsi,
2

2 3
// V-FdeQVol(E)zQ/ n2dz =9 | :9-71:2177.
€ 1 3 14 3

En bout de ligne,

ffr e ffrraff v ra

=21m — (—7) — 87 = 14.

Mise en garde 4.9.13

L’hypothese selon laquelle le champ F admet des dérivées partielles continues sur toute
la région & est cruciale. L’exemple ci-apres le montre. Rappelons que nous avons quelque
chose de semblable pour le théoréme de Green : voir notamment la mise en garde 4.5.10
ainsi que 'exemple 4.5.11.

Tout comme le bord d'une région du plan peut étre formé de plusieurs courbes (voir par
exemple la figure 4.5.8), le bord d'une région solide £ de R? peut étre formé de plusieurs surfaces.
Dans ce cas, la formule du théoreme de la divergence reste valable, mais il faut orienter chaque
surface convenablement, c’est-a-dire toujours vers 'extérieur de £. Dans le fond, c’est la méme
idée que celle qui a été mise a I'ceuvre dans I'exemple 4.5.9.

Exemple 4.9.14

Ecrivons, comme & I’habitude, r = zi+ yj + zk et considérons le champ

o
[l
(a) Calculer V -F.

(b) Calculer directement (c’est-a-dire sans utiliser le théoréme de la divergence) le flux de
F & travers la spheére unité S = { (x,y,2) ‘ 22 4+y2422 =1 }, orientée vers ’extérieur.

(c) Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b, et € la région de R3 définie par a? <
22 + y? + 22 < b2. Calculer le flux de F vers 'extérieur de &.

(d) Montrer que le flux de F & travers n’importe quelle sphére (vers 'extérieur de celle-ci)
peut prendre seulement deux valeurs, selon que la spheére englobe l'origine ou pas.
Calculer ces valeurs.

Solution.

%FEn fait, il est possible d’évaluer 'intégrale directement. Il suffit de remarquer que la partie problématique est
une fonction impaire par rapport a y, et donc son intégrale est nulle.
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(a) Sir#0,
o) T 0 ]
V-F(z,y,2) = 5~ T,
ox [22 + y2 + 22] 82 oy (22 + 92 + 22
0 z
0z [x2+y2+z2]3/2
[2* +9° + 2% 23 (22) | [2®+y° +2%] —y3(2y)
7 5/2
(a2 +y2 27 J
(2% 4+ y* + 2] — 23(22)
22 + 92 + 22)*/?
=0.

3/2

[:172 + y2 + 22

(b) Le vecteur normal unitaire & S est n = My de sorte que

//F-ndS:// %-Ldsz// %dsz// ds
s tef=1 Jlx)l” [l lefl=1 ] Ief|=1

= A4r.

Ceci illustre la mise en garde 4.9.13 précédente : bien que V - F = 0 partout ou F
est défini, on ne peut pas appliquer le théoréme de la divergence a la boule £ =
{ (z,y,2) ‘ 22 4+1y2+22<1 }, puisque F n’est méme pas défini & l'origine, un point
de &£. Le flux 47 # 0 que nous venons de calculer directement le confirme.

(c) Cette fois, la région £ n’englobe pas 'origine, de sorte qu’il n’y a aucun probléme de
continuité et que la formule du théoreme de la divergence s’applique. En vertu de la
partie (a), V - F = 0, de sorte que le flux qui nous intéresse est

J[ ¥oas= [[[v-pav -0

(d) Soit S une sphére quelconque, et supposons pour commencer que S n’englobe pas
I'origine. Ceci veut dire que la distance de son centre a l'origine est strictement su-
périeure a son rayon. Soit B la boule limitée par notre sphére. Comme 'origine n’est
pas dans BB, nous pouvons utiliser le théoreme de la divergence, ce qui donne

Jfps ffr s fff5 v

Supposons maintenant que S englobe l'origine. La distance du centre de S a 'origine
est donc strictement inférieure a son rayon. Il existe donc h > 0 tel que la sphere
de rayon h centrée a l'origine, que nous nommons Sy, soit entierement contenue a
Iintérieur de la sphere S.

Soit cette fois V la région comprise entre S, et S, de sorte que 9V = S U Sy,. Grace
au méme calcul que celui de la partie (c¢), nous avons

O://VV-FdV://EWF-dS://SF-dSJr//ShF-dS.

Comme partie de la frontiere de V, la sphere Sy, doit étre orientée par le vecteur normal
unitaire qui pointe vers lorigine, & savoir —r/ ||r||. Compte tenu de cette orientation,
le calcul de la partie (b) nous donne

// F.dS = —4n,
Sh
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de sorte que f f s F - dS = 4. Les deux valeurs possibles du flux sont donc 0 (sphere
n’englobant pas 'origine) et 47 (sphére englobant 'origine).

Exemple 4.9.15

Calculer le flux [[¢ G- dS, out G = 2zi+ (22 — 22)j+ (22 — 2z) k et
S:{ (z,y,2) } z= (175027112) (1—y*cosze?, 22 +¢y*> <1 },

orientée par le vecteur normal qui pointe vers le haut.
Solution 1.

La surface S est représentée dans la fi-
gure ci-contre. Elle est plutdt compliquée,
mais son bord 9§ est simple : il s’agit du
cercle z2+y? = 1, z = 0. La figure montre
aussi une surface auxiliaire S’, en rouge,
qui nous servira bientét, ainsi que les vec-
teurs normaux aux deux surfaces.

Figure 4.9.16 Les surfaces S et S’ avec leurs
vecteurs normaux.

L’évaluation directe de 'intégrale de surface n’est pas simple : les formules sont suffisam-
ment compliquées pour qu’on veuille procéder autrement. Dans cette solution, nous allons
nous servir du théoreme de la divergence, notamment parce que

0 0 0
V- -G= %(Qx) + a—y(?zf 2z) + a(Qx —22)=0.

Voici la stratégie a suivre.

¢ Nous commengons par trouver une autre surface S’ telle que son bord 98’ soit aussi le
cercle 2 +y? = 1, z = 0. Un choix raisonnable pour S’, celle que nous allons utiliser,
est le disque

S'={(r,y,2) | +9°<1, 2=0}

¢ Nous allons définir V comme étant le solide limité en haut par S et en bas par S’.
Ainsi, le bord de V est SUS’.

// V-Gde//G-dS—i—/ G- dS.
% S s

Le terme de gauche est nul, puisque V - G = 0. Ainsi,

//SG~dS:—//,G-dS.

¢ Le vecteur normal pour & est —k, car il doit pointer vers 'extérieur de V.

¢ Nous aurons alors
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Nous pouvons a présent calculer

//G~dS:—/ G-dS:—/ G -ndS
s s s
:—/ G-(—k)dS:// (2x — 22) dzdy
5 s

= // 2x dA
24+92<1

=0
puisque le domaine d’intégration est symétrique par rapport a la droite x = 0 et que la
fonction 2z est impaire en .

Solution 2. Pour cette deuxieéme solution, nous utiliserons plutot le théoreme de Stokes.
Puisque V - G = 0, a la lumiére du théoreme 4.3.6, il est permis de penser qu’il existe un
champ F tel que G =V x F. Un tel champ est appelé un potentiel vectoriel pour G.

Si ¢’était effectivement le cas, nous au-
rions, en vertu du théoreme de Stokes,

//SG~dS://S(V><F)~dS
:/&SF-dr,

ot C = 0S8 est le cercle 22 +32 =1 du
plan z = 0, illustré en rouge ci-contre.

Figure 4.9.17 La surface S et son bord C.

Cherchons donc un potentiel vectoriel F = Pi+ @ j+ Rk. Supposons pour commencer
que R =0, de sorte que F = Pi+ Q] et ’égalité V x F = G se traduit par les égalités

_QZ:2(E
P,=2z—-2x
Qe — Py =22 -2z

L’intégration de la premiere égalité par rapport a z donne

Q(.’E, Y, Z) = —2xz + (b(xv y)

pour une certaine fonction ¢.
De la méme fagon, 'intégration de la deuxiéme égalité, toujours par rapport a z donne

P('rayaz) = Z2 —2zz + 1/)(5U7y)

pour une certaine fonction .
Finalement, la troisieéme égalité est satisfaite si et seulement si

0 0

Y (9 ——(22=2 =2x —2

8m< xz + @) o9 (= xz+1)) =2z — 22

S =22+ ¢y — Yy =22 — 22
Sy — Py = 2.

Un choix possible est ¢(x,y) = 22 et 1(z,y) = 0. Ceci conduit A F = (22 — 222)i+ (2? — 222) j.
On vérifie en effet que V x F = G, comme on le voulait.
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Le cercle C = S peut étre paramétré par r(t) = costi+ sintj pour ¢ € [0, 27] (Vorien-
tation est compatible avec celle de §). On calcule alors

/F'dr:/(z2—2xz)dx+(m2—2xz)dy
C C

2T
:/xzdyz/ cos’t - costdt =0,
c 0

Voyons maintenant quelques variations souvent utiles du théoréme de la divergence.

Théoréme 4.9.18 Variations du théoréme de la divergence. ]

Soit V un solide dont le bord est une surface OV, F un champ de vecteurs et f une fonction
de classe C* sur une région contenant V. Alors,

//BVF-ndS:///VV-FdV
[ s ff s
//(wandS///VVdeV

ot n est le vecteur normal unitaire ¢ 9V pointant vers l’extérieur.

Aide-mémoire. Les trois formules peuvent étre combinées en

//an*FdS:///VV*FdV

ol * peut étre - (un produit scalaire), x (un produit vectoriel) ou rien du tout (le produit d’un
vecteur par un scalaire). Lorsque * = - ou * = X, alors F = F. Lorsque * n’est rien du tout,
F = f, une fonction a valeurs scalaires.
Démonstration. La premiere formule n’est rien d’autre que le théoréme de la divergence
(théoreme 4.9.3).
Afin de démontrer la deuxiéme formule, soit F = fa, ou a est un vecteur constant, et
appliquons le théoreme de la divergence.

//avfa~ndS=///vV-(fa)dV

_///v[(w).aww} v

:///V(Vf)-adv

Pour obtenir la deuxiéme ligne, nous avons utilisé la partie (c) du théoréme 4.3.18. Pour
obtenir la troisieme ligne, nous avons simplement utilisé le fait que a est constant, de sorte
que toutes ses dérivées sont nulles. On peut écrire de fagon équivalente

///V(Vf)-adV:///Vm(Vf)dV

Puisque a est constant, on peut le mettre en évidence, de sorte que

a~/8vfndS:a-//vadV
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o fff 7o}

En particulier, en choisissant a = i, j et k, nous obtenons que les trois composantes du vecteur
[foy fndS — [[[,,Vf dV sont nulles. Il vient donc

//wfndS—///vadVZO

qui est I’égalité que nous voulions établir.
Afin d’établir la validité de la troisieme formule, on applique le théoréme de la divergence
au champ a x F, ot a est n’importe quel vecteur constant.

//av(axF)mdS///vV-(axF)dV

///V[F.wa-(vw)} av

=0

:_///va-(V_xF)dV:—a-//VVdeV

Pour obtenir la deuxiéme ligne, nous avons utilisé 'identité de la partie (d) du théoréme 4.3.18.
Pour obtenir la troisieme ligne, nous utilisons & nouveau le fait que a est constant, de sorte
que ses dérivées sont nulles. Nous avons aussi une identité qui combine le produit vectoriel
et le produit scalaire : (a x b)-c =a- (b x ¢) (établie a la partie (a) de la proposition 1.3.8).
Ainsi,

(axF)-n=a-(Fxn)

a~// FxndS:—a-// V xF dV

oV %

za-{// FxndS+// VdeV}zO
oV )

En particulier, en choisissant a = i, j et k, nous voyons que les trois composantes du vecteur
JJop B xndS+ [[[,V xF dV sont nulles. Ainsi

// VdeV:—// FxndS:// nx FdS
v )% oV

ce qui est précisément ce que nous voulions. [ ]

et
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Application : I’équation de la chaleur

Soit T'(x,y,z,t) la température au temps ¢t au point (z,y,z) pour un objet occupant une
région B de l'espace. L’équation de la chaleur ! est I’équation aux dérivées partielles qui décrit
le flux d’énergie thermique, et donc le comportement de 7. Montrons comment le théoréme
de la divergence permet de déduire I’équation de la chaleur & partir de certaines « lois » de la
physique que nous prenons pour acquises :

* La quantité d’énergie nécessaire pour augmenter la température d’un objet de AT degrés
est CM AT, ou M est la masse de 'objet et C' est une constante positive déterminée par le
matériau dont ’objet est fait ; c’est ce qu’on appelle la « chaleur spécifique »2? de 'objet.

* Pensons a I’énergie thermique comme a un fluide en mouvement. La chaleur s’écoule dans
la direction opposée a celle du gradient de température, avec un champ de flux égal a
—kVT(x,y,z,1t). Ici, k est une autre constante positive, appelée la « conductivité ther-
mique » de I'objet. Ainsi, le taux auquel la chaleur est conduite a travers une portion de
surface d’aire dS au point (z,y, z), dans la direction du vecteur normal n, est donné par
—kn - VT(x,y,z,t)dS au temps ¢ (voir le lemme 4.7.13 au besoin).

Par exemple, dans la figure ci-contre, le gradient de tem-
pérature, qui pointe dans la direction ou la température nA .
augmente, est de sens opposé a n. En conséquence, le taux froid
—kn - VT(x,y,z,t)dS est positif, ce qui indique un écou-
lement dans la direction de n. Ceci correspond a ce qu’on CDCZS
attend — la chaleur « s’écoule » des régions chaudes vers
les régions froides. De plus, ce taux grandit a mesure que v chaud

Y
la norme du gradient de température grandit. C’est raison-
nable, et cela rappelle la loi du refroidissement de Newton.

Soit V C B n’importe quelle® région contenue dans notre objet, 9V sa frontiére et n un vec-
teur normal a JV pointant vers 'extérieur de V. La quantité de chaleur qui entre dans V a
travers un petit morceau de surface dS de 0V pendant un petit intervalle de temps dt est
—(—=kn-VT(z,y,2,t)dS) dt. La quantité de chaleur qui entre dans V & travers toute sa fron-
tiere OV pendant cet intervalle de temps est donnée par

dsS

// kn-VT(z,y,z,t)dS dt
oV

Pendant cette méme période de temps, la température au point (z,y,z) de V varie de

%—T(m,y,z,t) dt. Si la densité de l'objet au point (z,y,z) est p(x,y,2), la quantité d’énergie

requise pour accroitre la température d’un petit morceau de volume dV centré en (z,y,2) de

11’équation de la chaleur a été formulée par le mathématicien et physicien francais Jean-Baptiste Joseph
Fourier en 1807. Il a vécu de 1768 a 1830, une période qui comprend & la fois la Révolution francaise et le
regne de Napoléon. Fourier a fait partie du comité révolutionnaire local, a été brievement emprisonné pendant la
Terreur et a été le conseiller scientifique de Napoléon Bonaparte lors de son expédition en Egypte en 1798. Les
séries de Fourier et la transformée de Fourier portent son nom. On lui attribue également la découverte de effet
de serre.

20n comprend maintenant que la chaleur provient de I’énergie interne de 1’objet. Dans une théorie antérieure,
la chaleur était considérée comme la mesure d’un fluide invisible, appelé « calorique ». La quantité de calorique
qu’un objet peut contenir était appelée sa « capacité calorique » par le médecin et chimiste écossais Joseph Black
(1728-1799).

311 faut tout de méme que sa frontiére soit suffisamment raisonnable pour pouvoir appliquer nos théorémes.
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(ac Y, z,t) dt est C(pdV) (gc Y, z,t) dt. La quantité d’énergie requise pour accroitre la tem-
perature de toute la région V de W(x, Y, z,t) dt est alors

/// Cpa—T(a:,y,z,t) dV dt
v ot

Supposons maintenant que notre objet ne dissipe ni n’engendre de la chaleur* par lui-méme.
Ainsi, cette quantité doit étre égale a la quantité de chaleur qui entre dans V pendant ce laps

de temps, c’est-a-dire
// kn-VTdSdt = // Cp—dth
av

Divisons par dt et écrivons I'expression de gauche comme une intégrale triple sur V', grace au
théoreme de la divergence. Cela donne

[ -vrav=[[] oo v

Comme ces deux intégrales ont le méme domaine, nous avons

J[[ 9 vrav- ///Cp—dV—O

— ///[VQT cp%ﬂ dvV =0 (H)
oV =V.-V=2 12 + 2

tout instant ¢, nous affirmons qu’il faut nécessairement avoir

oT
KVQT(‘I’ Y, z, t) - Cpa(mv Y, =z, t) =0
pour tout (x,y, z) € B et pour tout ¢.
En effet, supposons au contraire qu’il existe un point (xg,yo,20) dans B et un instant ¢,
tels que, par exemple, Hva(l‘o, Yo, 20, t0) — Cp%—{(xo, Yo, 20,t0) > 0. En vertu de la continuité,

Hva(l’, Y, z, to) - Cp%%(x, Y, z, tO) doit étre proche de HV2T<xO7 Yo, 0, tO) 7Cp637,1£(x07 Yo, 20, tO)
lorsque (z,y, z) est proche de (zg, yo, 20). Ainsi, nous aurions

oT
KT (2, y, 2, t0) — C’pa(x,% z,t9) >0
pour (x,y, z) dans une petite boule £ centrée en (xg, yo, 20). Alors
oT
{FLV -VT(z,y,z,ty) — Cpa(x, y,2,t0)| dV >0
£

ce qui contredit I’équation (H) lorsque V = €. Nous avons donc établi ’équation de la chaleur,
a savoir

[ Formule 4.9.19 Equation de la chaleur. ]

Soit T(x,y,z,t) la température au point (x,y,z) et au temps t dans un objet de densité
p, de chaleur spécifique C et de conductivité thermique K, qui ne produit ni ne dissipe de

4La théorie du « calorique » a elle-méme été réfutée par I’expérience du physicien états-unien / britannique
Benjamin Thompson (1753-1814) qui a réussi a faire bouillir de ’eau en utilisant la chaleur engendrée par la
friction pendant 'alésage d’un canon.
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chaleur par lui-méme. Alors,

%—f(m, Y, z,t) = aVQT(x, Y, 2, t),

S K

ol o = &> est appelée la diffusivité thermique et V? est le laplacien.

En guise d’application, étudions la température a une certaine distance de la surface de
la Terre. Pour simplifier, supposons que la Terre est plate et que la température T° dépend
seulement du temps ¢ et de la profondeur z. Dans ce contexte, I’équation de la chaleur devient

oT 0T

—(2,1) = a—==(z,t HE

(1) = S (5,1) (HE)
Nous choisissons notre systeme de coordonnées de sorte que la surface de la Terre corresponde
a z = 0 et que z augmente a mesure qu’on descend. Nous supposerons aussi que la température
a la surface, T(0,t), est principalement déterminée par le soleil et est donnée par

T(0,t) = To + T4 cos(ot) + Tp cos(dt) (BC)

Ici Ty est la température moyenne a long terme, T4 cos(ot) prend en compte des variations
saisonniéres, tandis que Tp cos(dt) donne les variations quotidiennes.

alr ), T(0,t) =Ty + T4 cos(ot) + Tp cos(dt)

terre

z

Nous mesurons le temps en jours, de sorte que 6 = 2w et o = 12;Tn = %. Alors, T4 cos(ot)
jours

a une période d’un an et Tp cos(dt) a une période d’un jour. La solution de I’équation (HE) avec

la condition au bord (BC) peut étre trouvée avec la méthode de séparation des variables, un

sujet standard dans les cours d’équations différentielles. La solution est

T(z,t) =Ty + Tmfg % cos (Ut —4/ % z)
~VE 2 Y
+Tpe cos (5t 5 z) (SLN)

11 est routinier de vérifier que (SLN) est en effet solution de (HE) et vérifie (BC).

Voyons maintenant ce qu’on peut tirer de la solution (SLN). Pour une profondeur fixe z, la
moyenne par rapport au temps de T'(z,t) est Ty (simplement parce que la valeur moyenne de
la fonction cosinus est nulle), la méme que la température moyenne a la surface, c’est-a-dire
lorsque z = 0.

Le terme Tae~ V2a * cos (Ut Vs z)
* introduit une oscillation de période un an, tout comme T4 cos(ot);

¢ a une amplitude Tye” V2= # qui vaut T4 & la surface et décroit exponentiellement & me-
sure que z grandit. Un accroissement de la profondeur z de 4/ %‘“ entraine une diminution

de 'amplitude de l'oscillation d’un facteur % Ces deux premieres observations sont pro-
bablement en accord avec notre intuition, mais la solution a aussi une troisiéme propriété,
peut-étre moins évidente ;
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* présente un décalage dans le temps de \/% par rapport a T4 cos(ot). Le terme pour la

surface, T4 cos(ot), atteint son maximum lorsque ¢ = 0, %’r, %’T, -++. A une profondeur

z, le terme correspondant The” V2« © cos (O't Vo z) atteint son maximum lorsque

4 z

_ _ 2
ot — /55 2 =0, 2w, 4, ~--des01rtequet—\/22‘077 7”4—\/22’07, Tt =,

De la méme facon, le terme Tpe™V 35 % cos <5t — \/% z)
* varie dans le temps avec une période d’une journée, tout comme T cos(dt) ;

¢ a une amplitude qui vaut T a la surface et décroit exponentiellement d’un facteur % pour
une augmentation de 27“ de la profondeur;

z

¢ présente un décalage dans le temps de 75— bar rapport a Tp cos(dt).

Pour 'eau, la valeur de « est approximativement 0.012 m? /jour. Cette valeur de a donne

2a 2a z z
— =~ 1.2 m, 1/ — =~ 0.062 m, ~ 49 z jours, = 2.6 z jours
o 0 V2ao ) 2a0 !

pour z mesurée en metres. Ainsi, & une profondeur de quelques metres, la température est
relativement constante dans le temps, et ce qui en varie est décalé de quelques mois par rapport
a la surface.

Exercices

Pour se pratiquer.

1. Soit V le cube V

z{(x,y,z)|0<x<1,0gygl,ogzgl} et R le carré
R={(z,y) | 0<z <1,

0<y<1},etsoit f(z,y,z) une fonction de classe C*.

(a) Utiliser le théoréme fondamental du calcul pour montrer que

///V%ﬁ(i,y,z)dxdydz://Rf(x,y,1)dwdy—//7€f(x7y,0)dxdy.

(b) Utiliser le théoréme de la divergence pour montrer que
of
v 0z R R

(a) Appliquer le théoréme de la divergence & F = ¢ a, ol a est un vecteur constant
arbitraire, pour montrer que

J[[ voav=[[ onas.

(b) Montrer que le centre de gravité (Z,7,z) d’un solide V de volume |V| est donné
par

o 1 2. .2 2

3. Soit S la sphere unité centrée a ’origine, avec le vecteur normal pointant vers 'extérieur.
SiF=uzi+yj+ 22k, calculer le flux de F & travers S

(a) directement, et
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(b) en utilisant le théoréme de la divergence.

Calculer de deux fagons [[¢F-ndS, ot F = zk, S est la surface 22 + y? + 22 = a? et
n est le vecteur normal & S pointant vers 'extérieur.

(a) d’abord par un calcul de lintégrale de surface;

(b) puis en utilisant le théoréme de la divergence.

Soit
e F=zy3i+yrj+ (2z+9H)k;

9—a’—y°

e V la région de R? définie par 0 < z < ST

2oy

e D la surface inférieure du bord de V. Puisque % est positive pour 22+y? < 9

et négative pour 22 4+ y? > 9, la surface inférieure est z =0, 2 + 32 < 9;

Soit S la portion courbe du bord de V. 11
2 2
s’agit de z = g;iﬁ, 22 412 < 9. Voici une
esquisse.

Soit |V| le volume de V. Calculer, en termes de |V|,
(a) [[pF-ndS avec n pointant vers le bas;
(b) [[[,V-FaV;
(¢) [[sF-ndS avec n pointant vers I'extérieur.

Utiliser le théoréme de la divergence pour répondre & au moins une des questions (a),

(b) ou (c).

Evaluer, par deux méthodes, 'intégrale ffs F-ndS,ouF =zi+yj+k, S est lasurface
z=1—22—19% pour 22 + y2 < 1, et n est le vecteur normal pointant vers le haut.

(a) d’abord par un calcul direct de l'intégrale de surface;

(b) puis grace au théoréme de la divergence.

Soit F = (z 4+ siny)i+ zyj+ sinz cosy k.

(a) Calculer la divergence de F.

(b) Calculer le flux de F & travers la sphére de rayon 3 centrée a l'origine dans R3.
La paroi d’un silo & grains est décrite par la portion du cylindre =2 4+ y? = 1 avec

0 < z < 1. Le toit du silo est la portion de la sphére x2 + y? + 22 = 2 qui se trouve &
lintérieur du cylindre, au-dessus du plan zy. Calculer le flux du champ de vecteurs

V=2%yzi+ (yz +e%2)j+ (22 +y)k
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vers l'extérieur du silo.

9. Soit B la boule de volume V centrée au point (xg,yo, 2z0), et soit S la sphere qui est le
bord de B. Calculer le flux de F = 22i+ xyj + (32 — y2) k vers lextérieur de B.

10. On considére le champ F = (1 + 21+z1+z) i+ (1+ zl"‘ZHz)j +k. Soit S la portion de
la surface

2?42 =1— 2

se trouvant au-dessus du plan zy. Quel est le flux de F vers le bas, a travers §7

11. Utiliser le théoréme de la divergence pour calculer le flux de xi+ yj+ 22k a travers la
portion de 'ellipsoide

2?4 y? 4222 =2

2 2 2
x Yy z° _ , « 4
Ft itz =1laun volume égal a §7rabc.)

telle que z > 0. (Note : lellipsoide
12. Soit F=r/r3, oir=zi+yj+zketr=|r|.
(a) Calculer V - F.

(b) Calculer le flux de F vers I'extérieur, a travers la surface sphérique x2 +y2 + 22 =

a?.

(¢) Est-ce que les résultats des parties (a) et (b) contredisent le théoréme de la diver-
gence 7 Expliquer.

(d) Soit & la région solide bornée par les surfaces 22 —22—3?+1 =0,z =let 2 = —1.
Soit o la surface qui est le bord de £. Calculer le flux de F vers l'extérieur, a travers
o.

(e) Soit R la région solide limitée par les surfaces 22 — 22 —y? + 4y -3 =0, 2 = 1
et z = —1. Soit X la surface qui est le bord de R. Calculer le flux de F vers
I'extérieur, a travers X.

2
13. Considérer Iellipsoide S donné par x? + Z+ 24—2 = 1, orienté par le vecteur normal qui
pointe vers 'extérieur.

(a) Donner un paramétrage de S.

(b) Calculer le flux [f¢F-ndS du champ
F=zi+yj+zk

(¢) Vérifier votre réponse de (b) avec le théoréme de la divergence.

14. Calculer I'intégrale de flux [[¢F-ndS, ou
F = (2% 4 cos(y?)) i+ (v + ze") j+ (2* + arctan(zy)) k

et S est la surface qui est le bord de la région solide limitée par le cylindre z2 4 3% = 2
et les plans z = 0 et z = 22 + 3. La surface est orientée positivement, c’est-a-dire que
le vecteur normal pointe vers l'extérieur.

15. Trouver le flux du champ F = (z+y)i+ (x +2)j+ (v + 2) k & travers la surface cy-
lindrique d’équation 22 + 22 = 4, qui s’étend de y = 0 & y = 3. (Seulement la partie
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courbe, pas les disques & droite et & gauche.) La surface est orientée avec le vecteur
normal pointant en s’éloignant de ’axe des .

On considere la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe z = 1 — 2*
autour de 'axe z. Soit S la portion de cette surface qui se trouve au-dessus du plan zy,
orientée par un vecteur normal qui pointe vers le haut. Le bord de S est le cercle de
rayon 1 centré a l'origine qui se trouve sur le plan zy.

Calculer le flux du champ incompressible F = yzi+ (z + 2)j + (22 + y?) k a travers
S.

Soit S la portion du paraboloide z = 2 — 22 — 32 contenue dans le céne z = /2 + 12
et orientée vers le haut. Soit

F = (tan+/z +sin(y®)) i+ e+ 2k
Calculer I'intégrale [[sF-ndS.

Calculer Dintégrale de surface [[¢ FndS,ouF = (cosz + ay?)i+ ze *j+ (siny + 2°2) k
et S est le bord de la région limitée par le paraboloide z = z? + 2 et le plan z = 4,
orientée vers 'extérieur.

Soit S la portion de la spheére x2 + y? + 22 = 4 comprise entre les plans z = 1 et z = 0,
orientée vers I'extérieur. Soit

F=(e+z2)i+ (2y +sinz)j+ (2 — 1)k
Calculer I'intégrale de flux [[sF-ndS.

Soit B la région solide comprise entre les plans t = —1, x =1, y = 0, y = 2 et bornée
en dessous par le plan z = 0 et au-dessus par le plan z +y = 3. Soit S le bord de B.
Calculer le flux du champ

F = (2°z + cosmy) i+ (yz +sinmz) j+ (z —y°)k

a travers S.

Soit S I'hémispheére 22+ y? +22 = 1, z > 0, orientée par le vecteur normal qui s’éloigne
de lorigine. Calculer I'intégrale
/ / F-ndS
S

F= (2 +cos(2?) i+ (y+In(l+ 2+ 2%)) j+ /22 + y2k

ou

Soit £ la région solide limitée par le plan z = 4 et le paraboloide z = z? + y2. Soit par
ailleurs

1 1
F= <—§x3+ez2>i+ (—gy?’—f—xez)j—i—élzk.

(a) Calculer le flux de F vers l'extérieur & travers le bord de &.

(b) Soit S la portion du paraboloide z = x2 + y? en dessous du plan z = 4 orientée
de sorte que le vecteur n ait une composante k positive. Calculer le flux de F a
travers S.
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23. Soit le champ de vecteurs

rit+yj+zk

F= .
[22 + 42 + 22]3/2

(a) Calculer V - F.

(b) Soit & la sphere 22 + (y — 2)? + 22 = 9 orientée vers I'extérieur. Calculer I/, F-
ndS.

(¢) Soit Sy la sphere
P (y—2)7°4+22=1
orientée vers I'extérieur. Calculer [/, s, F-nds.

(d) Est-ce que les réponses de (b) et (c) coincident ? Expliquer mathématiquement
votre réponse.

24. Soit F le champ de vecteurs
F=(y*242z2)i+ (3y—e™%) j+ <6x2+y2 + z) k
Calculer I'intégrale de flux [/, s F-ndS, ou S est la surface qui délimite la région solide
E . 0<x<2, 0<y<2, 0<2<2+4y,
avec un vecteur normal pointant vers I’extérieur.
25. Considérer le champ de vecteurs
F = zarctan(y?)i+ 28 In(2? +1)j + 3zk.

Soit S la portion de la sphére 22 4 y? + 22 = 4 qui se trouve au-dessus du plan z = 1,
orientée vers le bas.

(a) Calculer la divergence de F.

(b) Calculer I'intégrale de flux [[SF-ndS.
26. Soit S la spheére x2 + 32 + 22 = 3, orientée vers I'intérieur. Calculer 'intégrale de flux

[[JsF-ndS, ou F = (zy® +y*2%) i+ (yz* + 2*2)j + (22 + 2y") k.

27. Considérer le champ de vecteurs F = —2zyi+ (y? +sin(z2)) j+ (22 + y?) k.

(a) Calculer V - F.

(b) Trouver le flux de F & travers la surface S définie par

22 +y? + (2 — 12)? = 132, z >0,
en utilisant le vecteur normal qui pointe vers ’extérieur.

28. Soit S la portion de ’hyperboloide 22 + y? — 22 = 1 se trouvant entre les plans z = —1

et z = 1. Trouver le flux de F = (z + e¥*)i+ (2yz +sin(zz)) j+ (vy — 2z — 2%) k vers
Iextérieur de S.
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Soit F le champ de vecteurs F = (22 —y — 1)i+ (e°*%Y + 23)j + (222 + 2°) k. Calculer
[IsV x F-ndS, ou S est la portion de lellipsoide z* 4 y* + 22% = 1 vérifiant z > 0,
orientée vers le haut.

Soit S la portion de la sphere 22 + 3% + (2 — 1) = 4 qui se trouve au-dessus du plan zy.
Trouver le flux de F = (22 + eyz) i+ (eI2 +4%)j+ (4 + 52) k vers Uextérieur a travers
S.

Calculer le flux de F = xy?i+ 2%y j + k vers I'extérieur, a travers la surface

sz:2—|—y2—i—z2:47 z = 0.

Soit D le cylindre plein 22 + 32 < 1, 0 < 2 < 5. Calculer le flux du champ de vecteurs
A 1 2,23 z
F=(z+aye®)i+ Sy ze Jj+(Bz—yze))k

vers I’extérieur, a travers la portion courbe du bord de D.

Trouver le flux de F = (y + z2)i+ (y +y2z)j— (2r + 2%)k vers le haut, & travers la
portion de la sphére 22 + y2 + 22 = a? qui se trouve dans le premier octant.

Soit F = (x —yz)i+ (y + x2)j+ (z + 2xy) k, puis

¢ S; la portion du cylindre 2 + y? = 2 qui se trouve & l'intérieur de la sphére
224+ y?+ 22 =4;

¢ S, la portion de la spheére 22 + 3% + 22 = 4 qui se trouve & l'extérieur du cylindre
2,2
ety =2;

e V la région solide limitée par S et Sa.
Calculer
(a) [fs, F-ndS avec n pointant vers 'axe des z;
) J[f,V -Fav
(c) [[s, F-ndS avec n pointant vers I'extérieur.

Utiliser le théoréme de la divergence pour répondre & au moins une des parties (a), (b)
ou (c).

Pour aller plus loin.

35.

Soit E(r) le champ électrique dii & une configuration de charges électriques de densité
(de charge) p(r). La loi de Gauss dit que si V est un solide dans R? de bord (une surface)
OV, alors le flux électrique

//avE-ndS:zmQ ot Q:///vpdV

est la charge totale dans V. Ici, comme d’habitude, n est le vecteur normal qui pointe
vers I’extérieur. Montrer que

V - E(r) = 47mp(r)

pour tout r dans R3. Ceci est I'une des équations de Maxwell. Prendre pour acquis que
V - E(r) et p(r) sont bien définis et continus partout.
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36.

37.

38.

39.

40.

Soit V une région solide dans R? dont le bord est V. Montrer que

// r-ndS = 3 Volume(V),
oV

our=xzi+yj+ zk et o, comme d’habitude, n est le vecteur normal & 9V qui pointe
vers I'extérieur. Expliquer géométriquement ce résultat.

Soit S la spheére de rayon 3 centrée a l'origine, orientée vers lextérieur, et soit
F=(z+2)k

(a) Calculer (avec la définition) le flux de F & travers S

//F~ndS7
s

c’est-a-dire calculer le flux en évaluant 'intégrale de surface directement.

(b) Calculer le méme flux avec le théoreme de la divergence.

Considérer le cube de c6té 1 qui se trouve dans le premier octant (z > 0,y > 0, z > 0),
ayant un sommet a lorigine et le sommet opposé au point (1,1, 1). Une de ses faces se
trouve dans le plan = 0, une autre dans le plan y = 0 et une troisiéme dans le plan
z = 0. Les trois autres faces se trouvent dans les plans x =1, y =1 et z = 1. Soit S la
surface ouverte formée par les cing faces du cube qui ne se trouvent pas dans le plan
z = 0. La surface S est orientée de sorte que le vecteur normal unitaire pointe vers
Iextérieur du cube. Trouver la valeur de

I://F~ndS
S

ou F est le champ de vecteurs

z 2
F = 2 — i+ | ——=+1)j “ k.
(ycos(y®) + z )1+(x+1+ )_]—&—xye

(a) Trouver un vecteur normal unitaire & la surface z = zy pointant vers le haut, au
point (1,1,1).

(b) Considérer maintenant S, la portion de la surface z = xy, qui se trouve a
lintérieur du cylindre z2 + y? = 9. Calculer le flux vers le haut du champ
F=yi+2j+ 3k a travers S.

(c) Trouver le flux de F & travers la surface cylindrique 22 + y? = 9 entre z = xy et
z = 10. L’orientation est celle qui pointe en s’éloignant de I’axe des z.

(a) Trouver la divergence du champ F = (z +siny)i+ (z +y)j + 22 k.

(b) Trouver le flux de F & travers I’hémisphere 22 + 32 + 22 = 25, z > 0, orienté vers
le haut.

(¢) Donner une surface fermée S, telle que ffs F - ndS soit égale a —9.
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Calculer les intégrales de surface (méthode au choix).
a) [[s2%dS, si S est la portion du cone #* +y* =422 ot 0 <z <yet 0 <z < 1.

) [JsF-ndS,siF=zketS est le rectangle de sommets (0,2,0), (0,0,4), (5,2,0)
t (5,0,4), orienté vers le haut.

¢) [f[¢F -ndS, ot F=(y—z*)i+ (z— :EQ)J + 2%k et S est la surface qui délimite
laboite 0 <z <1,0<y <2 0< z< 3, avec le vecteur normal pointant vers
Iextérieur.

N

Soit oy la surface ouverte donnée par z = 1 — 2% — y2, z > 0. Soit o5 la surface ouverte
donnée par z = 22 +13% —1, z < 0. Soit o3 la surface plane donnée par z = 0, z2+y2 < 1.
Considérer le champ de vecteurs F = [a(y? + 22) + bzz]i+ [c(a? + 22) + dyz]j + 2%k,
ou a, b, c et d sont des constantes.

(a) Trouver le flux de F & travers o; vers le haut.

(b) Trouver les valeurs des constantes a, b, ¢ et d telles que le flux de F vers 'extérieur
a travers la surface fermée o1 U o3 soit nul.

(¢) Trouver les valeurs des constantes a, b, ¢ et d telles que le flux de F vers I'extérieur
a travers la surface fermée o1 U oo soit nul.

Soit S T'ellipsoide x2 + 2y? + 322 = 16 et n son vecteur normal unitaire pointant vers
Pextérieur.

(r—2)i+(y—1j+(z— Dk
[(z—2)2+ (y —1)2 + (2 — 1)2]*/?
(x—-3)i+(y—-2)j+(—2)k
(2= 3)2+ (y— 2 + (- 22"

(a) Trouver [[¢F-ndS lorsque F =

(b) Trouver [[4G -ndS lorsque G =

Soit 2 C R3 une région bornée par une surface lisse 9Q et de vecteur normal unitaire
n. Montrer que pour tout champ de vecteurs F de classe C' sur QU 99,

// VdeV:—// F x ndS.
Q a0

Rappelons que si S est une surface fermée lisse de vecteur normal unitaire n, alors pour
toute fonction lisse p(z,y, z) sur R3, on a

ffmas fff v

ou & est la région solide bornée par S&. Montrer qu’en conséquence la force totale
exercée sur la surface d’un solide immergé dans un gaz de pression constante est nulle.
La pression agit dans la direction de la normale & la surface.

Soit F un champ de vecteurs lisse dans R3 tel que le flux de F vers Iextérieur de la
sphere 22 + y? + 22 = a? est égal & m(a® + 2a*) pour tout @ > 0. Trouver la valeur de
V -F(0,0,0).

Soit F = (22 +y? + 22)i+ (e“‘2 +92)j+ (3+ 2+ 2)k et soit S la portion de la surface
22 +y? + 22 = 2az + 3a telle que z > 0, orientée en s’éloignant de I'origine. Ici, a > 0
est une constante. Calculer le flux de F a travers S.
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Soit u = u(x,y, z) une solution de I’équation de Laplace

Pu, Fu Pu_
ox2  oy? 022

dans R3. Soit R un solide lisse dans R3.

(a) Montrer que le flux total de F = Vu vers 'extérieur & travers le bord de R est
nul.

(b) Montrer que le flux total de G = uVu vers lextérieur a travers le bord de R vaut
2 2 2
Mt ((3) + () + (8e) Jav
Soit/R la portion du cylindre 22 + (y — 1) < 1 telle que 0 < z < %2 ; soit S le bord de
R. Etant donné F = 221+ 2yj — 22k,

(a) Trouver le flux total de F vers 'extérieur & travers S.

(b) Trouver le flux total de F vers P’extérieur a travers la paroi verticale de S.

Vous pouvez utiliser [ sin™6df = "L [Tsin™ "6 df pour n = 2,3,4,....

Une surface lisse S se trouve au-dessus du plan z = 0 et a pour bord le cercle z24y? = 4y
dans le plan z = 0. Ce cercle délimite aussi un disque D dans ce plan. Le volume de la
région solide R limitée par S et D est de 10 unités cubes. Trouver le flux de

F=(z+2%)i+@y—2y’)j+(z+22+3yk

a travers S vers 'extérieur de R.



Chapitre A

Points et coordonnées en deux et trois
dimensions

A.1 Points et coordonnées en deux et trois dimensions

L’ensemble des points du plan est noté R2 Y
(sans surprise, le 2 dans R? signifie que chaque
point est étiqueté par deux nombres; le R dans
R? veut dire que ce sont deux nombres réels). ($ ) y)
On dit que = est 'abscisse du point et que y en
est 'ordonnée.

Remarquons que :
* la distance du point (x,y) a 'axe des abscisses est |y|;

* siy >0, alors (z,y) se trouve au-dessus de l’axe des abscisses, et si y < 0, alors (z,y) se
trouve au-dessous de cet axe;

* la distance du point (x,y) a 'axe des y est |z|;

* six >0, alors (z,y) se trouve a la droite de 'axe des y, et si < 0, alors (z,y) se trouve
a la gauche de 'axe;

* la distance du point (z,y) a lorigine (0,0) est y/22 + y2.

De la méme fagon, un point dans I’espace tridimensionnel peut étre étiqueté par trois coordon-
nées (z,y, z), tel qu'illustré dans les figures ci-aprés.

z z
9 (2,9, 2) ?(z,y,2)
z z
) y 7— y
X
y y
X i

L’ensemble formé par les points dans 1’espace tridimensionnel est R3. Le plan qui contient,
entre autres, les axes des abscisses et des coordonnées est appelé le plan zy.

e Le plan Ozy est 'ensemble des points (x,y, z) tels que z = 0.
* Le plan Ozz est 'ensemble des points (x,y, z) tels que y = 0.

* Le plan Oyz est 'ensemble des points (z,y, 2) tels que x = 0.
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Plus généralement :

e L’ensemble des points (z,y,z) vérifiant z = ¢ est un plan parallele au plan Ozy et se
trouve & une distance |c| de celui-ci. Si ¢ > 0, le plan z = ¢ est au-dessus du plan Oxy.
Sic < 0, le plan z = ¢ est au-dessous du plan Ozy. On dit que le plan z = ¢ est a une
distance signée ¢! du plan Ozy.

e L’ensemble des points (z,y,z) vérifiant y = b est un plan parallele au plan Ozz et se
trouve & une distance signée b de celui-la.

* L’ensemble des points (z,y,2) vérifiant © = a est un plan parallele au plan Oyz et se
trouve a une distance signée a de celui-la.

Remarquons que les distances en dimension 3 se calculent comme en dimension 2.

* La distance du point (z,y, 2) au plan Oxy est |z|;

(2,y,2)
* La distance du point (z,y,2) au plan Oxz est |y|;
(2,y,2)

* La distance du point (z,y, 2) au plan Oyz est |z|;

¢ La distance du point (z,y, z) & origine (0,0,0) est \/x2 + y? + 22.
Afin de voir que la distance du point (z,y, z) a l'origine 2

(0,0,0) est en fait \/m7

* on applique le théoreme de Pythagore au triangle
rectangle de sommets (0,0,0), (z,0,0) et (z,y,0),
de sorte que la distance de (0,0,0) & (z,y,0) est Z

x2 + y2, puis

(7,9, 2)

* on applique le théoreme de Pythagore au triangle x
rectangle de sommets (0,0,0), (z,y,0) et (z,y,2), (.CL“ 0 0)
ce qui donne que la distance de (0,0,0) & (z,y, 2) ’

/ m ’ ($7 Y, O)
est \/(\/W>2+22\/m. ”
Plus généralement, la distance du point (z,y, z) au point (a',y’,2’) est
Ve =22+ (y—y)?+(z - 2)2

Remarquons que ceci fournit ’équation d’une sphere sans effort additionnel. En effet, les points
d’une sphére sont les points équidistants du centre de la sphére. Ainsi, par exemple, I’équation

1C’est-a-dire une distance affectée en plus d’un signe indiquant une direction.
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de la sphére centrée & (1,2,3) et de rayon 4, c’est-a-dire I'ensemble de tous les points (x,y, 2)
dont la distance & (1,2, 3) est 4, est

(x— 1)+ (y—2)? + (2 — 3)* = 16.






Chapitre B

Transformations linéaires et matrices

B.1 Matrices et transformations linéaires

Définition B.1.1

Une transformation linéaire de R™ dans R™ est une application T : R™ — R™ telle que
T(au+ bv) = aT'(u) + bT'(v) pour tout a,b € R et tout u,v e R".

En somme, dire qu’une application T est linéaire revient a dire qu’elle se comporte bien par
rapport aux combinaisons linéaires. En particulier, nous devons avoir que 7'(0) = 0.
Voyons quelques exemples.

Exemple B.1.2

(a) Une transformation linéaire de R dans R est tout simplement une fonction de la forme
f :x — az, pour un certain a € R.

(b) Soit u € R? un vecteur fixé. Alors, la transformation 7' : R — R? donnée par ¢ — tu
est une transformation linéaire.

(c) Soit u € R? un vecteur fixé. Alors, la transformation 7 : R?> — R donnée par x —
T

u-x = u’ x est une transformation linéaire.

(d) Si A est une matrice & m rangées et & n colonnes, alors la multiplication par A fournit
une transformation linéaire T4 : R™ — R™ donnée par x — Ax. Le fait qu’il s’agisse
d’une transformation linéaire résulte des propriétés de la multiplication matricielle.

Dans tous les exemples ci-haut, nous avons que la transformation linéaire considérée est
donnée par la multiplication par une matrice. En effet, méme dans le premier cas, celui des
transformations R — R, on peut considérer le nombre a comme une matrice a une rangée et a
une colonne.

Ceci n’est pas une coincidence.

[ Théoréme B.1.3 ]

Soit T : R™ — R™ wune transformation linéaire. Alors, il existe une unique m X n matrice
My telle que T'(x) = Mrx.

Nous ne donnerons pas la preuve ici, cela releve plutot d’un cours d’algebre linéaire. Contentons-
nous de dire que les colonnes de la matrice My sont précisément les images des vecteurs de la
base canonique eq,...,e,. Il faut noter qu’il s’agit de vecteurs dans R™. Plus précisément,

My = [T(el) T(ez) --- T(en)} .
Voyons un exemple.
Exemple B.1.4

Soit # € [0, 27] fixe et Ty : R? — R? la rotation d’angle 6 autour de I'origine. Voyons que
Ty est linéaire et trouvons la matrice correspondante.
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Soit u et v deux vecteurs de R? qu’on suppose non colinéaires pour commencer. Alors,
u + v est la diagonale (passant par l'origine) du parallélogramme déterminé par u et v. Si
I’on applique Ty au parallélogramme, on obtient un deuxiéme parallélogramme dont ’origine
est un des sommets. Ses cotés sont Ty(u) et Tp(v), et la diagonale passant par l'origine est
Ty(u) 4+ Ty(v). Cette diagonale est I'image par Ty de la diagonale u+ v du parallélogramme
original, c’est-a-dire Ty(u + v) = Tp(u) + Ty(v). Si les vecteurs u et v sont colinéaires, ils
sont multiples I'un de I'autre. Voyons comment Ty se comporte dans ce cas.

Pour a € R et u € R?, le vecteur Typ(au) s’obtient en faisant d’abord la multiplication
de u par a, puis la rotation. Ceci revient a faire la rotation d’abord, puis a effectuer la
multiplication par le scalaire a. En d’autres termes, Ty(au) = aTy(u).

. . N . 1
Voyons maintenant la matrice associée a Ty. L'image par Ty du vecteur e; = { 0 } est

cos 6

ind
associée a Ty est

le vecteur { } De méme, I'image de e; = { (1) } est { —sind } Ainsi, la matrice

cosf

cosf) —sinf

My = .
0 [sin 6 cosf ]

Il est immédiat de démontrer que, si S : R™ — R™ et T : R™ — RP sont des transformations
linéaires, alors il en va de méme pour la composition 70 S : R™ — R? définie par x — T(S(x)).
Qui plus est, la matrice de T o S s’obtient en multipliant les matrices de T et de S. Plus
précisément,

Mros = MrMsg
—

produit matriciel

On apprend, dans les cours de calcul différentiel & une variable, que l’approximation linéaire
d’une fonction f en un point zq est la fonction L(z) = f(xo) + f'(zo)(z — zo). Le graphe de la
fonction L est la tangente & la courbe y = f(z) au point (zq, f(zo)). L’appellation approzimation
linéaire comporte un léger abus de notation. En effet, la fonction L n’est généralement pas une
fonction linéaire, puisque L(0) = f(xo) — f(20)x0, qui n’est généralement pas 0. A proprement
parler, il s’agit d’une fonction affine.

Si les transformations linéaires sont données par la multiplication par une matrice, les trans-
formations affines comportent en plus un terme additif. Une transformation affine 7 : R™ — R"™
est une transformation donnée par T'(x) = Ax + b, ot A est une matrice (la partie linéaire de
T) et ot b est un vecteur de R™. Il s’agit en fait de 7°(0).



Chapitre C

Cylindres et surfaces quadriques

C.1 Cylindres

Dans le plan, une courbe admet une équation générale F(x,y) = 0 : penser a 22 +y? —1 =0,
ou il n’est pas toujours possible d’isoler y. Dans ’espace, ’ensemble solution d’une équation
de la forme F(z,y,z) = 0 est une surface. Les surfaces quadriques et les cylindres sont

parmi les surfaces les plus simples, aprés les plans. On les retrouve un peu partout (antennes,
réservoirs, géolocalisation...).

Définition C.1.1 Les cylindres.

Les cylindres ne sont pas toujours circulaires. Un cylindre est une surface obtenue au
moyen de :

* une courbe plane quelconque;

* toutes les droites paralléles a une droite donnée qui passent par chacun des points de
la courbe.

Exemple C.1.2

(a) La surface d’équation z = 22 est un cylindre parabolique.

La courbe z = 22 est une parabole
dans le plan Ozz ; comme la variable y
n’apparait pas dans I’équation, on peut
prendre cette parabole et la déplacer
dans la direction des y.

X

Figure C.1.3 Le cylindre parabolique z =

x2,

(b) Un cylindre « cardiaque » : la courbe plane de départ est ici un cardioide.
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Le cardioide r = 1 + cos 6 (en coor-
données polaires dans le plan Ozxy) est
déplacé dans la direction des z.

Figure C.1.4 Un cylindre dont la base est
un cardioide.

C.2 Surfaces quadriques

Définition C.2.1 Les surfaces quadriques.

Ce sont des surfaces obtenues par une équation de la forme
F(z,y,2z) =0,

ou F' est un polynéme de degré 2 dans les variables z, y, z.

Remarque C.2.2 Forme générale.

Dans un systeme d’axes X,Y, Z quelconque, I’équation générale d’une surface quadrique
est
AX?+ BY?+CZ? + DXY +EYZ+FXZ+GX +HY +1Z +J =0.

Des changements de variables appropriés (rotations et translation) permettent toujours
de se ramener, en minuscules x, y, z pour les nouvelles coordonnées, a I'une des deux formes
suivantes :

Ar? + By* +C2* 4+ D =0 ou Az? + By + Cz =0.

La classification des surfaces quadriques est basée sur les signes de A, B,C' et de D dans la
premieére forme, et sur les signes de A, B dans la seconde. Notons que les traces et les sections
selon les différentes directions sont des coniques (cercles, ellipses, paraboles, hyperboles), ou des
droites (cas dégénérés).

Cas A, B,C #0.
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si A, B,C sont de méme signe et D
de signe opposé, on se ramene a la forme

() + () + () =r

a b c

La surface est un ellipsoide, Toutes ses
traces et sections sont des ellipses (des
cercles si deux des trois dénominateurs
coincident). Si @ = b = ¢, c’est une
sphére de rayon a;

Figure C.2.3 Un ellipsoide.

Si A, B, C ne sont pas tous de méme
signe (disons A, B de méme signe et C
de signe opposé) et D de signe opposé a
celui de C, on se ramene a la forme

)+ () -C)=r

. a b c
La surface est un hyperboloide a une
nappe : une seule surface connexe, en
forme de manchon. Ses traces horizon-
tales (z = cste) sont des ellipses, et ses
sections verticales (z = cste ou y = cste)
sont des hyperboles.

Figure C.2.4 Un hyperboloide a une nappe.

Si au contraire D est de méme signe
que C' (donc de signe opposé & A et B),
on se ramene a la forme

2N\ 2 N 2 Y\ 2
-] —=(=-) = (%) =1
(c) (a) (b)
La surface est un hyperboloide a deux
nappes : deux surfaces disjointes, I'une
pour z > ¢ et lautre pour z < —c. Ses

traces horizontales sont des ellipses, mais

seulement pour |z| > c; ses sections ver- )
ticales sont des hyperboles ; Figure C.2.5 Un hyperboloide a deux

nappes.

si A, B, C ne sont pas tous de méme
signe et D = 0, on se ramene a la forme

() +G)=C)"

a b c

o La surface est un cobne : ses traces hori-
zontales (z = cste # 0) sont des ellipses,
et ses sections verticales (z = cste ou
y = cste) sont des hyperboles, ou, dans
le cas * = 0 ou y = 0 des paires de
droites passant par l'origine, le sommet
du cone. Figure C.2.6 Un cone elliptique.

Cas C # 0.
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si A, B # 0 sont de méme signe, on
se ramene a la forme

2 2 ne

=) +(G)

o La surface est un paraboloide ellip-
tique : ses traces horizontales (z =
cste > 0) sont des ellipses, et ses sections / \
verticales (x = cste ou y = cste) sont
des paraboles. On peut penser a un bol X
elliptique (ou rond si m a = b) ou & une Figure C.2.7 Un paraboloide elliptique.
antenne parabolique.

Y

Si A,B # 0 sont de signes opposés, z
on se ramene a la forme

N 2 Y\ 2

=) -6)
La surface est un paraboloide hyper-
bolique (une « selle de cheval ») : ses
traces horizontales (z = cste # 0) sont
des hyperboles, et sa trace z = 0 dégé-
nére en deux droites qui se croisent au
col ; ses sections verticales sont des para-
boles, tournées vers le haut dans le plan
y = 0 et vers le bas dans le plan x = 0.

Figure C.2.8 Un paraboloide hyperbolique.

* Si l'un des deux, disons B, est nul : un cylindre parabolique — comme celui de
I'exemple C.1.2 (partie a).

Remarque C.2.9 Axe de symétrie.

Dans les équations sous forme standard ci-dessus (obtenues en ’absence de termes croisés
XY, YZ,XZ, ou apres les changements de variables qui les éliminent), les cylindres, cones
et paraboloides ne traitent pas les trois variables de fagon symétrique : une seule d’entre
elles apparalt au premier degré (ou est carrément absente, dans le cas d’un cylindre). On
appelle axe de symétrie de la surface ’axe correspondant a cette variable. Par exemple :

¢ le cylindre 22 + y? = r? (variable z absente) a pour axe de symétrie 'axe des z;

¢ le paraboloide elliptique z = 22 + 4y? (variable z au premier degré) a pour axe de
symétrie 'axe des z;

¢ le cone 22 = 22 + 4y? (variable z au deuxiéme degré, mais seule & apparaitre avec un
signe opposé aux deux autres) a aussi pour axe de symétrie axe des z.

Attention : malgré son nom, un axe de symétrie n’est en général pas un axe de révolution.
Ce qu’on a montré ci-dessus, c’est que I’équation reste inchangée si on remplace x par —z,
ou y par —y : 'axe de symétrie est I'intersection des deux plans de symétrie correspondants
(par exemple, les plans xz et yz pour le paraboloide z = 22 + 4y?). Ceci n’entraine pas
de symétrie par rotation autour de cet axe : les sections perpendiculaires & I’axe sont des
ellipses (ici, dilatées d’un facteur 2 selon y), pas des cercles. La surface n’est donc une
surface de révolution (image d’une courbe par rotation autour de 'axe) que dans le cas
particulier ot ces sections sont circulaires — par exemple z = 22 +y2, mais pas z = x2 441>
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De méme, un ellipsoide n’a pas d’axe de symétrie privilégié au sens ci-dessus (les trois
variables jouent un role semblable), sauf si deux des trois demi-axes coincident, auquel cas
il devient une surface de révolution autour du troisieme axe.






Chapitre D

SageMath

D.1 Généralités

Nous nous penchons maintenant sur le code informatique nécessaire pour élaborer des figures
et réaliser certains calculs avec le logiciel SageMath. 11 s’agit d’un puissant systéme de logiciels
pour les mathématiques et les sciences. Il utilise et inclut plusieurs logiciels libres comme R,
NumPy, SciPy, matplotlib, GAP, FLINT...

En tant que logiciel libre, il peut étre téléchargé et installé librement dans n’importe quel
ordinateur. Les instructions pour l'installation se trouvent a I’adresse SageMath.org. Nous sug-
gérons d’utiliser 'interface Jupyter, ¢a vient avec. Par ailleurs, si vous disposez déja d’Anaconda,
il est possible d’installer SageMath dans cet environnement de travail.

Au dela de ce qui se trouve ici, nous suggérons certaines ressources additionnelles :

(a) Ce tutoriel en frangais, contient bien plus que ce qui est nécessaire.
(b) Computational Mathematics with SageMath. Un livre trés complet !

(¢) La documentation de SageMath en ligne. Par exemple ce lien ménera vers la documentation
pour faire des figures de surfaces, plus précisément de la fonction plot3d(...)

(d) Une recherche en ligne avec un mot-clé raisonnable, et le mot « sagemath » devrait mener
a la page de référence relevante. Par exemple, la recherche avec mots-clés « plot3d » et
« sagemath », vous menera vers le lien de I'item ci-haut.

(e) Une bonne partie de la documentation est disponible directement a part de sage directe-
ment. Si ’on veut avoir de la documentation au sujet de, disons, la commande plot3d, on
fera plot3d? dans Sage lui-méme, et on aura une quantité non négligeable d’aide.

D.2 Vecteurs et courbes

Vecteurs, produit scalaire, produit vectoriel

Pour déclarer un vecteur on 'entre comme une liste de nombres. L’addition des vecteurs et
la multiplication par une constante se font de la fagon naturelle. Voyons un exemple avec des
vecteurs de R?.

a = vector([1,2,3,4])
b=vector ([5,6,7,8])

c = at2*b

show (c)

Le produit scalaire et le produit vectoriel se font grace aux commandes _dot_product() ou
_cross_product(). Le produit scalaire peut aussi se faire au moyen de *. Voyons des exemples

u = vector([-1,-3,11)
v = vector([4,2,8])

W = u.cross_product(v)
z = u.dot_product(v)

y = u * v

print("w = ", w)
print("z = ", z)
print("y =", y)
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De la méme facon, la commande norm(...) permet de calculer la norme d’un vecteur.

Courbes

Afin de tracer une courbe parametrique, c’est la commande parametric_plot(...) qu’il faut
utiliser. Noter que si le parameétre est une variable autre que x, il faut la déclarer. Il y a plusieurs
options, voyons I'exemple de Pastroide 2/ 4 y2/3 = a2/3, traité a Pexemple 1.5.6.

var('t")

a= 1

x(t) = a*cos(t)*3

y(t) = axsin(t)*3

parametric_plot ([x(t),y(t)], (t,0,2xpi))

Notons que nous avons défini les fonctions x(t) et y(t) séparément, mais ceci n’est pas
nécessaire, on aurait pu faire parametric_plot([a*cos(t)*3, axsin(t)*3],...). La portion
(t,0,2*pi) est la pour dire que le parametre ¢ prend les valeurs entre 0 et 2.

Voyons maintenant la méme figure, un peu retouchée.

var('t")
a= 1
x(t) = a*cos(t)*3

y(t) = axsin(t)*3
parametric_plot([x(t),y(t)], (t,0,2*xpi),

color = "steelblue", thickness = 2, gridlines = "True",
axes_labels=["$x$","$y$"]1, axes_labels_size=1.2,
tick_formatter = "latex",fontsize= 12)

Pour les courbes dans R3 le principe est le méme. I1 faut cependant noter que les possibilités
d’annoter une figure soient beaucoup moins variées que pour les figures dans R2. Voici un
exemple, celui de 'exemple 1.5.14, ot il s’agissait de tracer la courbe intersection céne 22 =
z2 +14?% et du plan z = 1 + 4. Notons cependant que dans les notes, afin de mieux visualiser la

courbe, elle est dessinée avec le cone et plan. Le paramétrage obtenu est

1 1
r(s)=si+ (s> = 1)j+ (s> + 1k seR.

2 2

Ce code montrera seulement la courbe. Afin de voir les autres éléments, faites show(Courbe
+ Plan + Cone) a la derniere ligne, et changez la valeur du parametre frame = ... pour voir
leffet.
var('u,v,r,s")
Courbe = parametric_plot3d([s,(s”*2 - 1)/2,(s*2 + 1)/2],

(s,-2,2), color = "red", thickness = 5)
Plan = parametric_plot3d([u,v,1+v],(u,-2,2),(v,-1,2),

mesh = True, texture = "lightblue")
Cone = parametric_plot3d([r*cos(s), rxsin(s),r],

(r,0, 2),(s,0,2xpi), mesh = True,

texture = "orange", opacity = 0.75)
show(Courbe, frame = True)
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Coordonnées polaires

Bien que les coordonnées polaires aient été traitées dans le Chapitre 3 3, finissons cette
section avec un exemple de tracée de courbes en coordonnées polaires. En plus on remarquera
I'utilisation de la commande graphics_array(...). On trace les courbes dont I’équation polaire
est r = 1 4 c¢sint pour différentes valeurs de ¢. La commande Courbes(...) construit une liste
de courbes, puis avec graphics_array(...) on les dispose en tableau.

var('t")

c=[3, 1.5, 1, 0.5, @, -0.5, -1, -1.5,-3]

Courbes = [polar_plot(l1+c*sin(t),0,t,2*pi,

gridlines = True,

axes_labels=["$x$","$y$"1],

tick_formatter = "latex",

legend_label = "$%s$"%c.n(digits=2)) for c in C]
for g in Courbes:

g.set_legend_options(font_size = 8, loc = 7)

g.fontsize (8)

Graphique = graphics_array (((Courbes[@],Courbes[1], Courbes[2]),
(Courbes[3], Courbes[4], Courbes[5]),
(Courbes[6],Courbes[7], Courbes[81)))

Graphique.show(figsize = 7)

D.3 Calcul différentiel

Fonctions de plusieurs variables

La figure de ’exemple 2.1.1. On voit comment composer une figure, étape par étape. De plus,
la commande text(...) sert a ajouter des annotations. Il existe d’autres fagons de le faire, par
exemple en utilisant les options legend ou legend_label.

var('x")

Fig = plot(sqrt(1-x*2/4), @0, 2, thickness = 2,
fill="axis', axes_labels=["'$x$"', '$y$'],
fillcolor = "blue", fillalpha=0.2,
linestyle = "dashed", tick_formatter="1latex",
ticks = [[1,2],[1/2, 111, fontsize = 14)

Fig+= line([(2,0), (0,0), (0,1)1,

color = "blue", thickness=2)
Fig += text("$x*2+4y*2 = 4$", (1.75,0.75),
fontsize = 16, xmin=-0.25, xmax= 2,

ymin=-0.25, ymax=1)
show(Fig, figsize = 6)

Pour tracer le graphe d’une fonction de deux variables, c’est la commande plot3d(...) qu’il
faut utiliser. Voici le graphe de I'exemple 2.1.7. Noter cependant que dans le texte, la figure en
question a été produite avec GeoGebra.

var('x,y")
plot3d(x*2 *x sin(2*y), (x,0,10), (y,0,2xpi),
color = "orange", mesh = True, opacity = 0.85,

aspect_ratio = [20,40,1])

Plusieurs options sont disponibles, notamment on peut colorier une surface avec une couleur
qui varie. Ceci utilise les « colormaps », de matplotlib. Ce sont des régles qui servent a assigner
une couleur d’une échelle donnée a un nombre compris entre 0 et 1. Ce lien mene vers les
« colormaps » disponibles.


https://matplotlib.org/stable/tutorials/colors/colormaps.html
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Voici un exemple.

var('x,y")

f(x,y) = x*2 *x sin(2x*y)

def macouleur(x,y):

return float ((f(x,y)+100)/200)

Fig = plot3d(f(x,y),(x,0,10), (y,0,2*xpi),
color=(macouleur,colormaps.Spectral),
plot_points = 80, frame = True,
aspect_ratio = [20,40,1])

show(Fig)

L’élément & noter est la définition de macouleur(...) : il s’agit d’une fonction qui prendra

des valeurs entre 0 et 1. Noter que dans I’exemple qui nous occupe, f varie en fi,;, = —100 et
fmaz = 100. On obtiendra quelque chose qui varie entre 0 et 1 en faisant
f B fmin
fmaa: - fmln

A Vintérieur de Fig(. . .), la portion color=(macouleur, colormaps.Spectral) dit a SageMath
d’utiliser macouleur(...) pour obtenir une valeur entre 0 et 1, puis utiliser la régle Spectral
pour assigner une couleur.

Voici maintenant comment faire des diagrammes de courbes de niveau. C’est la fonction de
I’exemple 2.2.7

var('x,y")
flx,y) = (x*y*2)/(x"2 + y*4)
C = contour_plot(f ,(-2,2), (-2,2), cmap = "Spectral",

colorbar = True,

labels = True, label_colors="black",
label_inline=True, label_fontsize=11,
label_fmt=lambda x: "$z=%s$"%round(x,1),

gridlines=True, frame = False,

axes = True,

axes_labels=["$x$","$y$"1],

tick_formatter = "latex", fontsize= 10)
show (C)

On suggere de commenter une ligne, a l'aide du caractére # en tout début de ligne, puis
d’exécuter le code pour voir I'effet de chaque option. Il y a plus d’options, on pourra regarder
la page de référence.

Une autre commande utile est implicit_plot3d(...). Elle a été utilisée pour produire la
figure 2.1.9. Voici un exemple un peu plus simple. L’astuce ici est que les traces horizontales sont
en réalité des petits morceaux de cylindres, d’une hauteur presque négligeable, en I'occurrence
chaque tel cylindre va, en hauteur, de zlevel -0.02 a zlevel +0.02.

var('x y z")

g(x,y,z) = y/(x*2+y"2)
Xxmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax = -1,1,-1,1,-2,2

S = implicit_plot3d(z==g(x,y),
(x,xmin, xmax), (y,ymin,ymax), (z,zmin, zmax),
color = "orange", opacity = 0.5,
frame = True, projection = "orthographic", aspect_ratio=[2,2,1])
levels=srange(-2,2,0.2)
for zlevel in levels:
S+=implicit_plot3d(g(x,y,z)-zlevel,
(x,xmin, xmax),(y,ymin,ymax),(z,zlevel - 0.02,zlevel + 0.02),
color = "brown")



https://doc.sagemath.org/html/en/reference/plotting/sage/plot/contour_plot.html
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show (S)

Dérivées partielles et champs gradients

Le calcul des dérivées partielles avec SageMath se fait avec la commande diff(...). A
nouveau, plusieurs options sont disponibles : diff(f,x,1,y,2) par exemple retourne la dérivée
partielle d’une fonction f (qui doit étre définie) par rapport & x une fois, et par rapport a y

3
deux fois, c’est-a-dire afiafyg. Voici d’autres exemples.

f(x,y) = x*xy*xexp(x"2)

show (diff (f,x,1,y,1)(x,y))
show (diff (f,x,2)(x,y))
show(f.derivative () (x,y))
show(f.gradient () (x,y))
show(f.derivative (2)(x,y))
show(f.hessian () (x,y))

. 7’ . . 2 . . ) 7’ Y .
Ceci définit la fonction f(z,y) = xzye® puis on calcule certaines dérivées, a savoir :

(a) La dérivée partielle d’ordre 2 : 52—

(b) La dérivée partielle d’ordre 2 : 24

(¢) La dérivée totale (du premier ordre de f), & savoir la fonction que nous avons notée
Df(z,y).

(d) La commande f.gradient() est une autre fagon d’obtenir la dérivée (totale, du premier
ordre) d’une fonction a valeurs scalaires f.

(e) La dérivée totale d’ordre 2, de f, D?f(x,y), c’est-a-dire la matrice hessienne de f

(f) La commande f.hessian() est une autre fagon d’obtenir la matrice hessienne d’une fonc-

tion f.
Voyons maintenant comment représenter un champ de vecteurs, avec la commande plot_vector_field(..).
Dans Pexemple ci-bas, on considére le champF (z,y) = —yi+ ], celui de la figure 4.1.6.
var('x,y")
#Fig = plot_vector_field((-y,x), (x,-2,2),(y,-2,2),
# color = "steelblue", axes = True,

# axes_labels = ['$x$',"'$ys$'],

# axes_labels_size=1.4, aspect_ratio = 1,

# ticks = [[1,[1],

# frame= False,

# plot_points = 10)

Fig = plot_vector_field((-y,x), (x,-2,2),(y,-2,2),

color = "steelblue", axes = True,
axes_labels = ['$x$', '$y$'],
axes_labels_size=2, aspect_ratio = 1,

ticks = [[]1,[1],

frame= False,

plot_points = 10, width=0.004)
show(Fig)

Pour le champ gradient d’une fonction f déja définie, on pourrait faire plot_vector_field(f.gradient()...).
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Approximations de Taylor

Afin de calculer les polyndémes de Taylor d’une fonction d’une ou de plusieurs variables, c¢’est
la commande taylor(...) qu’il faut utiliser. On doit spécifier le point autour duquel on calcule
le polynéme, et le degré total.

Ci-bas on calcule le polynéme de Taylor de degré total 2 de f(x,y) = €% sin 3y autour du

point (xg,y0) = (0,1)

var('x,y")
taylor (exp (2xx)*sin(3*y), (x,0),(y,1),2)

Points critiques et multiplicateurs de Lagrange

Pour trouver les points critiques d’une fonction il faut résoudre certaines équations. La com-
mande solve(...) fait ceci. On doit lui passer en parametres deux listes, d’abord les équations
a résoudre, puis les variables pour lesquelles on veut les solutions. Ci-apres on fait les calculs de
I’exemple 2.8.10.

var('x,y")

f(x,y) = xxy*(5*%x+y-15)

df = f.gradient ()

show (df(x,y))

Solutions = solve([df[0](x,y) ==0, df[1]1(x,y) ==0],[x,y] )
show(Solutions)

On peut aussi calculer la matrice hessienne de f évaluée en chacun de ces points. La com-
mande ().rhs extrait le terme de droite (« right-hand side ») d’une expression donnée. Il faut
garder a ’esprit que les listes sont numérotées a compter de zéro.

H(x,y) = f.hessian()(x,y)

show(H(x,y))

Hess = [H(Solutions[j1[@].rhs(), Solutions[jl[1].rhs()) for j in
range(len(Solutions))]

show(Hess)

Voyons maintenant comment optimiser un probléme avec contraintes, a l'aide des multipli-
cateurs de Lagrange. Nous nous servons du contexte de ’exemple 2.9.9; & savoir trouver des
demi-axes de lellipse 322 — 22y + 3y? = 4. On doit maximiser la fonction f(x,y) = 22 + y>.

Pour faire ceci avec Sage, on doit introduire une variable, L, qui jouera le role de A. Par la
suite, il s’agit de former le systeme d’équations et de le résoudre.

var('x,y,L")

f(x,y) = x*2 + y*2

g(X,y)= 3*x"2 -2%x*xy+3*y"2

df=f.gradient ()

dg=g.gradient ()

solve ([df[Q](x,y) == Lxdg[0l(x,y),
df [11(x,y)==L*xdg[11(x,y),
g(x,y)==41,[x,y,L])
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D.4 Calcul intégral

Intégration

On aura intérét a regarder la documentation, car il y a bien des subtilités. Disons pour
commencer que dans SageMath, afin de calculer une intégrale, qu’elle soit définie ou pas on
utilise la commande integrate(...). Pour une intégrale indéfinie, c’est a dire [ f(z)dz, on
fait integrate(f,x), pour une intégrale définie f: f(x)dz on fait plutdt integrate(f,x,a,b).
Il faut cependant noter que les constantes d’intégration seront omises.

f(x) = x*2 + cos(x)

F(x) = integrate(f(x),x)
show (F(x))

A = integrate(f(x),x,0,pi)
show (A)

Sans aller trop loin, disons que des fois dans ce bas monde on doit se contenter d’une approxi-
mation numérique pour une intégrale. Dans ce cas c’est la commande numerical_integral(...)
qu’il faut utiliser. Par exemple, I'intégrale

27
\/281n2t+800s2t74sint costdt

0

ne peut pas étre évaluée analytiquement, mais

var('t")
numerical_integral(sqrt(2xsin(t)”*2 + 8*cos(t)"2 - 4*sin(t)*cos(t)), 0,
2xpi)

donne comme sortie une paire de nombres. La premiere est une valeur approchée de U'intégrale,
la deuxieéme une borne pour 'erreur.

Intégrales doubles et triples

Comme dans la vraie vie, on calcule une intégrale double en itérant des intégrales simples.
Voyons 'intégrale double de I’exemple 3.1.18, & savoir f_21 ijz dy dz

x

var('x,y")
integrate(integrate(1,y,x*2, x+2),x,-1,2)

D.5 Surfaces paramétrées
Lorsqu’une surface est donnée par une équation cartésienne F'(z,y,z) = k, on peut la tra-

cer directement avec la commande implicit_plot3d(...), sans avoir & la paramétrer. Voyons
lexemple de lellipsoide de 1'C.2.3 (voir I’C.2), d’équation

GRICRIOR

var('x,y,z")
a,b,c =1, 2.5, 1.5
implicit_plot3d(x*2/a*2 + y*2/b*2 + z*2/c*2 ==1, (x,-a,a), (y,-b,b),
(z,-c,c),
plot_points=(15,15,15),
mesh=True, opacity=0.65, frame=True)



https://doc.sagemath.org/html/en/reference/calculus/sage/symbolic/integration/integral.html
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Ceci donne une surface d’une seule couleur uniforme. Pour faire varier la couleur d’un point
a Pautre de la surface, il faut faire appel & une colormap (palette de couleurs) : il s’agit d’une
fonction qui associe & chaque nombre de I'intervalle [0, 1] une couleur, de sorte qu’en faisant
varier ce nombre de fagon continue, on obtient une progression de couleurs. SageMath fournit
les colormaps de matplotlib (voir la documentation de matplotlib & ce sujet pour une liste
et un apercu visuel de celles-ci); on y accede par colormaps.NomDeLaColormap, par exemple
colormaps.YLOrBr ou colormaps.Greens.

Reprenons 'exemple de l'ellipsoide, en choisissant cette fois de faire varier la couleur en
fonction de la hauteur z, en paramétrant la surface. De la méme facon qu'une courbe dans
lespace peut étre décrite par une fonction d’un seul parameétre, ¢ — r(t), une surface peut étre
décrite par une fonction de deux parameétres,

(u,v) — r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)),

ou (u,v) parcourt une région du plan wv. En SageMath, une telle surface se trace avec la com-
mande parametric_plot3d(...), a qui I’on passe la liste [x(u,v), y(u,v), z(u,v)] ainsi que
les intervalles parcourus par u et par v; 'argument color peut alors étre une paire (fonction,
colormap), ou fonction retourne, pour chaque (u,v), le nombre de [0,1] & envoyer dans la
colormap.
Une paramétrisation naturelle de 'ellipsoide, calquée sur les coordonnées sphériques, est
r(u,v) = (acosusinv, bsinusinv, ccosv), u € [0,27], v € [0,n],

de sorte que la hauteur est z = ccoswv. Le code ci-dessous trace ellipsoide avec une couleur qui
varie avec z, ainsi que ses traces sur les trois plans de coordonnées (chacune étant elle-méme une
courbe paramétrée par un seul parametre ¢, obtenue en fixant l'un des deux parameétres u,v).
Les appels a arrow3d et text3d ne servent qu’a dessiner les axes.

var('u,v,t")

a,b,c =1, 2.5, 1.5

def macouleur(u,v):

z = cxcos(v)
return float(0.5 + 0.25%x(z/c))

S = parametric_plot3d([a*cos(u)*sin(v), bxsin(u)xsin(v), c*cos(v)],
(u,0,2*%pi), (v,0,pi), color=(macouleur, colormaps.YlOrBr),
mesh=False, opacity=1, frame=False)

S += parametric_plot3d([a*cos(t), b*sin(t), 0], (t,0,2xpi),

color="firebrick", thickness=1.5)

S += parametric_plot3d([a*cos(t), @, cxsin(t)], (t,0,2xpi),

color="seagreen", thickness=1.5)

S += parametric_plot3d([@, b*cos(t), c*sin(t)], (t,0,2*xpi),

color="steelblue", thickness=1.5)

S += arrow3d((0,0,0), (a+0.5,0,0), color="black")

S += text3d("x", (at0.8,0,0), color="black", fontsize=26)

S += arrow3d((0,0,0), (0,b+0.5,0), color="black")

S += text3d("y", (0,b+0.8,0), color="black", fontsize=26)

S += arrow3d((0,0,0), (0,0,c+0.5), color="black")

S += text3d("z", (0,0,c+0.8), color="black", fontsize=26, frame=False)

show(S)

Contrairement aux quadriques, une surface paramétrique n’a pas besoin d’étre décrite par
une équation cartésienne F(x,y,z) = k simple (ni donc d’étre tracée avec implicit_plot3d), ni
méme d’avoir une topologie familiere. Le ruban de Mdbius en est un exemple classique : une
surface qui n’a qu'un seul coté et qu’une seule courbe frontiere. Avec R = 2 fixant le rayon du
cercle central, une paramétrisation possible est

r(s,t) = ((R—i—scos%)cost, (R+ scos £)sint, ssin%), s e [-1,1], t € [0,2n].


https://matplotlib.org/stable/users/explain/colors/colormaps.html
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Le parametre ¢ fait le tour du cercle central, alors que s déplace le point transversalement, en
tordant d’un demi-tour (¢/2) au fur et & mesure que t parcourt [0, 27r] — c’est cette torsion qui
rend la surface non orientable. Le code ci-dessous trace le ruban, ainsi que sa courbe frontiere
(en rouge, correspondant & s = —1) : en la suivant, on constate qu’elle rejoint, aprés un tour
complet en ¢, ’endroit ou se trouverait s = 1 — la surface entiére n’a donc qu’une seule frontiere,
malgré les deux valeurs extrémes de s.

var('s,t")

R =2

def x(s,t):
return (R+s*cos(t/2))*cos(t)

def y(s,t):
return (R+s*cos(t/2))*sin(t)

def z(s,t):
return s*sin(t/2)

def macouleur(s,t):
return 0.5+0.5*xsin(t)**2

S = parametric_plot3d((x(s,t), y(s,t), z(s,t)), (s,-1,1), (t,0,2*pi),
color=(macouleur, colormaps.Greens))

Bord = parametric_plot3d((x(-1,t), y(-1,t), z(-1,t)), (t,0,2%pi),
color="red", thickness=3)

show (S + Bord)
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